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Rèn luyện kỹ năng tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức cho học sinh khá, giỏi cuối cấp trung học 

phổ thông : \b Luận văn ThS. Giáo dục học: \ Nguyễn 

Thị Thanh Thủy ; Nghd. : PGS.TS. Bùi Văn Nghị 

1. Lí do chọn đề tài 

Theo Luật giáo dục Việt Nam năm 2005, mục tiêu giáo dục 

phổ thông của chúng ta là “Giúp học sinh phát triển toàn diện về đạo 

đức, trí tuệ, thể chất, thẩm mĩ và các kĩ năng cơ bản, phát triển  năng lực 

cá nhân, tính năng động và sáng tạo, hình thành nhân cách con người 

Việt Nam  Xã hội chủ nghĩa, xây dựng tư cách và trách nhiệm cộng 

đồng, chuẩn bị cho học sinh tiếp tục học lên hoặc đi vào cuộc sống lao 

động, tham gia xây dựng và bảo vệ Tổ quốc”. Về phương pháp giáo dục, 

cần phải “Phát huy tính tích cực, tự giác, chủ động, tư duy sáng tạo của 

người học; bồi dưỡng năng lực tự học, lòng say mê học tập và ý chí vươn 

lên”, “bồi dưỡng phương pháp tự học, rèn luyện kĩ năng vận dụng kiến 

thức vào thực tiễn; tác động đến tình cảm, đem lại niềm vui, hứng thú 

học tập cho học sinh”. Môn Toán là môn học công cụ, giữ một vai trò 

hết sức quan trọng trong chương trình THPT. Trong đó các bài toán về 

tìm giá trị lớn nhất,giá trị nhỏ nhất là những bài toán yêu cầu cao ở học 

sinh về tư duy, về kĩ năng. Song, đối với học sinh thì dạng toán này là 

một trong những dạng toán khó, cần phải chú ý và có những biện pháp 

để rèn luyện kĩ năng giải dạng toán này, góp phần nâng cao chất lượng 

dạy học chủ đề này. 
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Từ những lí do trên, đề tài được chọn là: “Rèn luyện kĩ năng tìm 

giá trị lớn nhất, giá trị  nhỏ nhất của biểu thức cho học sinh khá, giỏi 

cuối cấp THPT”. 

 

2. Lịch sử nghiên cứu    

Hiện nay đã có một số công trình nghiên cứu gần gũi với đề tài 

này, nhưng chủ yếu nghiên cứu về rèn luyện kĩ năng cho HS trong giải 

toán Hình học. Một số trong những đề tài đó là: “Rèn luyện kĩ năng giải 

bài toán Hình học không gian bằng phương pháp tọa độ ở trường THPT" 

- Luận văn thạc sĩ của Thái Thị Anh Thư, ĐHSP HN, năm 2004; "Rèn 

luyện kĩ năng giải các bài toán thiết diện của các hình không gian trong 

chương trình Hình học PT" - luận văn thạc sĩ của Nguyễn Tiến Trung, 

ĐHSP HN, năm 2006, "Rèn luyện kĩ năng giải toán về Đường thẳng và 

mặt phẳng trong không gian, Quan hệ song song cho học sinh lớp 11 

Trung học phổ thông", luận văn thạc sĩ của Nguyễn Thị Định, K3, 

ĐHGD - ĐHQG HN, năm 2010 v.v.... 

Đề tài này khác những đề tài nói trên về chủ đề cần rèn luyện và 

đối tượng học sinh. Đó là chủ đề tìm GTLN, GTNN và đối tượng là HS 

khá, giỏi cuối cấp THPT. 

Sở dĩ chúng tôi chọn đối tượng là HS khá, giỏi cuối cấp THPT, bởi 

vì, có ở cuối cấp thì  các em mới biết được nhiều phương pháp giải dạng 

toán này. Hơn nữa, như chúng tôi đã trình bày ở trên, đây là dạng toán 

khó, nên với HS khá, giỏi là phù hợp hơn. 

3. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu  

+ Mục đích nghiên cứu: Đề xuất một giải pháp nhằm rèn luyện có hiệu 

quả kĩ năng tìm GTLN, GTNN cho HS. 



 3

+ Nhiệm vụ nghiên cứu:  

- Nghiên cứu hệ thống lí luận về kĩ năng giải toán, giải bài tập toán học. 

- Nghiên cứu các dạng toán và các phương pháp tìm GTLN, GTNN. 

- Nghiên cứu và đề xuất một giải pháp rèn luyện có hiệu quả kĩ năng tìm 

GTLN, GTNN cho HS khá, giỏi cuối cấp THPT. 

- Thực nghiệm sư phạm nhằm kiểm nghiệm tính khả thi và hiệu quả của 

đề tài.  

4. Đối tượng nghiên cứu và khách thể nghiên cứu   

- Đối tượng nghiên cứu: là quá trình dạy học tìm GTLN, GTNN ở trường 

THPT. 

 - Phạm vi nghiên cứu: là các bài toán tìm GTLN, GTNN ở trường 

THPT. 

 - Khách thể nghiên cứu: là HS khá, giỏi cuối cấp THPT. 

5. Mẫu khảo sát 

 Một số lớp 12, trường THPT chuyên Trần Phú, Hải Phòng. 

6. Vấn đề nghiên cứu 

- Các kĩ  năng tìm GTLN, GTNN của một biểu thức? 

- Giải pháp rèn luyện kĩ năng tìm GTLN, GTNN của một biểu thức cho 

học sinh khá, giỏi cuối cấp THPT? 

7. Giả thuyết khoa học 

Giải pháp quan trọng cho việc nâng cao kĩ năng giải toán tìm giá trị 

lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức cho học sinh khá, giỏi cuối cấp 

Trung học phổ thông là việc hệ thống hóa được các dạng toán, các kĩ 

năng tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức và có biện pháp  

thích hợp rèn luyện cho học sinh. 

8. Phương pháp nghiên cứu 
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- Phương pháp nghiên cứu lí luận 

- Phương pháp điều tra quan sát 

- Phương pháp thực nghiệm sư phạm 

9. Cấu trúc luận văn   

            Ngoài phần mở đầu, kết luận, tài liệu tham khảo, nội dung luận 

văn được trình bày trong 3 chương:  

Chương 1. Kĩ năng giải toán 

Chương 2. Giải pháp rèn luyện kĩ năng tìm GTLN, GTNN của một 

biểu thức cho học sinh khá, giỏi cuối cấp THPT 

Chương 3. Thực nghiệm sư phạm 
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CHƯƠNG 1 

 KĨ NĂNG GIẢI TOÁN 

1.1. Quan niệm về kĩ năng, kĩ năng giải toán 

1.1.1. Quan niệm về kĩ năng, kĩ năng giải toán 

  Tùy theo các phương diện nhìn nhận khác nhau về kĩ năng: xét về 

tâm lí, hành vi, hay xét theo năng lực vận dụng, hành động, hay xét theo 

phương diện giáo dục, mà có những cách định nghĩa khác nhau về kĩ 

năng. Trong luận văn này, chúng tôi quan niệm: Kĩ năng là khả năng vận 

dụng tri thức (khái niệm, định lí, thuật giải, phương pháp) để giải quyết 

nhiệm vụ đặt ra. Như vậy, tri thức (bao gồm cả tri thức sự vật, tri thức 

phương pháp) là cơ sở của kĩ năng. Trong Toán học, kĩ  năng là khả năng 

giải các bài toán, thực hiện các chứng minh cũng như phân tích có phê 

phán các lời giải và chứng minh nhận được. KÜ n¨ng gi¶i bµi tËp to¸n cña 

HS lµ kh¶ n¨ng sö dông cã môc ®Ých, s¸ng t¹o nh÷ng kiÕn thøc to¸n häc 

®· häc ®Ó gi¶i bµi tËp to¸n häc. 

1.1.2. Điều kiện để có kĩ năng 

  Muốn có kĩ năng về hành động nào đó chủ thể cần phải: Có kiến 

thức để hiểu được mục đích của hành động, biết được điều kiện, cách 

thức để đi đến kết quả, để thực hiện hành động; Tiến hành hành động đó 

với yêu cầu của nó; Đạt được kết quả phù hợp với mục đích đã đề ra; Có 

thể hành động có hiệu quả trong những điều kiện khác nhau; Có thể qua 

bắt chước, rèn luyện để hình thành kĩ năng. 

1.1.3. Các mức độ của kĩ năng giải toán 

   KÜ n¨ng gi¶i bµi tËp to¸n häc có thể chia thành ba møc ®é kh¸c 

nhau:biÕt lµm, thµnh th¹o; mÒm dÎo, linh ho¹t, s¸ng t¹o. 

1.2. Nhiệm vụ rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh 
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1.2.1. Mục tiêu dạy học môn toán 

Trang bị cho HS những tri thức, kĩ năng, phương pháp toán học 

phổ thông, cơ bản, thiết thực; Góp phần phát triển năng lực trí tuệ, bồi 

dưỡng phẩm chất trí tuệ cho HS; Góp phần hình thành và phát triển các 

phẩm chất, phong cách lao động khoa học, biết hợp tác lao động, có ý chí 

và thói quen tự học thường xuyên; Tạo cơ sở để HS tiếp tục học CĐ, 

ĐH, TCCN, học nghề hoặc đi vào cuộc sồng lao động. 

1.2.2. Yêu cầu rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh ở trường THPT 

Giúp học sinh hình thành và nắm vững những mạch kiến thức cơ 

bản trong chương trình; Giúp học sinh phát triển các năng lực trí tuệ (Tư 

duy lôgic và ngôn  ngữ chính xác; Khả năng suy đoán, tư duy trừu tượng 

và trí tưởng tượng trong không gian; Những thao tác tư duy như phân 

tích, tổng hợp khái quát hóa; Các phẩm chất trí tuệ như tư duy độc lập, tư 

duy linh hoạt và sáng tạo). 

1.3. Giải bài tập toán học 

1.3.1. Vai trò của bài tập toán học 

            Bµi tËp cã vai trß quan träng trong bé m«n to¸n. Th«ng qua viÖc 

gi¶i bµi tËp häc sinh ph¶i thùc hiÖn nh÷ng ho¹t ®éng nhÊt ®Þnh; Nh÷ng 

bµi tËp còng thÓ hiÖn nh÷ng kh¶ n¨ng kh¸c nhau híng ®Õn viÖc thùc 

hiÖn c¸c môc tiªu d¹y häc m«n to¸n ; Thông qua bài tập, giáo viên có thể 

hoµn chØnh hay bæ sung nh÷ng tri thøc nµo ®ã ®· ®îc tr×nh bµy trong 

phÇn lý thuyÕt. Điều quan trọng hơn cả là thông qua bài tập giáo viên sẽ 

rèn luyện các kĩ năng giải toán cho học sinh. 

1.3.2. Ý nghĩa của việc giải bài toán theo nhiều cách 

ViÖc ®i s©u vµo t×m hiÓu nhiÒu c¸ch gi¶i kh¸c nhau cho mét bµi 

to¸n cã vai trß to lín trong viÖc rÌn luyÖn kÜ n¨ng, cñng cè kiÕn thøc, rÌn 

luyÖn trÝ th«ng minh, ãc s¸ng t¹o cho häc sinh.  
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1.4. Những tri thức liên quan đến bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức 

1.4.1. Những phương pháp thông thường tìm GTLN, GTNN của biểu 

thức một biến số 

 Dựa vào bất đẳng thức; Dựa vào khảo sát hàm số; Tìm tập giá trị. 

1.4.2. Những phương pháp thường dùng trong bài toán tìm GTLN, 

GTNN của biểu thức 

Sử dụng bất đẳng thức; khảo sát hàm số; hình học hóa, lượng giác hóa. 

1.4.3. Những bất đẳng thức thường dùng trong bài toán tìm GTLN, GTNN 

Gồm những bất đẳng thức cơ bản có trong SGK, những BĐT mở rộng.  

1.4.4. Mối liên quan giữa bài toán chứng minh BĐT và bài toán tìm 

GTLN, GTNN của biểu thức 

Các phương pháp chứng minh BĐT là các phương pháp chủ yếu sử 

dụng trong bài toán tìm GTLN, GTNN của biểu thức và ngược lại; Về cơ 

bản hai dạng toán này có thể chuyển hóa cho nhau, tuy nhiên cũng có những 

điểm khác nhau; Về yêu cầu: Bài toán tìm GTLN, GTNN của biểu thức thì 

bắt buộc phải chỉ ra đẳng thức xảy ra khi nào, còn bài toán chứng minh BĐT 

không nhất thiết phải làm điều đó. 

1.5. Một số đặc điểm về phong cách học tập của học sinh khá, giỏi 

Những HS khá, giỏi thường có một số đặc điểm về phong cách học 

tập như sau:  

- Thể hiện rõ những đặc điểm của tư duy toán học (theo Viện sĩ B.V. Gờ-

nhe-den-cô, =ó là: Năng lực nhìn thấy sự không rõ ràng của quá trình suy 

luận, thấy được sự thiếu sót của những điều cần thiết trong chứng minh; 

Sự cô đọng; Sự chính xác của các kí hiệu; Phân chia rõ ràng tiến trình 

suy luận; lí lẽ đầy đủ và lôgic).  
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- Thể hiện được những nét độc đáo của tư duy toán học (theo A.Ia. Khin-

chin, =ó là: Suy luận theo sơ đồ lôgic chiếm ưu thế; Khuynh hướng tìm con 

đường ngắn nhất dẫn đến mục đích; Phân chia rành mạch các bước suy luận; 

Sử dụng chính xác các kí hiệu, Tính có căn cứ đầy đủ của lập luận). 

- Thường ngại tính toán, không thích làm đi làm lại những điều đã biết 

nếu không có gì mới. HS khá, giỏi thường suy nghĩ nhanh và hiệu quả, 

nhưng thường ngại tính toán cụ thể, không thích lặp đi lặp lại những kiểu 

làm nhàm chán. 

1.6. Định hướng cho giải pháp rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh 

1.6.1. Quy trình hình thành kĩ năng 

 Theo chúng tôi, quy trình hình thành kĩ năng giải toán nói chung, 

kĩ năng tìm GTLN, GTNN cho HS gồm ba bước sau: 

Bước 1: Hướng dẫn HS giải một số bài toán mẫu ở trên lớp, có phân tích 

phương pháp suy nghĩ, tìm lời giải, lưu ý cho HS những điểm cần thiết. 

Bước 2: HS tự rèn luyện kĩ năng giải toán theo hệ thống bài toán có chủ 

định của giáo viên, giáo viên phân tích, khắc phục những khó khăn, thiếu 

sót cho HS. 

Bước 3: Rèn luyện kĩ năng giải toán ở mức độ cao hơn, tổng hợp hơn. 

1.6.2. Những yêu cầu đối với giáo viên trong việc hình thành kĩ năng 

giải toán cho học sinh 

 §Ó h×nh thµnh kÜ n¨ng gi¶i bµi tËp to¸n häc cho HS, gi¸o viªn cÇn 

thùc hiÖn tèt c¸c vÊn ®Ò sau:  X¸c ®Þnh tõng kÜ n¨ng cô thÓ trong hÖ 

thèng kÜ n¨ng gi¶i bµi tËp to¸n häc cho HS THPT vµ møc ®é cña nã ë 

mçi líp häc, cÊp häc t¬ng øng; X¸c ®Þnh hÖ thèng bµi tËp to¸n häc 

t¬ng øng chñ yÕu ®Ó HS luyÖn tËp kÜ n¨ng gi¶i c¸c bµi tËp c¬ b¶n, bµi 

tËp tæng hîp; X©y dùng s¬ ®å ®Þnh híng kh¸i qu¸t, c¸c thuật toán gi¶i 
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mçi dạng, lo¹i bµi tËp; Híng dÉn häc sinh ho¹t ®éng t×m kiÕm lêi gi¶i, 

bµi tËp mÉu vµ bµi tËp t¬ng tù nh»m gióp HS n¾m ®îc s¬ ®å ®Þnh 

híng gi¶i bµi tËp to¸n häc nãi chung vµ mçi bµi tËp cô thÓ nãi riªng; Sö 

dông hÖ thèng bµi tËp sau mçi bµi, mçi ch¬ng ®Ó gióp HS luyÖn tËp theo 

mÉu, kh«ng theo mÉu, thêng xuyªn vµ theo nhiÒu h×nh thøc gi¶i kh¸c 

nhau; Chú ý đến tính hệ thống của các kĩ năng. 
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CHƯƠNG 2 

GIẢI PHÁP RÈN LUYỆN KĨ NĂNG TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, 

GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA BIỂU THỨC CHO HỌC SINH 

Trong chương trình này chúng tôi trình bày việc rèn luyện kĩ năng 

tìm GTLN, GTNN của biểu thức cho HS theo từng dạng khác nhau. 

Trong mỗi dạng sẽ sử dụng một số PP như đã xác định ở mục 1.4 

chương 1. Chúng tôi trình bày theo cấu trúc như vậy một mặt để thuận 

lợi cho việc rèn luyện kĩ năng cho học sinh theo từng bài, mặt khác mỗi 

dạng có thể có nhiều PP giải khác nhau. Mỗi phần nhỏ sẽ được trình bày 

theo ba bước như đã xác định ở mục 1.6 chương 1. 

2.1. Dạng tìm GTLN, GTNN của hàm số 

Ví dụ 1: Tìm GTLN, GTNN của ( ) 3 23 2f x x x= - + +  trên mỗi tập hợp D  

cho dưới đây: a. [ ]1;4D =  b. [ )1;4D =    c. ( ]1;4D =      d. ( )1;4D = . 

Bài này giúp HS phân biệt được GTLN, GTNN của hàm số trên một 

khoảng đóng, khoảng không đóng: Trên khoảng không đóng thì phải dựa 

vào bảng biến thiên hàm số để kết luận; Trên khoảng đóng [ ; ]a b  thì chỉ 

cần tìm GTLN, GTNN trong tập hợp các giá trị của hàm số tại ; ;a b các 

điểm tới hạn thuộc đoạn [ ; ]a b . 

Ví dụ 2:  Tìm GTLN, GTNN của 
2

2

3
2

x
y

x x
+

=
- +

 

Cách 1:  Tìm tập giá trị của hàm số; Cách 2: Dùng khảo sát hàm số  

2.2. Dạng biểu thức chỉ chứa một biến 

Nếu biểu thức chỉ chứa một biến số thì đương nhiên ta có thể sử 

dụng phương pháp khảo sát hàm số như ở mục 2.1 trên. Tuy nhiên, 

không phải hàm số nào cũng dễ dàng khảo sát được, nên mục này chủ 
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yếu sẽ trình bày những phương pháp khác ngoài phương pháp khảo sát 

hàm số. 

2.2.1. Sử dụng các bất đẳng thức đã biết 

2.2.2. Xét biểu thức có liên quan  

Ví dụ 3: Tìm GTLN, GTNN của hàm số 2 4y x x= - + - .  

Hướng dẫn: Xét 2y . 

2.2.3. Đặt ẩn phụ 

Ví dụ 4: Tìm GTNN của ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 3 2 3 3 2 3 2 3
x x x x

y é ù= + + - - - + +ê úë û
 

Chú ý: HS dễ mắc phải sai lầm khi tìm tập giá trị của ẩn phụ; Đặt ẩn phụ 

trong một số hàm phân thức hữu tỉ thường gặp: dạng a +
a
1 , dạng căn 

thức.... 

2.2.4. Sử dụng điểm thuộc đồ thị hàm số 

Ví dụ 5: Xét ( )
2 1

1
x x

C y
x
- +

=
-

. Tìm trên (C) điểm M để tổng khoảng cách 

từ M tới hai đường tiệm cận xiên của (C) đạt giá trị nhỏ nhất. 

2.2.5. Lượng giác hóa 

+ Đa thức Trê-bư-sep: 22 1x - cos 2t= ; 4x3 – 3x = cos3t ...  

+ Dạng [ ]aaxxa ,:22 -Î- :Đặt 
[ ]ê

ê
ê

ë

é

Î=

úû
ù

êë
é-Î=

p

pp

,0,cos

2
;

2
,sin

ttax

ttax

 

Ví dụ 6 : Tìm GTLN của hàm số ( )( )2 2 4 2( ) 1 . . 2 1 8 8 1f x x x x x x= - - - +  trên 

[ ]1;1-  

Hướng dẫn:  

 Do [ ]1;1xÎ -  nên [ ]0; : cost t xp$ Î = ; 1
( ) sin cos cos 2 cos 4 sin8

8
f x t t t t t= = ( )g t= .  
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2.3. Dạng biểu thức chứa hai biến 

Với những dạng toán mà điều kiện ràng buộc giữa hai biến là bậc 

nhất, dễ dàng rút được biến này theo biến kia, quy về một biến rồi khảo 

sát hàm số một biến đó thì phương pháp giải bài toán đã rõ ràng. Tuy 

nhiên, trong trường hợp này, giáo viên có thể khuyến khích học sinh tìm 

cách giải khác nhanh hơn, do có những nhận xét tốt hơn. Phần trình bày 

dưới đây chủ yếu quan tâm tới những phương pháp khác với phương 

pháp quy về một biến.  

2.3.1. Dựa vào trường hợp xảy ra đẳng thức khi sử dụng BĐT Cô-si 

Ví dụ 7: Cho 
î
í
ì

>
=++

0,

1

yx

yxxy  . Tìm GTNN của P: 4 4P x y= +  

Đẳng thức xảy ra khi x = y = 12 -=a , nên phải áp dụng BĐT Cô-si phù 

hợp: 

 34 44444444 4...4 aaaaaaa xxx =³+++ ; 34 44444444 4...4 aaaaaaa yyy =³+++ Þ 

( )3 44 6

1
P const

a a a
a

- +
³ =

+ ( )2 2 8 2 12 4 2 1 30 24 2= - + - + = - Û  12 -== yx . 

2.3.2. Dựa vào tính đối xứng của hai biến 

2.3.2.1. Quy về đánh giá các đơn thức, đa thức đối xứng 

( ) ( )2 2; ; ...x y xy x y+ +  

Ví dụ 8: Cho 1x y+ = . Tìm GTNN của 3 3A x y xy= + +  

Cách 1:  Đánh giá xy , từ đó đánh giá A  

Cách 2: Rút về 1 biến 1y x= - . Biến đổi A  về hàm số đối với biến x . 

Cách 3: Đưa về biến mới. Đặt 
ï
ï
î

ïï
í

ì

-=

+=

ty

tx

2
1
2
1

. Biến đổi A  về hàm số đối với 

biến t . 

2.3.2.2. Đặt ẩn phụ 
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Ví dụ 9: Cho 1;xy x y= > . Tìm GTNN của A: 
yx
yx

A
-
+

=
22

 

Cách 1: Rút y =
x
1 .Có: A =

x
x

x
x

1

1
2

2

-

+
.   Đặt 1

t x
x

= -    

Cách 2: Xét 2A =  
2

)(
)(

)(
22

222

2

22

-+
+

=
-
+

yx
yx

yx
yx  (do 1xy = )     Đặt 2 2t x y= + .  

2.3.2.3. Đánh giá tổng nghịch đảo  

Ví dụ 10: Tìm GTNN của P:
4 4 2 2

4 4 2 22
x y x y x y

P
y x y x y x

æ ö
= + - + + +ç ÷

è ø
 

2.3.3. Dựa vào dấu hiệu ràng buộc của hai biến trong giả thiết 

2.3.3.1. Bài toán có giả thiết x y k+ =  ( k là hằng số) 

Chú ý:  GTNN thường đặt ra cho những biểu thức dạng: ( ) *;  ...n nx y n+ Î¥  

             GTLN thường đặt ra cho những biểu thức dạng: ;xy x a y b+ + + . 

Ví dụ 11: Cho 0; 0
;

1 1 1

x y x y
P

x y x y

> >ì
= +í + = - -î

. Tìm GTNN của P. 

2.3.3.2. Một số dạng khác 

Ví dụ 12: Cho 122 =+ yx  Tìm GTLN, GTNN của P: ( )2

2

2 6

1 2 2

x xy
P

xy y

+
=

+ +
 

2.3.4. Khảo sát theo từng biến 

Ví dụ 13: Cho [ ] [ ]0;1 ; 0;2x yÎ Î .Tìm GTNN của ( ) ( )( )1 2 4 2P x y x y= - - -  

Hướng dẫn: ( )( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 1P x y y x= - - - - -é ùë û .Xét ( ){ }; : 0 1;0 2D x y x y= £ £ £ £  

Đặt 
î
í
ì

-=
-=

yv

xu

2

1
.Có: [ ] [ ]0;1 ; 0;2u vÎ Î ; ( ) ( )2 22 2 2 2 ( ; )P uv v u u v uv g u v= - = - + = .  

1( ; ) ( ; )
min min ( ; )
x y D u v D

P g u v
Î Î

=
[ ] [ ]0;2 0;1

min min ( ; )
v u

g u v
Î Î

æ ö= ç ÷
è ø

 với { }20;10:),(1 ££££= vuvuD  

 Xét hàm số [ ]2 2( ) 2  ; 0;1f u vu v u u= - + Î ;  với tham số v [ ]0;2Î . 
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)2;0min()1(),0(min()(min 2

]1;0[
vvffuf

u
-==

Î
. Xét ( )h v  với v [ ]0;2Î . Suy ra 2min -=P  

2.3.5. Lượng giác hóa 

Những trường hợp thường dùng phương pháp lượng giác hóa: 

+ Muốn khử căn [ ]aaxxa ,:22 -Î- :Đặt 
[ ]ê

ê
ê

ë

é

Î=

úû
ù

êë
é-Î=

p

pp

,0,cos

2
;

2
,sin

ttax

ttax
 

+ Muốn khử xaxa +- , : Đặt ÷
ø

ö
ç
è

æ
úû
ù

êë
éÎ=

2
,02cos
p

ttax  

( ) tataxa sin.22cos1 =-=- ;  ( ) tataxa cos.22cos1 =+=+  

+ Muốn biến đổi ( )21 x+ : Đặt ÷
ø

ö
ç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ-Î=

2
;

2
tan

pp
txt  ;có:   

2 2
2

1
1 1 tan

cos
x t

t
+ = + =

 

+ Có:    [ ]2 2 2 sin
( 0) 0;2 :

cos

x a t
x y a a t

y a t
p

=ì
+ = > Û $ Î í =î  

 

            
[ ]

2 2

2 2

sin
1 ( ; 0) 0;2 :

cos

x a tx y
a b t

y b ta b
p

=ì
+ = > Û $ Î í =î    

+ Có biểu thức 
xy
yx

+
-

1
: Đặt vyux tan,tan == ;Có ( )vu

vu
vu

-=
+

-
tan

tantan1
tantan  

+ Có: 
2

2

1
1

t
t

+
-  ; 2 2

2 2
;

1 1
t t
t t+ -

 Đặt 
2

tan
x

t =   

Có: x
t
t

cos
1
1

2

2

=
+
- ;  x

t
t

sin
1

2
2
=

+
;  x

t
t

tan
1

2
2
=

-
 

+ Muốn khử căn: 12 -x : Đặt [ ] ÷
ø

ö
ç
è

æ
þ
ý
ü

î
í
ìÎ=

2
/;0

cos
1 ppt

t
x  

t
t

x tan1
cos

1
1

2

2 =-=-
 

Ví dụ 14: Cho 012222 =+--+ yxyx (1). Tìm GTLN, GTNN của P:  

( ) ( ) ( ) 221321323 22 ++-++--= xyyxyxP  
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Hướng dẫn: (1) ( ) ( ) 111 22 =-+-Û yx [ ]
î
í
ì

=-
=-

Î$Û
ty

tx
t

cos1

sin1
:2;0 p  

2.3.6. Hình học hóa 
( ) ( ) ( )ÎÛ=-+- yxMRyyxx ,22

0

2

0  đường tròn tâm ( )0 0;I x y ;bán kính R .   

   0 0 0ax by c+ + =  Û ( )00 yxM  Î đường thẳng: 0ax by c+ + = . 

   ( ) ( ) 21

2

21

2

21 MMyyxx =-+-  với ( ) ( )1 1 1 2 2 2; ; ;M x y M x y     

  
( )0 0

2 2
; ( )

ax by c
d M

a b

+ +
= D

+
 với ( )0 0; ;( ) : 0M x y ax by cD + + =  

   k =
b
a

: hệ số góc đường thẳng OM  với ( ) ( )O 0;0 ; ;M a b  

Ví dụ 15: Tìm GTNN của ( ) 2222 9222 qqxxppxxxf +-++-=  

( qp ¹ ) 

Hướng dẫn: 

Xét ( ) ( )qqxBppxA --- ;,, , ( ) ( ) 2222 ; qqxOBppxOA +-=+-=  

( )
( )

( )( )21

2

1

:

:
DD

ïî

ï
í
ì

-=DÎ

=DÎ

qyB

pyA
 thuộc hai nửa mặt phẳng bờ là trục hoành.  

Do ( ) ABOBOAxf ³+=  = const. Vậy khi O thuộc đoạn AB
      

0
   

x p p

x q q

-
Û =

- -
 

thì ( ) ( )22
min ( )

p q q p
f x p q p q x

p q

+
= - + + Û =

+
 

2.4. Dạng biểu thức có từ 3 biến số trở lên 
2.4.1. Dạng biểu thức đối xứng hoặc xoay vòng đối với các biến theo 

điều kiện ràng buộc biến 

2.4.1.1. Dạng có ràng buộc biến:  
( )

1 2

1 2

; ;...;

, ,... 0
n

n

x x x D

F x x x

Îìï
í £ïî  

Dạng này GTLN hoặc GTNN xảy ra khi ( )î
í
ì

=
Î==

0,...,

...

21

21

n

n

xxxF

Dxxx   . Từ đó mà có 

cách đánh giá phù hợp.  
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Chú ý: Một số hệ quả của BĐT Cô-si: 

+ ( )
2

1 2 1 2

1 1 1
0 1, ;   ...

...i
n n

n
x i n

x x x x x x
" > = + + + ³

+ + +
  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 1, ; 1 1 ... 1 1 ...
n

n
i n nx i n x x x x x x" ³ = + + + ³ +  

+ ( )
1 2 1 2

1 1 1
0 1, ;  ...

1 1 1 1
i

n
n n

n
x i n

x x x x x x
" ³ = + + + ³

+ + + +
  

Dấu " "=  xảy ra  ; 1; ,  i jx x i j n i jÛ = " = ¹  

 Một số hệ quả của BĐT Bu-nhia-côp-ski:  

+ ( ) ( )222222 dbcadcba -+-³+++ . Dấu "="xảy ra ad bcÛ =  

+ ( )
0,,

2222

>"
++
++

³++ cba
cba
zyx

c
z

b
y

a
x . Dấu "=" xảy ra Û  

c
z

b
y

a
x

==  

Ví dụ 16: Cho ; ; 0; 1a b c abc> ³ . Tìm GTNN của P; Q:  

ba
c

ca
b

cb
a

P
+

+
+

+
+

=
222

; 
ba

c
ac

b
cb

a
Q

bababa +
+

+
+

+
=

222

   với 0, >ba  cho trước 

Hướng dẫn:P đạt GTNN khi và chỉ khi: 0

1

a b c

abc

= = >ì
í =î

1a b cÛ = = = . 

Ta có thể chứng minh: ( )cbaP ++³
2
1  theo nhiều cách, dựa vào các BĐT 

quen thuộc. Chẳng hạn: a
cb

cb
acb

cb
a

=
+

+
³

+
+

+ 4
.2

4

22

.... 

Ví dụ 17: Cho 
0; 0; 0

1 1 1
3

a b c

a b c

> > >ì
ï
í

+ + £ïî

 Tìm GTNN của  

                             caacbccbabbaP ++++++++= 222222  

                              caacbccbabbaQ ++++++++= 222222 222                                             

Hướng dẫn: P:  

( ) ( ) ( )2 2 22 2 3 1 3
4 4 4

a b ab a b a b a b+ + = + + - ³ + Þ ( )baabba +³++
2
322  

Þ 33³P  khi a = b = c = 1. 

2.4.1.2. Dạng có ràng buộc hai biến có liên quan đến biểu thức lượng 

giác 
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 Với 3 số dương ;  ;  :  1x y z xy yz zx+ + = ; luôn tồn tại một tam giác ABC sao 

cho :   tan ;  tan ;  z tan
2 2 2
A B C

x y= = = .  

 Nếu thêm GT 3 số ;  ;  x y z cùng nhỏ hơn 1 thì tồn tại một tam giác nhọn 

thỏa mãn tính chất trên. 

Khi đó: 
2

2 2 2 2

1 2 2
cos ;  sin ;  tan ;  sin

1 1 1 21

x x x x A
A A A

x x x x

-
= = = =

+ + - +
. 

Ví dụ 18: Cho 3 số dương cùng nhỏ hơn 1 là  ;  ;  :  1x y z xy yz zx+ + = ;  

Tìm GTNN của P: 2 2 21 1 1
x y z

P
x y z

= + +
- - -

. 

Hướng dẫn:  Tồn tại tam giác ABC nhọn và ( )1
tan tan tan

2
P A B C= + + . 

2.4.1.3.Dạng có ràng buộc hai biến có liên quan đến biểu thức hình học 

Ví dụ 19: Cho [ ] 3,2;0,, =++Î cbacba . Tìm GTLN, GTNN của 222 cbaT ++=  

Hướng dẫn:  [ ] ( )cbaMcba ;;2;0,, ÛÎ Î khối lập phương : 

     { }20;20;20 ££££££ zyx có 4 đỉnh: ( ) ( ) ( ) ( )2;0;0;0;2;0;0;0;2;0;0;0 CBAO . 

      ( )cbaM ;;  với ( ) ( ) 3;;3 =++ÎÛ=++ zyxmpcbaMcba a ; ( ) ( )JKImpmp ºa   

 ( )cbaM ,,  thoả mãn 2 điều kiện trên khi và chỉ khi M thuộc thiết diện tạo 

bởi mp(IJK) cắt khối lập phương.   

Thiết diện đó là lục giác EFPQRS  

( trong đó E, F, P, Q, R, S lần lượt  

là trung điểm các cạnh).   

 KL: { } { }
13min

;2;1;0;;5max

===Û=
=Û=
cbaT

cbaT  

 

 

 

 

z 
K 

E 

S C 

0 
F 

I 

x 

A 
P 

Q 

B J y 

R 
G 
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2.4.2. Dạng biểu thức khác (không đối xứng, không xoay vòng) 

2.4.2.1.Đánh giá dựa vào các bất đẳng thức thông dụng 

Ví dụ 20: Cho ; ; 0a b c > .Tìm GTNN của P: 
ba

c
ac

b
cb

a
P

+
+

+
+

+
=

543  

Hướng dẫn:  Xét ÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
+÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
+÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
=+ 5

5
4

4
3

3
12

ba
c

ac
b

cb
a

P  

( )

( ) ( ) ( )
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+úû

ù
êë
é +++++=

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

+
+

+
++=

222
222 543

2
1

543

baaccb
baaccb

baaccb
cba

  

Đánh giá tiếp theo BĐT Bu-nhia-côp-ski. 

Ví dụ 21: Cho tam giác ABC . Tìm GTLN của ( ) CBAM cos3coscos2 ++=  

Hướng dẫn: 
2

cos
2

sin4
2

sin213 2 BACC
M

-
+÷
ø
ö

ç
è
æ -=  3

2
cos

2
sin4

2
sin6 2 +

-
+-=

BACC

 
11
3

M £ .  Dấu "=" xảy ra ABCÛ D cân tại C: 
3
1

2
sin =

C .  

2.4.2.2. Lượng giác hóa 

Ví dụ 22: Cho 3 số dương  ;  ;  :  1x y z xy yz zx+ + = . Tìm GTLN của M: 

                          
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2

2 1 2 1 3 1

1 1 1

x y z
M

x y z

- - -
= + +

+ + +
 

Hướng dẫn:    Tồn tại tam giác ABC sao cho:  

                         tan ;  tan ;  z tan
2 2 2
A B C

x y= = =  

                       ( ) CBAM cos3coscos2 ++= .  

2.4.2.3.Hình học hóa 

Bổ đề: Với 3 số dương cho trước ; ;x y z , luôn tồn tại 1 tam giác ABC  có độ 

dài các cạnh đối diện ; ;A B C  lần lượt là ; ;a b c  sao cho: ;a y z= +  b z x= + ; 

c x y= +  
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Ví dụ 23: Cho ( ) 1:0,, =++> zyxxyzzyx . Tìm GTNN của P = (x + y)(y + z)     

Xét ABCD  có: xzCAzyBCyxAB +=+=+= ;;  

( ; ;x y z  là độ dài các tiếp tuyến kẻ từ CBA ,,  tới đường tròn nội tiếp ABCD ) 

Hướng dẫn:Đặt cABbCAaBC === ;;  

 

( )( )( ) ( ) 1. =++=---= xyzzyxcpbpappS ABC  

BCABBBCABS ABC .
2
1

sin..
2
1

£= ( )( ) 22. ³++Þ³Þ zyyxBCAB   

Dấu " "=  xảy ra
( )

î
í
ì

>
=++==

Û
0,,

11

zyx

zyxyzx
 

Ví dụ 24:  Cho
( )

2 2

2 2

2 2 1 0 (1)

17 6   (2)

a b a b

c d c d

ì + + + + =ï
í

+ + = +ïî
. Tìm GTNN của P:  

( ) ( )2 2
P a c b d= - + -  

 

 

 

 

 

 

Hướng dẫn: 

( ) ( ) ( ) ( )baMba ;1111 22 Û=+++Û 1( )CÎ .

( ) ( ) ( ) ( )ÎÛ=-+-Û dcNdc ;1332 22

2( )C  

P MN= , ( ) ( )21 , CC  ở ngoài nhau. 

( ) ( ) f=Ç 21 CC .  

Gọi A, B, C, D lần lượt là giao điểm 21II  với ( ) ( )21 , CC , 

A x 
C1 

y 

B y A1 z C 

z 

B1 

y 

A 

I2 

(C2) 

3 0 

C 

-1 
B 

-1 I1 

(C1) 

D 

x 
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NM ,"  lần lượtÎ ( ) ( )21 , CC , ADMNBC ££   

Þ ( ) ( )21212121 RRIIMNRRII ++££+- 4 2 2 4 2 2PÞ - £ £ +

DNAMPCNBMP ººÛ+=ººÛ-= ,224;;224  

max P = 
2

1
3;

2

1
1224 +==--==Û+ dcba  

min P = 
2

1
3;

2

1
1224 -==+-==Û- dcba

 

2.5. Dạng biểu thức lượng giác 

2.5.1. Sử dụng bất đẳng thức lượng giác 

Ví dụ 25: Tìm GTNN của  
2 2

2 2
2 2

1 1
cos sin

cos sin
y x x

x x
æ ö æ ö= + + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

Hướng dẫn:  
2

2 2
2 2

2 2

2 2 2

1 1 1
cos sin

2 cos sin

1 1 1 4
1 1

2 sin cos 2 sin 2

y x x
x x

x x x

æ ö³ + + +ç ÷
è ø

æ ö æ ö= + = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

Do ( )22
2

1 1 25
0 sin 2 1 1 1 4.1

sin 2 2 2
x y

x
< £ Þ ³ Þ ³ + =  

Vậy 25
min

2 4 2
y x k

p p
= Û = +  

Chú ý: Một số HS sai lầm là đánh giá GTNN của từng số hạng, nhưng 

không chú ý xem đẳng thức có xảy ra hay không, dẫn đến miny = 8. 

2.5.2. Đưa về tổng các số không âm, không dương 

Ví dụ 26: Tìm  GTNN của 4sin 3 cos 2 cos 6 6y x x x= + - +   

Hướng dẫn:  

( )
( )

2

2

2

2sin 3 1 4sin3 cos2 +6

cos2 1
2 sin3 1 1 cos2 2 2 ,

sin3 1 0

y x x x

x
x x x do x

x

= - + +

³ -ìï= + + + + ³ " "í
+ ³ïî
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Dấu " "=  xảy ra 
sin3 1

sin 1 2
cos2 1 2

x
x x k

x
p p

= -ì
Û Û = Û = +í = -î

 

Vậy min 2 2
2

y x k
p p= Û = +  

2.5.3. Quy về một hàm số lượng giác 

Ví dụ 27: Tìm GTLN, GTNN của ( ) ( )xxxxy 8cos4cos
2
1

4cos2sin12 --+=  

Hướng dẫn: ( )xxxy 6sin4cos22sin2 -+= . Đặt [ ]( )1;12sin -Î= txt  

( ) ( )( ) ( )tftttttttty =++--=---+= 22344432122 23432 ;  

Bài toán đưa về tìm GTLN ; GTNN của hàm số ( )f t  trên [ ]1;1-     

Kết quả: max 5y = ; miny = 1 

2.5.4. Sử dụng bất đẳng thức phụ 

Ví dụ 28: Tìm  GTNN của 1 1
1 1

sin cos
y

x x
æ öæ ö= + +ç ÷ç ÷
è øè ø

 trên 0;
2
pæ ö

ç ÷
è ø

 

Hướng dẫn: Sử dụng BĐT phụ: ( )( ) ( )2

1 1 1 , 0u v uv u v+ + ³ + " > .  

0;
2

min 3 2 2
4x

y x
p

p
æ öÎç ÷
è ø

= + Û = . 

2.6. Dạng hình học 

Ví dụ 29: Cho ( )1;1;1M . Lập phương trình mặt phẳng qua M, cắt các tia 

, ,Ox Oy Oz  tại , ,A B C  sao cho tứ diện OABC  có thể tích đạt GTNN.  

Hướng dẫn: Phương trình mặt phẳng (ABC) là  1=++
c
z

b
y

a
x ; ( )aÎ)1;1;1(M  

OCOBOAVOABC ..
6
1

=
1

. .
6

a b c=
1
6

abc V= = . 

Theo Côsi: 
3

3
31

.
1

.
1

.3
111

1
abccbacba

=³++= 3 9
3

2
abc VÞ ³ Þ ³ . 

Vậy 
2
9

min =V  (đvtt) 3a b cÛ = = = .  
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CHƯƠNG 3 

THỰC NGHIỆM SƯ PHẠM 

 

3.1. Mục  !ích, nội dung, tổ chức thực nghiệm sư  phạm (TNSP) 

+ Mục  đích TNSP: kiểm nghiệm tính khả thi và hiệu quả của đề tài. 

+ Nội dung TNSP lấy từ chương 2 của luận văn  

+ Tổ  chức thực nghiệm:  

- Lớp thực nghiệm: Lớp 12 Tự nhiên 1 trường THPT chuyên Trần Phú.  

                                Sĩ số: 50. 

- Lớp đối chứng: Lớp 12 Tự nhiên 2 trường THPT chuyên Trần Phú.  

                            Sĩ số: 50. 

- Thời gian: Dạy TNSP vào 4 tiết bồi dưỡng của lớp, vào các ngày 20, 

24/10/ 2010  

- Giáo viên dạy TNSP: Nguyễn Thị Thanh Thủy 

3.2. Giáo  án thực nghiệm sư phạm (có trong luận văn) 

3.3. Kết quả thực nghiệm sư  phạm 

3.3.1.Đề kiểm tra (  45 phút ) và kết quả làm bài của HS: 

Bài 1Cho 2 20;  0;  3x y xy x y> > + + = . Tìm GTNN của Q: 4 4Q x y= +  

Bài 2 Cho 0;  0;  1x y x y> > + = .Tìm GTNN của P: 2 2

1 1
4P xy

x y xy
= + +

+  

Bài 3: Cho 
1

x y

xy

>ì
í =î

. Tìm  GTNN của A: 
2 2x y

A
x y
+

=
-

 

Bài kiểm tra này tác giả nhằm mục đích kiểm tra kĩ năng tìm 

GTLN, GTNN  của biểu thức đối xứng đối với hai biến bằng các phương 

pháp đã nêu trong giáo án. 
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Kết quả bài kiểm tra 

  

  

0

10

20

30

40

50

60

Bài 1 Bài 2 Bài 3

Thùc nghiÖm
§èi chøng

      

Biểu đồ 3.1: Kết quả số học sinh của lớp thực nghiệm và lớp đối 

chứng làm đúng từng bài  

Một số nhận xét: Đa số HS lớp thực nghiệm đều nhanh chóng tìm 

được nhiều cách giải và làm àúng, một số em ở lớp đối chứng tuy cũng 

làm được bài này nhưng cũng loay hoay một thời gian khá lâu mới tìm 

được hướng giải, các em còn lại thì sa vào biến đổi đại số phức tạp, 

không tìm được hướng giải. 

3.3.2. Kết quả đánh giá của các giáo viên, giáo sinh dự  giờ TNSP  

Chúng tôi đã biên soạn các phiếu đánh giá và phiếu hỏi để lấy ý 

kiến của giáo viên và học sinh, theo các mẫu. Kết quả được xử lý sau 

thống kê cho thấy: 

- Giờ dạy thực nghiệm đã có được không khí học tập sôi nổi, học sinh rất 

hứng thú, thi đua nhau về tốc độ phát hiện hướng giải, tích cực làm bài. 

Hiệu quả rât rõ là các em đã thực sự chắc chắn trong việc giải những 

dạng toán đã được rèn luyện. Hơn nữa, các em có sự bình tĩnh, tự tin 

đứng trước bài toán khó, có tốc độ xử lý bài toán nhanh hơn và tốt hơn. 

- Các giáo án TNSP có tính khả thi và hiệu quả. 
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KẾT LUẬN 

Luận văn có những kết quả chủ yếu sau đây: 

1. Tổng quan một số vấn đề thuộc về lí luận liên quan đến kĩ năng giải 

toán nói chung và kĩ năng tìm GTLN, GTNN của biểu thức nói riêng; 

tóm tắt những tri thức liên quan đến bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức.  

2. Từ những căn cứ lí luận, đồng thời căn cứ vào những đặc điểm về 

phong cách học tập của học sinh khá giỏi, luận văn đã xác định phương 

hướng cho giải pháp rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh thông qua 

quy trình ba bước hình thành kĩ năng giải toán nói chung, kĩ năng tìm 

GTLN, GTNN nói riêng cho học sinh và những yêu cầu đối với giáo 

viên trong việc hình thành kĩ năng giải toán cho học sinh. 

3. Đề xuất một giải pháp rèn luyện kĩ năng tìm GTLN, GTNN của biểu 

thức cho học sinh thông qua hệ thống gồm 6 dạng khác nhau, với 58 ví 

dụ có phân tích, minh họa. Việc thiết kế hệ thống theo dạng thuận lợi cho 

việc rèn luyện kĩ năng cho học sinh theo từng bài, mỗi dạng có thể có 

nhiều phương pháp giải khác nhau.  

Trong mỗi dạng, giáo viên thực hiện theo quy trình ba bước hình thành 

kĩ năng giải toán cho học sinh. 

4. Giải pháp rèn luyện kĩ năng tìm GTLN, GTNN của biểu thức cho học 

sinh đề xuất trong luận văn một phần đã được kiểm nghiệm, �ánh giá 

qua Thực nghiệm sư phạm. Tuy phạm vi thực nghiệm chưa rộng nhưng 

đã chứng tỏ được tính khả thi và hiệu quả của đề tài. 

5. Luận văn có thể là một tài liệu tham khảo bổ ích cho các đồng nghiệp 

và sinh viên khoa Toán các trường ĐHSP. 


