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Lo1 no1 dau

Nhiéu van dé ctia khoa hoc va k¥ thuat nhu bai toan chap nhan 16i c6 tng
dung trong 1y thuyét t6i wu, khoi phuc anh, phuong phap xt 1y btc xa...., c6
thée dua vé bai toan tim nghiém ctia hé phuong trinh véi toan ti don dieu hoac
tim diém bat dong ctia mot ho hitu han cac anh xa khong gian (tuong déi).

Thuat toan diém gan ké tim khong diém ctia toan tit don diéu cuc dai duge
Rockafellar [8] dé xuat vao nam 1976 va trai qua nhiéu lan cai bién. Tuy nhiéen
cic thuat toan nay noéi chung chi cho két qua hoi tu yéu. Nam 2000, M. V.
Solodov va B. F. Svaiter [11] da két hgp thuat toan diém gan ké v6i phép chiéu
don gian lén giao clia cac nita khong gian dé thu dugc két qua hoi tu manh.
Gan day, P. K. Anh va C. V. Chung [3] d& thyc hién song song héa thuat toan
chiéu-diém gan ké dé tim nghiém ctia hé phuong trinh toan t& don diéu.

Cilng dua trén y tudng lai ghép, Nakajo va Takahashi da thu duge dinh 1y
hoi tu manh cho 4nh xa khong gian tuong déi trong khong gian Hilbert va S.
Matsushita [7] da tong quéat két qua nay cho khong gian Banach. Nam 2011,
Liu [6] da cai bien thuat toan CQ ctia Qin va Su [9] dé thu duge dinh 1y hoi
tu manh cho thuat toan lap xoay vong tim diém bat dong chung ctia mot ho
hitu han cidc 4nh xa khong gidn tuong dbi trong khong gian Banach. Dén nam
2011, P. K. Anh va C. V. Chung da dé xuat phuong phap C'Q song song va chi
ra rang thuat toan nay tot hon thuat toan lap xoay vong ciia Liu ngay ca khi
chay & ché do tuan tu.

Ban luan van nay tap trung trinh bay cac thuat toan lai ghép v6i phép chiéu
dé giadi he phuong trinh véi céc toan ti don dieéu trong khong gian Hilbert va
tim diém bat dong ctia ho céc anh xa khong gian tuong doi trong khong gian
Banach.

Ngoai cac phan Mg dau, két luan va tai lieu tham khdo, luan van gom 4
chuong:

Chuong 1: "Kién thitc chuan bi" trinh bay mot s6 khai niem vé toan ti don
dieéu, hinh hoc ciia khong gian Banach va mot vai tinh chat quan trong cta

phép chiéu dung trong luan van.



Chuong 2: "Phuong phap chiéu-diém gan ké" trinh bay hai thuat toan lai
ghép giita phuong phéap chiéu va phuong phap diém gan ké trong khong gian
Hilbert, trong d6 phan 2 ctia Chuong 2 trinh bay thuat toan chiéu-diem gan ke
tim khong diém ctia toan tit don diéu cie dai (don tri hodc da tri) va cic dinh
1y hoi tu manh; phan 3 ctia Chuong 2 trinh bay thuat toan chiéu-diém gan ke
song song tim nghiém ctia hé phuong trinh toan tit don diéu va dinh ly hoi tu
manh cuia no.

Chuong 3: "Phuong phap CQ" trinh bay cac dinh 1y hoi tu manh ctia phuong
phap CQ cho mot toan tit khong gian tuwong ddi, phuong phap C'Q xoay vong
va phuong phap C'Q song song cho mot ho cac toan tit khong gian tuong doi
trong khong gian Banach. Phan 3 ctia Chuong 3 trinh bay mot ting dung ctia
phuong phap C'@Q) va mot cai bién cia C'() song song trong khong gian Hilbert.
Chuong 4: "Ap dung", ching toi 4p dung cac phuong phap song song trong
luan van dé gidi bai toan khoi phuc anh trong khong gian Hilbert va giai he
phuong trinh dai s6 tuyén tinh. Trong chuong nay ching toi cling dua ra mot
vi du s6 thyc hién trong moi truong Matlab va minh hoa hinh hoc cho phuong

phap chiéu-diém gan ké song song.

Ha noi, ngay 1 thang 12 nam 2011



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1 Mot s6 khai niém

Cho H 1a khong gian Hilbert thuyc, E 1a khong gian Banach va E* 1a d6i
ngau cua E.
1. Tap 16i: Tap C C ‘H (hoiac E) duge goi 1 16i néu C' chita moi doan thiang
noi hai diém bat ky ctia né. Tiic 1a C 16i khi va chi khi
Ve,y € C,Va € [0,1] = ax+ (1 —a)y € C.
2. Toan tit don diéw: Anh xa T : E — E* duge goi la don dieu néu

<Tx_Ty7$_y>ZO \V/I',yEE,

trong d6 ky hieu (f,z) chi tich déi ngdu. Truong hop F = E* = H ta c6 tich

vo huéng trong H.

Bé6 dé 1.1.1. Gid st S la tap cdc khong diém cia T, tic la
S={zeH|Tx=0}

Néu T la toan tii don diéu va S # O thy S la tap 1oi.

Chiing minh. V6i moi x1,x9 € S vat € (0,1) dat © =tz + (1 —t)xe. VI T 12

toan tu don diéu nén ta co

0< (Tx—Tzxy,x —x1) = (T, txy + (1 —t)zy — x1)
=1 —-t)(Tz,z9 — x7)

bt



0 < (Tx—Tzxy,x —x9) = (Tx,txy + (1 — t)x9 — X9)
=t(Tx, vy — ).

Tu diéu nay suy ra (Tw,z1 — x2) = 0. Vay Tx = 0 nghia la x € S. [
3. Toan ti ngugc-don diéu manh: T dudc goi 14 dong biic v6i hing s6 ¢ > 0

hay c-ngugc don diéu manh trén H néu
(Tz —Ty,x —y) > cl|Te = Ty|* Va,y € H.

4. Toan tit don diéu cyc dai: Toan t 7' dugce goi 1a don diéu ciie dai néu né 1a
don diéu va do thi ctia n6 khong phai 1a tap con thuc su ctia do thi clia mot
toan ti don diéu nao khac.

Toén tu J : E — E* xéac dinh bdéi

i}

J(@)={f € E" | (f,2) = ||zl = || /]

duge goi 1a anh xa déi ngdu chuan tic. Ham s6 ¢ : E x E — R cho béi

oy, ) = IylI* — 2y, J) + |||

véi moi z,y € E, trong d6 J 1a anh xa d6i ngdu chuan tic tit £ vao E*. Dai
lugng \/m goi la khoang cach suy rong trén F.
5. Anh xa khong gian va anh xa khong gian tuong déi: Cho C' la mot tap con
16i déng ctia E va T 1a 4nh xa tit C' vao chinh n6. Ky hieu F'(T) 1a tap cac diém
bat dong ctia T. Mot diém p trong C' dude goi diém bat dong tiem can cta T
néu C chita mot day {x,} hoi tu yéu t6i p sao cho nh—{Iolo(x” — Tx,) = 0. Ky
hiéu tap tat ca cac diem bat dong tiem can cia T 1a F\(T) Anh xa T duoc goi
1a khong gian néu | Tz — Tyl < ||r —y|| Va,y € C. T la anh xa khong gidn
twong déi néu F(T) = F(T) va ¢(p, Tz) < ¢(p,x) véi moi z € C va p € F(T).
Néu T 1 toan tit khong gidn trén khong gian Hilbert thi A = I — T I toan
tit don diéu, trong d6 I 1a toan t dong nhat. That vay, véi moi z,y € H ta cod

[Tz =Tyl < [z =yl



Do do

0 < [[Ax — Ayl]* = [lo = yl* = 2(x — y, Tz — Ty) + | T - Tyl|?
<2(lz—yl* = (@ —y, Tz — Ty))
= 2(Ax — Ay, z — y).

6. Khong gian Banach 10i déu: Khong gian Banach E duge goi 1a 161 déu néu
v6i moi & > 0 ton tai d(g) > 0 sao cho véi moi z,y € E,||z|| < 1,||y|| < 1 va
|z —y|| > e taluon c6 ||z + y|| < 2(1 —d(e)).

Chii g 1. C6 thé thay doi nhu sau: v6i moi z,y € E,d > 0 ton tai 6(5), [|z]| <
d, |lyll < d, [z =yl = e ta co |lz+yl| < 2d(1—6(3)).

Chii 4 2. Moi khong gian Hilbert déu 1a khong gian 16i déu. That vay, gia si
e>0,z]| <1,]ly|| <1saocho |z —y| >e. Tu bat ding thic hinh binh hanh

suy ra

e +ylI* =2 (ll=[I* + lyll*) — llo — ylI* < 4 €

Do do

|z + y]| S\/4—522<1— (1— 1_452>>.

Chai 4 8. Moi khong gian Banach 16i déu 1a khong gian phan xa, tiic la E** = E.
7. Khong gian Banach 16i chat: Khong gian Banach E dugce goi 1a 16i chit néu
véimoi z,y € B,z #y,||z|| < 1, ||yl <1taco|z+y| <2

8. Khong gian Banach tron va tron déu: Dat U = {x € F | ||z|| = 1} 1a hinh
cau don vi ctia E. Khi d6 khong gian Banach E dudc goi 1a tron néu giéi han

tyll —
et iyl o]
t—0 t

ton tai v6i mdi z,y € U. E dude goi 1a tron déu néu gisi han trén déu véi moi
z,y € U. Néu E la tron déu thi J lién tuc chuan-chuan déu trén mdi tap con
bi chan cua E.

9. Tinh chat Kadec-Klee: Khong gian Banach E c6 tinh chat Kadec-Klee néu

Ty — x va ||z, || — ||z|| thi z, — = khi n — oo.

B6 dé 1.1.2. Moi khong gian Banach 10i déu déu cé tinh chit Kadec-Klee.



1.2 Phép chiéu trong khong gian Hilbert

Dinh nghia 1.2.1. Cho A la mot tap khdc rong (khong nhat thiét 16i) cia H
va diém x € H. Dat
d = inf ||y — z||.
a(x) = Inf [ly — ]
Ta néi da(x) la khodng cach tu x dén A. Néu ton tai m € A sao cho da(x) =

|7 — || thi ta néi w la hinh chiéu vudng goc cia x lén A. Ky hiéu la 7 = Py(z).

Sau day 1a mot s6 tinh chat quan trong ctia phép chiéu triyc giao ma ching

ta sé st dung trong Chuong 2, 3 va 4.

B6 dé 1.2.1. Cho A la mot tap loi, déng, khdc rong cia H. Khi dé vdi moi
x,y € H va z € A, cdc tinh chat sau ding:

(x — Pa(x),z — Pa(x)) <0;

1Pa(x) = Pa)|I* < lle = yll* = [ Pa(@) — 2 +y — Pal)|*

B6 dé 1.2.2. Cho A la mot tap con loi, déng, khdc rong cia H. Khi dé vdi

moi x € H hinh chiéu Py(z) cia x trén A luon ton tai va duy nhat.

Cho sieu phang H = {z € H | {a,2) = b} ctia H. Khi d6 hinh chiéu cia
diém x € H bat ky len H 1a

Pulz) =z — @L’I—Ma
laf®



Chuong 2
Phuong phap chiéu-diem gan ke

Trong chuong nay ching ta sé dé cap dén mot cai tién ciia phuong phap diem
gan ké co dién giai bai toan tim khong diém ciia toan tit don diéu cuc dai trong
khong gian Hilbert vo han chiéu. Thuat toan mdi thu duge bang cach lai ghép
phuong phap diém gan ké va phuong phap chiéu. Trong thuat toan nay, ching
ta van giit lai nhitng wu diém clia phuong phap diém gan ké trong khi khong
méat nhiéu chi phi tinh toan trong budc chiéu. Dic biét, dya vao tinh chat cla
toan tt don diéu cyc dai va tinh chat ctia phép chiéu, thuat toan sé cho ching

ta két qua hoi tu manh dén mot nghiém ctia bai toan.

2.1 Gi6i thiéu
Xét bai toan

tim o € ‘H sao cho 0 € T'(x), (2.1)
trong d6 H 1a khong gian Hilbert va T'(+) 1a mot toan tit don diéu cuc dai (n6i

chung la toan ti da tri) trén H. Ky hiéu tap nghiém ctia bai toan nay la
S:={reH|0eT(x)}.

1. Phuong phdp diém gan ké: Gia sit da c6 ¥ € H 1a mot xap xi t6i nghiem
ctia bai toadn (2.1), diém lap tiép theo thu duge tit viéc giai bai toan phu gan

ke
0 T(x) + pp(z — ), (2.2)

trong do6 gy, > 0 14 tham s6 hiéu chinh.



Néu day tham s6 hieéu chinh {u} duge chon bi chin thi day lap {2%} cla
phuong phap diém gan ké hoi tu yéu t6i mot nghiém ciia bai toan (2.1) (gia
thiét bai toan (2.1) ¢6 nghiem). O. Giiler [4] da dua ra vi du mot ham f-1oi
thuc su trong khong gian Hilbert vo han chiéu {2, thuat toan diém gan ké cho
T = Of hoi tu yéu nhung khong hoi tu manh.

2. Viec giai chinh x4c bai toan phu gan ké (2.2) néi chung khé thyc hien. Vi
vay trong thuc té bai toan (2.2) chi can gidi gan dung, nghia 1a tim mot cip
y* € H vav* € T(y") sao cho

eF =P+ (yt — ), (2.3)

trong d6 ¥ 1a sai 86 trén nghiém chinh x4c ctia bai toan con (2.2).
Trong phuong phdp diém gan ké gan ding thuan tiy, diém lap tiép theo
dugce xac dinh tit cong thiic

Cac dieu kien ddm béo cac phép lap (2.3) hoi tu la

oo
Ie¥) < oppn, Y ow < o0,
k=0

hoac

o0
4] < amlly — 2l S o < oo.
k=0

Diéu kien dau tien sé ddm bao sy hoi tu toan cuc, trong khi dieu kién thit hai
(ctuing v6i gid thiét nao d6) sé cho tdc do hoi tu tuyén tinh dia phuong. Cha ¥
rang, day kha tong {0} néi chung 1a duge chon trudc.

Trong diéu kién thit hai, sai s6 cho phép o, théa man

l<*]

00
_ SO‘k O < 00.
= <7 2

Trong moi trudng hop o, — 0, nén céac diéu kién dit 1én sai s6 €¥ 1a qua chiit.
Néu {0} la day hang khac khong thi sy hoi tu ctia day lap gan ké gan dung
khong duge dam bao, tham chi ca trong truong hop hitu han chiéu.

3. Dé khic phuc nhitng khé khin trong danh gia sai s6 ciia thuat toan diém

gan ké gan dang thuan tay, ching ta sé phai cai tién phuong phap nay theo
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huéng ¢ dinh sai s6 cho phép o. Néi cach khac la ching ta chap nhan y* € H
va vF € T(y*) 1a mot nghiem ctia (2.3) néu mot trong hai didu kién sau ding:

“Il “Il

E E
pallyF — 7] o] =

trong d6 o € [0, 1). Duéi diéu kién nay, siéu phang

< o hoic

Hy:={z e H | ("2 —¢*) =0}
tach chat diem lap 2* khéi tap nghiem S (gia thiét S khac rong). Ching ta
thu ducge mot thuat todn lai ghép chiéu-diém gan ké sau day:
Thuat toan 2.1.1. ([10]) Chon gid tri ban dau tuy i 2° € H va o € [0,1).
Gid st da c6 2, chon p, > 0 va
tim y* € H sao cho &F = " + . (yF — 2F), o e T(yF),
trong do
¥ < o max{[|v*||, puelly* — 2*[|}.
Diing néu v* = 0 hodgc y* = x*. Néu khong, zay dung siéu phang

Hy={zeH| @ z—y") =0}

= Py ().

Trong phuong an cai tién nay, ching ta giit lai tat ca cac vu diem vé hoi tu
clia phuong phap diém gan ké trong khi sai s6 cho phép ¢ dude ¢ dinh. Dic
biet, phép chiéu x* lén sieu phing Hj c6 thé duge viét dusi dang cong thiic
tuong minh, bdi vay né khong can thém nhiéu chi phi tinh toan. Tuy nhién,
phuong phép lai ghép nay ciing chi sinh ra day {z*} hoi tu yéu dén nghiém
cia bai toan (2.1).

Dinh nghia 2.1.1. Chox € H,u > 0 va o € [0,1). Cap (y,v) € H x H dugc
goi la nghiém gan ding vdi sai s6 cho phép o clia 0 € T(+) + u(- — x) néu
veT(y),

v+ ply —a) = ¢,
vi el < omax{|lvll, ully — |}

11



Meénh dé 2.1.1. Cho x € H,u > 0,0 € [0,1) va gid si ring (y,v) la mot
nghiém gan ding cia 0 € T(-) + u(- — ) vdi sai s6 cho phép o. Khi dé
(x —y,0) > (1 = o) max{pllz —y|* [o]*/u} > (1 = o)|v]lz —yll. (24)
Dat
H:={zeH| (z—y,v) <0}

Bén khang dinh sau la tuong duong

x € H,;
Yy =
v =0;

x la mot nghiém cia bai todn (2.1).

Hon nia,
1P () — 2| = (1 — o) max{||lz —y||. lo]|/u}- (2.5)

2.2 Su hoi tu manh cta phuong phap chiéu-diém

gan ké

2.2.1 Thuat toan chiéu-diém gan ké
Thuat toan 2.2.1. ([11]) Cho 2° € H la xdp xi ban dau bat ky va o € [0,1).
Gid st tai budce lap thi k ching ta da co x*.
Budc 1: Chon py > 0, tim (y*,v%) la mot nghiém gan ding cia bai todn
0€ T(z)+ px(z — ")
vdi sai so cho phép o.
Budc 2 (Budc chiéu): Xac dinh
Hy={zeH | (x—y" ") <0},
va
We={2€H| (z—2" 2" 2" <0)}.
Tinh

xk—kl — PHkﬁWk (IO) )

12



2.2.2 Dinh ly hoi tu

Ching ta sé chi ra mot s6 tinh chat ctia Thuat toan 2.2.1 ma khong can gia
thiét bai toan c¢6 nghiem. Gia st 2*, y*, v* k = 0,1, ... la nhing dai lugng sinh
bdéi Thuat toan 2.2.1.

Meénh dé 2.2.1. Gid st Thudt todn 2.2.1 ding dén k+ 1. Khi dé cdc bt ding

thiic sau diung

25 = 2% > [|l2* — 2O + [la™ = 2|7, (2.6)

254 = 2*] = (1 = o) max{|ly* — 2"[|, [[*]|/}- (2.7)

Hé qua 2.2.1. Gid st day tham sé hiéu chinh {u} bi chan va Thudt todn
2.2.1 sinh ra day vo han {x*}. Khi dé mot trong hai khdang dinh sau diing
(i) Day {2*} bi chan va cdc diém tu yéu cia né ndm trong S # 0;

(i) S =0 va lim |2%|| = co.
k—o0

Tiép theo ching ta sé chiing minh syt hoi tu manh ctia {a:k} dén nghiém clia
phuong trinh trong truong hop S # (). Sau d6 ching ta sé chi ra tinh chat cia
day {z*} trong truong hop phuong trinh vo nghiém.

Truong hop 1. S # (. Cho 2° 1a gia tri ban dau bat ky. Dat

U’y ={zeH|VzeS, (z—x,2°—x)<0}.

Ching ta sé chi ra tap H; N W}, luon chita tap nghiem S va vi thé né khéc

rong. Hon nita, chiing ta cfing sé ching té day {z*} nam trong U(z?).

Meénh dé 2.2.2. Gid st Thudt todn 2.2.1 thuc hién duoc dén budc k va z* €
U(z°). Khi dé nhimg khang dinh sau day ding:
(i) S C H,.NWy;

(ii) 2% hoan toan zdc dinh va x*™ € U(2).

Hé qua 2.2.2. Thudt toan 2.2.1 hoan toan xdc dinh va sinh ra cac day lap
{2*}, {y*} va {v*} sao cho x* € U(2"), S C HyN'W}, vdi moi k. Hon nita, néu

déy py, bi chan tren thy {x*} bj chan va cdc diém tu yéu cia né nam trong S.

13



Dinh 1y 2.2.1. Gid st day {2*} dugc sinh ra ti Thudt todn 2.2.1 va day tham
s0 hieu chinh {ux} bi chan. Khi dé day {z*} hoi tu manh téi x* = Ps(z2°).

Truong hgp S = 0. Trong trudng hop nay day {z*} vAn xac dinh v6i moi k va
phan ky.

Dinh ly 2.2.2. Néu S = () thi Thudt todn 2.2.1 sinh ra mot day vo han {z*}.

Néu théem dieu kién day tham so hiéu chinh {u} bi chan thi klim |2*|| = .
—00

2.3 Phuong phap chiéu-diém gan ké song song
Xét hé phuong trinh toan tu
Ax)=0, i=1,..., N, (2.8)

trong d6 H la khong gian Hilbert va A; : H — H la cac toan ti don diéu cyc
dai.

Thuat toan 2.3.1. ([3]) Chon gid tri ban dau bat ky xg € H, g > 0 va
o €(0,1). Gid st tai lan ldp thi k, da cé xy:
Budc 1: Tim nghiém (dong thoi) yi. € H clia phuong trinh

Ai(yr) + pi(yp — ) + €, =0, i=1,...,N, (2.9)

trong dé pi, € (0, 11), [le3]l < o max{[|Ai(yi) |, millwe — yill}-
Budc 2: Xdac dinh (dong thoi) cdc hinh chiéu cia xy lén cdc nita khong gian

Hy = {z € H | (z =y, Ai(yp)) < 0}
va tim chi s6 toi vu g, (1 < jr, < N) sao cho

[l = Py (i) || = max {{ly — Py ()]}

Budc 3: Dat
Tyl = PHZkﬂWk (1’0), (210)
trong do Wy, ={z € H | (z — x, 0 — x1) < 0}.

Néu xj41 = 3, thi dung qud trinh ldp.

14



Bé6 dé 2.3.1. Néu Thuat todn 2.3.1 két thic tai bude lap hitu han k + 1 thi x

la mot nghiém cia hé (2.8).

Trong phan tiép theo ta gid sit rang Thuat toan 2.3.1 sinh ra day lip vo han
{z;}. Tuong tu trong phan 2.2, dat

Ulxg) ={zeH|Vze S (z —x,x9g —x) <0} (2.11)

R6 rang xg € U(xo).
Bo dé 2.3.2. Gid st tai budc lip thit k ta cé x), € U(xg). Khi do,

N ,

(%) S C (n Hi) NW. C Hljck ka,'

i=1
(17) xpy1 duge zdc dinh va xpy € U(xg);
(7i1) ||zry1 — wol| < ||Ps(zo) — xol| vdi moi k € N va do dé {x} bi chan.

B6 dé 2.3.3. Gid st Thudt todn 2.3.1 ding dén k + 1. Khi dé ta co

ks = 2oll® 2 e = ol + lwss — el (2.12)
ks —axll > (1= 0) max {lgi — ol |AGDI/m}. (213)

Dinh 1y 2.3.1. Gid su {x}} la day vo han sinh bdi Thuat todan 2.3.1. Khi do

lim zj, = Ps(x). (2.14)

k—o00
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Chuong 3

Phuong phap CQ

Nhu chung ta da biét néu 7' 1a anh xa khong gian thi I — T 13 toan tit don diéu
(nguge don digu manh). Vi vay bai toan tim diém bat dong clia toan tit khong
gidn tuong duong v6i bai toan tim khong diém ctia toan tit don diéu. St dung
phuong phéap lai ghép ching ta sé thu dugc cac dinh 1y hoi tu manh cta anh
xa khong gidn (tuong doi). Trong chuong nay ching ta sé trinh bay thuat toan
hoi tu manh cho anh xa khong gian tuong doéi va ho cac anh xa khong gian

(tuong ddi) trong khong gian Banach va mot cai bien cho khong gian Hilbert.

3.1 Cac bo dé quan trong

Cho E la khong gian Banach thuc véi chuan || - || va E* 1a khong gian dbi
ngau ctia E. Ky hiéu (-,-) 1a tich déi ngdu. Véi moi f € E* va x € E ta c¢6
(z, f) = f(x). Goi J la 4nh xa ddi ngdu chuan tic tit £ dén E* dugce dinh
nghia bdi

Jx) ={f € E" | {x, f) = || = |/}
v6l moi x € FE.

Ham s6 ¢ : E x E — R dudc dinh nghia béi

oy, @) = llyll* = 2{y, Jz) + ||

v6i moi x,y € F. Tu dinh nghia dé dang suy ra

(lyll = ll=1D)* < ¢y, ) < (lyll + =])*. (3.1)



Sau day la cac két qua bd trg phuc vu cho viéc ching minh su hoi tu ctia cac
thuat toan C'Q).
B6 dé 3.1.1. Cho E la khong gian Banach tron va loi deu, {y,}, {z.} la hai
day cia E. Néu ¢(yn, 2n) — 0 va néu {y,} hodc {z,} bi chan thi y, — 2, — 0.
Goi C 1a tap con loi, déng va khac rong cia E. Gia st E 1a khong gian

Banach phan xa, 16i chit va tron. Khi d6, v6i moi € E ton tai diem z* € C
sao cho

o(x", x) = min 6(y, 7).

yelC

Anh xa Po : E — C dinh nghia béi Po(x) = ¥ dude goi 1a phép chiéu tdng
quat.
B6 dé 3.1.2. Cho C la tap con 107 dong khdc mong ciia khong gian Banach tron
E vaz € E. Khi dé x* = Po(x) néu va chi néu

(x" —y, Jo — Jx*) >0
vdi mor y € C.

B6 dé 3.1.3. Cho C la tap con loi déng khdc rong ciia khong gian Banach
phan za, 10i chat va tron E va cho x € E. Khi dé

oy, Fo(x)) + ¢(Fo(x),z) < ¢(y, v)

vdi moi y € C.

Bé6 dé 3.1.4. Cho E la khong gian Banach 1oi chat va tron, C la tap con 10i
dong cia E va T la dnh za khong gian tuong doi tw C' vao chinh né. Khi dé
F(T) 161 va déng.

3.2 Mot s6 thuat toan C(Q trong khéng gian Banach

Cho F 1a khong gian Banach tron déu va 16i déu, C 1a tap con 16i déng khac
rong ctia E, T 1a anh xa khong gidn tuong ddi tit C' vao chinh né. Gia st tap
cac diém bat dong F(T) ctia T 1a khac rdng.

Stt dung phuong phap lai ghép ta thu duge dinh 1y hoi tu manh ctia anh xa

khong gian tuong doi trong khong gian Banach sau day:
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Dinh ly 3.2.1. ([7]) Cho {ax} la day so thuc sao cho 0 < oy < 1 wdi moi
k>0 va klim ar < 1. Gid st {xy} la day sinh bdi thuat toan (CQ)
—00

p
xo € C,

Y = J_1<Oékjdfk + (1 — Ozk)JTZL'k),
Qr={z€C| (zvx — 2z, Jrg — Jap) > 0},

Z\

( TR+l = FPeyno, (o), k=0,1,2,...

trong dé J la anh za doi ngau tren E. Khi dé {xy} hoi tu manh tdi Ppr(z),
trong dé Prry la phép chiéu tong qudt tw C len F(T).

Cung dya trén y tudéng ctia phuong phap lai ghép, nam 2007, Qin and Su

9] da deé cap dén mot thuat toan cho 4nh xa khong gian tuong do6i trong khong

gian Banach nhu sau:
Dinh ly 3.2.2. Cho day {ax} € (0,1) sao cho klim ar = 0. Gid st {x} la day
—00

sinh bdi thudt toan sau

p
x9 € C,

Y = J_1<Oékjl'0 + (1 — Otk)JTZL'k>,
9 Ck = {Z eC | ¢(Zvyk) < ak¢(27$0) + (1 - ak)gb(’Z?xk)}?
Qr={z€C| (Jrg— Jag,xp — z) > 0},

Th+1 = Pckak (ZL’()), k= 0, 1, 2, ce

\

Khi d6 day {xy} hoi tu dén Ppr)(xo).

Dinh 1y 3.2.2 13 truong hop riéng ctia Dinh 1y 3.2.3 vé su hoi tu ctia thuat
toan C'(Q xoay vong tim diém bat dong clia ho cac 4nh xa khong gian tuong
déi sé duge chitng minh dudi day.

Cho T4, T, ..., Tx 1a ho cac anh xa khong gian tuong déi tit C' vao chinh né
va F(T;) 1a tap cic diém bat dong ctia T; (i = 1,2,..., N). Dat F = F{] F(T;).

=1
Gia st F # (), ta c6 dinh ly sau day
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Dinh 1y 3.2.3. ([6]) Gid st T; lién tuc deu véi moii=1,2,...,N. Cho {x;}
la day sinh boi

(
Tg € C,

yp = J HowJwg + (1 — o) JTiwgee), Ty = Th(modn),

1 Ce={2z€C | oz, ur) < ard(z,20) + (1 — o) (2, zp) },

Qk:{zeC | <£Ek—Z,JJZO—JLEk>ZO},

\xk—&-l = PCkﬂQk (ZL'())

Gia st {ax} la day trong (0,1) sao cho lim o = 0. Khi dé day {xy} hoi tu

. k—o0
manh dén Pr(zg).

Chii g. Truong hgp N = 1, thuat toan lap xoay vong cuia Liu trung véi thuat
toan ctua Qin-Su.

R6 rang, thuat toan C'Q xoay vong duge thie hien mat cach tuan tu, do
d6 néu N 16n thi chi phi tinh toan sé rat l6n. Va thuat toin khong hiéu qua
trén b6 may tinh. Trong truong hop N 16n, st dung b6 may tinh ching ta co
phuong phap C'(Q song song sau day:

Dinh 1y 3.2.4. ([2]) Gid st {xk} la day sinh boi thudt

(

Tg € C,
Y. = J N anJzo + (1 — ) JTyy) Vi=1,2,...N,

ir, := argmax{|ly, — @/},
4 i=1,2,...N
Cr={2€C | ¢(z,y") < (2, 0) + (1 — a)p(z, z1) },

Qr=1z¢€ | (& — 2, Jog — Jxy) > 0},

[ Thk+1 = PCkak(xO)'
Gid st {ag} la day trong khodng (0,1) va klim ar = 0. Khi do day {zr} hoan
—00
toan wdc dinh va xy, hoi tu manh dén Prp(xg) € F khi k — oo.
Nhan xét. Trong thuat toan cua Liu, tap C} phai xay dung cho moi .
Trong thuat todn song song ta chi can tim tap Cy cho y! cach xa x) nhat. Hon

nita, viéc tinh y! c6 thé thuc hien dong thoi tren N bo xti ly.
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3.3 Mot s6 thuat toan C'(Q trong khong gian Hilbert

Trong phan nay ching ta sé trinh bay mot s6 két qua ctia phuong phap CQ
khi ap dung trong khéng gian Hilbert.
Cho C' 1a mot tap con 10i déng va khac rong clia khong gian Hilbert .

Trong truong hgp nay ta co

o(@,y) = llz —yl*,

dnh xa J = I (4nh xa dong nhat) v phép chiéu tong quat chinh la phép chiéu

tryc giao. Hon thé nita, ta con co

1Pe(x) = Pe@)lI* < o = yll* = [(Pe(z) — 2) = (Pe(y) —»)lI* < o -y

Ap dung Dinh ly 3.2.1 cho anh xa khong gidn trong khong gian Hilbert ching
ta thu dugc két qua hoi tu manh ctia 4nh xa khong gian trong khong gian

Hilbert.

Dinh ly 3.3.1. Cho T la mot dnh xa khong gian tw C vao chinh no va F(T)
khac rong. Gid st rang {x,} la day sinh bdi

;

xg € C

yr = ogry, + (1 — o) Ty,

10 ={z€C | llz=ull < llz =},
Qr={z€C| (zvy — 2,29 — x) > 0},

\ajk—ﬁ—l = Pckak<I0),k‘ = 0, 1,2, ey

trong dé day {ay} C [0,a) vdi a € [0,1). Khi d6 {xy} hoi tu manh dén
PF(T)<x0)

Cho T;(i = 1,2,...,N) 1a ho céc anh xa khong gian tit C' v chinh né va
gid st F' = Ff] F(T;) khac rong. Ching ta xét mot cai tién ctia thuat toan C'Q
song song tzrzlng khong gian Hilbert H ma trong d6 cac tap con C, va @, la
cac nita khong gian ctia H. Khi d6 z,41 = Pe,no, (7o) c6 thé tinh duge tusng

minh.
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Thuat toan 3.3.1. ([2]) Cho zy € C la gid tri ban dau bat ky va day {a,} C
(0,1). Vdin=0,1,2, ...

e Dat
2 = Poxy.
o Tinh
yi = apzo+ (1 — )Tz, i=1,2,...,N.
o Tim
iy := argmaxc{ly; — zil}.

o Xac dinh

Cr={z e H |z = 4II” < anllz —wol® + (1 — )|z — ]},

Qr={z€H | (vo— xp,x — 2) > 0}.
o Tinh

Trt1 = Poyng, (o)

Trong Thuat toan nay ching ta da cai tién dé Cy va Qj 1a cac nia khong
gian hogc tring v6i H vi vay nén x5, = Po,no, (7o) c6 thé khong thuoe C.
Do d6 dé budc tinh yi c6 nghia thi budc dat z; = Po(zy) 14 can thiét. Trong
truong hop C' = H thi zp = x;.

Vi C}, va Qy, 1a cac ntta khong gian nén néu Cy, N Qy, khac rdng thi ching ta
c6 mot cong thite hién tinh Pe,ng, (7o) tuong tu trong Thuat toan 2.2.1. Dinh

Iy sau day cho ching ta két qua hoi tu ctia day {z;} trong Thuat toan 3.3.1

Dinh 1y 3.3.2. Gia si {xy} la day sinh bdi Thuat toan 3.3.1,T; (i =1,2,...,N)

lién tuc va klim ap = 0. Khi d6 x;, hoi tu manh dén Pr(xq) khi k — 0.
—00

Trong tai liéu [2], cac tac gid da thit nghiém Thuat toan C'Q) xoay vong cta
Liu v& Thuat toan C'Q song song dé tim diém bat dong ciia hai toan tit tich
phan phi tuyén trong khong gian Hilbert H = L?[0, 1].

Tinh toan cho thay, ngay 6 ché do tuan tu, tic 1a chi st dung mot bo xtt 1y
thuat toan C'Q) song song ciing hiéu qua hon thuat toan C'Q) xoay vong. Con
& ché do chay song song véi hai bo xit 1y, dé dat ciing mot do chinh xac thuat

toan C'(Q song song tén it thoi gian hon han thuat toan C'Q xoay vong.
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Chuong 4

Ap dung

4.1 Bai toan khoi phuc anh
Bai toan. Tim vector x € H, biét cic hudng quan sat v; € H va hinh chiéu
(x,v;) = s, i=1,2,...,n.
Goi P;(x) 1a phép chiéu trie giao clia x 1én siéu phang
H ={{eH| (&v) =} i=1,2,...,n.

Ta co

<$,Ui> — My
P(x) =2 — ————u,.
vl

Do do6 P; la anh xa khong gian.
Diat A; = I — P;, trong d6 I 1 toan ti dong nhat. Khi d6 ta c6 A; 14 toan
tlt nguge don diéu manh.
4.1.1 Phuong phap chiéu-diém gan ké song song
Bai toan khoi phuc anh phat biéu lai thanh bai toan giai hé phuong trinh
vlOi toan tu don diéu
Ai(x)=0 i=12,....n (4.1)

Ap dung Thuat toan chiéu - diém gan ké song song dé giai hé phuong trinh
(4.1). Cho trude zo € H va uj > 0.



Bude 1. Gia st tai bude lap tht & > 0 ta da ¢6 2. Tim yj, € H thoéa man
phuong trinh

Al + b — o) =0 i=1,2,....n,

hay .
<ylavi> — M i/ i )
W“F“%(yk_%):o 1=1,2,...,n.
Ta co
yi =z — <xk7’0i'> — My v
’ (1 + ) [[ui]2

Budc 2. Tim chi s6 t6i wu i
Hy = {z e R" | (z =y}, Ai(y;)) < 0}
= {z €R" | (z — yj, 2 — y;.) <0}

P (Th,vi) = .
Suy ra Pyi(xy) = y;, va ||z, — Pyi(2p)|| = 77— va vi vay ta co
i ’ i (1 + page) il
ix = argmax {—<xk’ vi) — }
i=12,.n L (14 ) [l

Buéce 3. Tinh xp,q. Dat
Wi={z€eH | (z—x, 19— 1) <0}

Ta c6 , )
L4 ) (Wi, o) — iy, ) — M
PH%(JJO) :xo—( i) {0 o) i L ; i Uiy,
k (L + ) [lvi, |

Néu PH;’“ (ZL’()) e Wy, tic la

(1 + M?)(’Uik, fCo> - M;f <Uik7 l’k> — My, <
(1 + ) vi |2

lwo — w]l* < Uiys L0 — Tf)
thi
Tpy1 = PH;k (xo).
Néu khong thi 2,1 duge xac dinh nhu sau
Ty = PH;kak (20) = 20 + M Ay, (yF) + Na(wo — wp),
trong d6 A, Ay thoa man hé phuong trinh
M As ()17 + Ao Aiy (1), w0 — k) = — (w0 = 43, As (43)),

(A (i), o — i) + Aellwg — @il|* = —lzo — z4]”
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4.1.2 Thit nghiém sb

Xét hé phuong trinh (x,v;) = u;, trong do
1

H:LQ[()?]-]? Ui:tia MZ:H—Q 1=1,2,3,4,

va nghiém chinh xéc clia bai todn nay la z*(t) = t.
Tinh toan thuc hién ¢ ché do tuan tu véi zop = 10* x ¢ va ui = 1 v6i moi
i, k, sai s6 €}, dugc tinh theo cong thiic
1

5% = ||xp — :1c*||2 = / (xg — t)zdt.
0

Béang 4.1: Thuat toan chiéu-diém gan ké song song
S6 lan lap (k) 1 10 30 40
Sai 80 (gx) | 2.89 x 10® | 5.6376 | 5.36 x 107¢ | 5.25 x 107?

4.2 Giai hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh

Xét hé phuong trinh
Axr = b,

trong d6 A la ma tran thuyc kich thuée m x n va b la vecto trong khong gian
R™.
Dat al = (a;,...,a;,) 1a vector hang thit 4 clia ma tran A. Viét lai he

phuong trinh trén dudi dang

(4.2)
a; = (aﬂ, e ,am)T, xr e Rn, b; € R.

Goi P;(z) 1a phép chiéu trie giao ctia o lén siéu phang
H;={z€R" | alz=1b} i=1,...,m.

Ta co

CLT

Pe) = o — SE

— 5 a;.
lasl|>
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bat A, = I — P,. Tuong tu Bai toan khoi phuc anh, ta ¢6 P; 1a anh xa khong
gian va A; l1a toan tit nguge don diéu manh. Bai toan gidi hé phuong trinh (4.2)

tuong duong véi bai toan giai hé phuong trinh véi toan ti don diéu

Ai(z) =0 i=1,...,m.

4.2.1 Phuong phap chiéu-diém gan ké song song

Day la Bai toan khoi phuc anh véi H = R”, v; = a; vd pu; = b;. Ap dung
Thuat toan chiéu - diem gan ké song song ta thu dugc thuat toan giai hé phuong
trinh (4.2) sau day

Cho trude zp € R™ va pf > 0 va tai lan lap thi £ > 0 ta da c6 xy.

e Tinh (dong thoi)

) <$I€7 ai> - bl
yZ =Xk — 7 a; 2 1’ ,m (43)
'“ (L ) il
e Dat
7 <ajk‘7 ai> - bl
O-/C = VR ENTIT
(L + p) [l |
Tim
i), = argmax {JZ} ,
i=1,2,...,n
e Tinh
P (20) = 20 — (1+ Mzk)<aik’x0> — F‘Zk@k,l’k) — b, ‘
1 P— Z /Lk:‘
B (1 + ) @i, |2
Néu
2o — 21]]* < (1 + pyf){ai,, o) - 1k (ag,, w1 — b, T
) (1 1) g |
thi

Tt = Ppin ().
Néu khong thi tim A\; v& Ay thoéa man hé phuong trinh
Al Ai, (WP A+ XA (), w0 — @) = —(mo — ¥, Ai (1)),
M (A (UE), 0 — ) + Aallwo — mll? = — [l — 2|
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va tinh
Th41 = To + )\1Az’k(y/if) + Aa(z0 — @)
Y nghia hinh hoc

e Ta co

Ai(yp) + pi(y, — ) =0
&y — Piyy) + pi(yp —x) =0
< (14 )y = Pi(yp) + e

1 N
<:> i — - P’L ¢ - . 44
(I 1+ 4 (yp.) + 1—1—%% (4.4)

Do ¢ > 0 nén phuong trinh (4.4) cho thiy ring y. nim trong doan thang
[z, Pi(y;)]. Hon nita, tit (4.4) va (4.3) ta thu duge

Pi(yp) = Pi(xy).
Nhu vay, cac diém y¢ nim trong doan thang [z, Pi(z1)].
e Xét cac siéu phang
Hy ={z € R" | (z — yp, 2 — ) = 0}

(1 + p)llail?, 5 -
=<qzeR"| (z,a;) = T —Yp) ¢ -

Diéu nay cho thay H,' song song véi H;.

o Xét cac siéu phang
W, ={2€R" | (z — xx,x0 — x1) = 0}
={zeR" | (2,20 — xx) = (Tg, x0 — Tk) }.
Vay W] 1a siéu phang di qua diém x;, vh vuong goc véi vector zg — xy.
e Minh hoa hinh hoc trong truong hop n = 2,m = 3 va pi, = 1 v6i moi k,i
va gia su hé phuong trinh c¢6 nghiém. Trong truong hgp nay, H; la cac duong

thang va v6i pi = 1 thi y! 1a trung diém ctia doan thang [y, P;(zx)] (v6i moi
ki),
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Hinh 4.1: Minh hoa hinh hoc thuat toan chiéu-diém gan ké song song

4.2.2 Phuong phap C'() song song

Ap dung Thuat toan CQ song song gidi hé phuong trinh (4.2) nhu sau
Cho xo € R™ va day {ax} C (0,1). Gia st tai lan lap tht & > 0 ta da ¢ .
e Tinh (dong thoi)

, aiTxk —b;
Y = o + (1 — ag) (xk — —al-) .

a2
e Tim
ir = argmax{ ||y, — |}

o Tim xpq:

(

Tk néu x € C,

Tr1 = § Po, (o) néu Pe, (z9) € Q,

zo + M (xp — P (xr)) + A2(z9 — x) céc truong hop con lai,

\

trong d6 A1, A2 1a nghiém ciia hé phuong trinh (4.3) va

<:B0,.’I}k — Pik (xk)> — :uk( )

EREACIE = Bi(zn))-

Pck(fBo) = Ty —
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Két luan

Luan van da trinh bay lai mot cach hé thong cac thuat toan hoi tu manh

giai phuong trinh, hé phuong trinh toan t& don diéu va tim diém bat dong ciia

ho hitu han cac 4nh xa khong gian tuong doéi trong khong gian Hilbert dya trén

phuong phap lai ghép gitta thuat toan diém gan ké véi phép chiéu len giao ciia

cac tap 10i hoac cac nita khong gian.

Luan van da dé cap dén cac van dé sau:

1.

He thong lai mot sé phuong phép diém gan ké va cac cai bién ctia né
trong khong gian Hilbert. Khai niém nghiém gan dtng véi sai s6 cho phép

va mot s tinh chat quan trong;

Trinh bay thuat toan chiéu-diem gan ké dé tim khong diém clia toan ti
don diéu cuc dai va dinh 1y hoi tu manh dén mot diém trong tap cac

khong diém:;

Trinh bay céc thuat toan song song chiéu-diém gan ké va C'(Q tuong ing
dé gidi hée phuong trinh véi toan tit don diéu va tim diém bat dong cla

ho cac anh xa khong gian tuong doéi trong khong gian Hilbert va Banach;

Trinh bay cac dinh 1y hoi tu manh cho cac toan tit khong gian tuong doi
trong khong gian Banach va dinh 1y hoi tu manh ctia phuong phap C'Q
xoay vong va C'() song song cho ho hitu han céc anh xa khong gian tuong

déi trong khong gian Banach;

Ap dung thuat toan chiéu-diém gan ké song song cho bai toan khoi phuc
anh trong khong gian Hilbert va mot vi du s6 minh hoa cho su hoi tu ciia

thuat toan nays;

Ap dung thuat toan chiéu-diém gan ké song song va phuong phap CQ
song song dé gidi hé phuong trinh véi s6 an va s6 phuong trinh khong
nhat thiét bang nhau. Minh hoa hinh hoc cho thuat toan chiéu-diém gan

ké song song trong R
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