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Lời nói đầu

Nhiều vấn đề của khoa học và kỹ thuật như bài toán chấp nhận lồi có ứng

dụng trong lý thuyết tối ưu, khôi phục ảnh, phương pháp xử lý bức xạ,..., có

thể đưa về bài toán tìm nghiệm của hệ phương trình với toán tử đơn điệu hoặc

tìm điểm bất động của một họ hữu hạn các ánh xạ không giãn (tương đối).

Thuật toán điểm gần kề tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại được

Rockafellar [8] đề xuất vào năm 1976 và trải qua nhiều lần cải biên. Tuy nhiên

các thuật toán này nói chung chỉ cho kết quả hội tụ yếu. Năm 2000, M. V.

Solodov và B. F. Svaiter [11] đã kết hợp thuật toán điểm gần kề với phép chiếu

đơn giản lên giao của các nửa không gian để thu được kết quả hội tụ mạnh.

Gần đây, P. K. Anh và C. V. Chung [3] đã thực hiện song song hóa thuật toán

chiếu-điểm gần kề để tìm nghiệm của hệ phương trình toán tử đơn điệu.

Cũng dựa trên ý tưởng lai ghép, Nakajo và Takahashi đã thu được định lý

hội tụ mạnh cho ánh xạ không giãn tương đối trong không gian Hilbert và S.

Matsushita [7] đã tổng quát kết quả này cho không gian Banach. Năm 2011,

Liu [6] đã cải biên thuật toán CQ của Qin và Su [9] để thu được định lý hội

tụ mạnh cho thuật toán lặp xoay vòng tìm điểm bất động chung của một họ

hữu hạn các ánh xạ không giãn tương đối trong không gian Banach. Đến năm

2011, P. K. Anh và C. V. Chung đã đề xuất phương pháp CQ song song và chỉ

ra rằng thuật toán này tốt hơn thuật toán lặp xoay vòng của Liu ngay cả khi

chạy ở chế độ tuần tự.

Bản luận văn này tập trung trình bày các thuật toán lai ghép với phép chiếu

để giải hệ phương trình với các toán tử đơn điệu trong không gian Hilbert và

tìm điểm bất động của họ các ánh xạ không giãn tương đối trong không gian

Banach.

Ngoài các phần Mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, luận văn gồm 4

chương:

Chương 1: "Kiến thức chuẩn bị" trình bày một số khái niệm về toán tử đơn

điệu, hình học của không gian Banach và một vài tính chất quan trọng của

phép chiếu dùng trong luận văn.



Chương 2: "Phương pháp chiếu-điểm gần kề" trình bày hai thuật toán lai

ghép giữa phương pháp chiếu và phương pháp điểm gần kề trong không gian

Hilbert, trong đó phần 2 của Chương 2 trình bày thuật toán chiếu-điểm gần kề

tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại (đơn trị hoặc đa trị) và các định

lý hội tụ mạnh; phần 3 của Chương 2 trình bày thuật toán chiếu-điểm gần kề

song song tìm nghiệm của hệ phương trình toán tử đơn điệu và định lý hội tụ

mạnh của nó.

Chương 3: "Phương pháp CQ" trình bày các định lý hội tụ mạnh của phương

pháp CQ cho một toán tử không giãn tương đối, phương pháp CQ xoay vòng

và phương pháp CQ song song cho một họ các toán tử không giãn tương đối

trong không gian Banach. Phần 3 của Chương 3 trình bày một ứng dụng của

phương pháp CQ và một cải biên của CQ song song trong không gian Hilbert.

Chương 4: "Áp dụng", chúng tôi áp dụng các phương pháp song song trong

luận văn để giải bài toán khôi phục ảnh trong không gian Hilbert và giải hệ

phương trình đại số tuyến tính. Trong chương này chúng tôi cũng đưa ra một

ví dụ số thực hiện trong môi trường Matlab và minh họa hình học cho phương

pháp chiếu-điểm gần kề song song.

Hà nội, ngày 1 tháng 12 năm 2011
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Một số khái niệm

Cho H là không gian Hilbert thực, E là không gian Banach và E∗ là đối

ngẫu của E.

1. Tập lồi: Tập C ⊂ H (hoặc E) được gọi là lồi nếu C chứa mọi đoạn thẳng

nối hai điểm bất kỳ của nó. Tức là C lồi khi và chỉ khi

∀x, y ∈ C, ∀α ∈ [0, 1] ⇒ αx+ (1− α)y ∈ C.

2. Toán tử đơn điệu: Ánh xạ T : E → E∗ được gọi là đơn điệu nếu

〈Tx− Ty, x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ E,

trong đó ký hiệu 〈f, x〉 chỉ tích đối ngẫu. Trường hợp E = E∗ = H ta có tích

vô hướng trong H.

Bổ đề 1.1.1. Giả sử S là tập các không điểm của T , tức là

S = {x ∈ H | Tx = θ}.

Nếu T là toán tử đơn điệu và S 6= ∅ thì S là tập lồi.

Chứng minh. Với mọi x1, x2 ∈ S và t ∈ (0, 1) đặt x = tx1 + (1− t)x2. Vì T là

toán tử đơn điệu nên ta có

0 ≤ 〈Tx− Tx1, x− x1〉 = 〈Tx, tx1 + (1− t)x2 − x1〉
= (1− t)〈Tx, x2 − x1〉
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và

0 ≤ 〈Tx− Tx2, x− x2〉 = 〈Tx, tx1 + (1− t)x2 − x2〉
= t〈Tx, x1 − x2〉.

Từ điều này suy ra 〈Tx, x1 − x2〉 = 0. Vậy Tx = θ nghĩa là x ∈ S. �

3. Toán tử ngược-đơn điệu mạnh: T được gọi là đồng bức với hằng số c > 0

hay c-ngược đơn điệu mạnh trên H nếu

〈Tx− Ty, x− y〉 ≥ c‖Tx− Ty‖2 ∀x, y ∈ H.

4. Toán tử đơn điệu cực đại: Toán tử T được gọi là đơn điệu cực đại nếu nó là

đơn điệu và đồ thị của nó không phải là tập con thực sự của đồ thị của một

toán tử đơn điệu nào khác.

Toán tử J : E → E∗ xác định bởi

J(x) = {f ∈ E∗ | 〈f, x〉 = ‖x‖2E = ‖f‖2E∗}

được gọi là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc. Hàm số φ : E × E → R cho bởi

φ(y, x) = ‖y‖2 − 2〈y, Jx〉+ ‖x‖2

với mọi x, y ∈ E, trong đó J là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc từ E vào E∗. Đại

lượng
√
φ(x, y) gọi là khoảng cách suy rộng trên E.

5. Ánh xạ không giãn và ánh xạ không giãn tương đối: Cho C là một tập con

lồi đóng của E và T là ánh xạ từ C vào chính nó. Ký hiệu F (T ) là tập các điểm

bất động của T . Một điểm p trong C được gọi điểm bất động tiệm cận của T

nếu C chứa một dãy {xn} hội tụ yếu tới p sao cho lim
n→∞

(xn − Txn) = 0. Ký

hiệu tập tất cả các điểm bất động tiệm cận của T là F̂ (T ). Ánh xạ T được gọi

là không giãn nếu ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x − y‖ ∀x, y ∈ C. T là ánh xạ không giãn

tương đối nếu F̂ (T ) = F (T ) và φ(p, Tx) ≤ φ(p, x) với mọi x ∈ C và p ∈ F (T ).

Nếu T là toán tử không giãn trên không gian Hilbert thì A = I − T là toán

tử đơn điệu, trong đó I là toán tử đồng nhất. Thật vậy, với mọi x, y ∈ H ta có

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖.
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Do đó

0 ≤ ‖Ax− Ay‖2 = ‖x− y‖2 − 2〈x− y, Tx− Ty〉+ ‖Tx− Ty‖2

≤ 2
(
‖x− y‖2 − 〈x− y, Tx− Ty〉

)

= 2〈Ax− Ay, x− y〉.

6. Không gian Banach lồi đều: Không gian Banach E được gọi là lồi đều nếu

với mọi ε > 0 tồn tại δ(ε) > 0 sao cho với mọi x, y ∈ E, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 và

‖x− y‖ ≥ ε ta luôn có ‖x+ y‖ < 2(1− δ(ε)).

Chú ý 1. Có thể thay đổi như sau: với mọi x, y ∈ E, d > 0 tồn tại δ( ε
d
), ‖x‖ ≤

d, ‖y‖ ≤ d, ‖x− y‖ ≥ ε ta có ‖x + y‖ ≤ 2d(1− δ( ε
d
)).

Chú ý 2. Mọi không gian Hilbert đều là không gian lồi đều. Thật vậy, giả sử

ε > 0, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 sao cho ‖x− y‖ ≥ ε. Từ bất đẳng thức hình bình hành

suy ra

‖x+ y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
− ‖x− y‖2 ≤ 4− ε2.

Do đó

‖x+ y‖ ≤
√
4− ε2 = 2

(
1−

(
1−

√
1− ε2

4

))
.

Chú ý 3. Mọi không gian Banach lồi đều là không gian phản xạ, tức là E∗∗ = E.

7. Không gian Banach lồi chặt: Không gian Banach E được gọi là lồi chặt nếu

với mọi x, y ∈ E, x 6= y, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 ta có ‖x+ y‖ < 2.

8. Không gian Banach trơn và trơn đều: Đặt U = {x ∈ E | ‖x‖ = 1} là hình

cầu đơn vị của E. Khi đó không gian Banach E được gọi là trơn nếu giới hạn

lim
t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

tồn tại với mỗi x, y ∈ U . E được gọi là trơn đều nếu giới hạn trên đều với mọi

x, y ∈ U . Nếu E là trơn đều thì J liên tục chuẩn-chuẩn đều trên mỗi tập con

bị chặn của E.

9. Tính chất Kadec-Klee: Không gian Banach E có tính chất Kadec-Klee nếu

xn ⇀ x và ‖xn‖ → ‖x‖ thì xn → x khi n → ∞.

Bổ đề 1.1.2. Mọi không gian Banach lồi đều đều có tính chất Kadec-Klee.

7



1.2 Phép chiếu trong không gian Hilbert

Định nghĩa 1.2.1. Cho A là một tập khác rỗng (không nhất thiết lồi) của H
và điểm x ∈ H. Đặt

dA(x) = inf
y∈A

‖y − x‖.

Ta nói dA(x) là khoảng cách từ x đến A. Nếu tồn tại π ∈ A sao cho dA(x) =

‖π−x‖ thì ta nói π là hình chiếu vuông góc của x lên A. Ký hiệu là π = PA(x).

Sau đây là một số tính chất quan trọng của phép chiếu trực giao mà chúng

ta sẽ sử dụng trong Chương 2, 3 và 4.

Bổ đề 1.2.1. Cho A là một tập lồi, đóng, khác rỗng của H. Khi đó với mọi

x, y ∈ H và z ∈ A, các tính chất sau đúng:

〈x− PA(x), z − PA(x)〉 ≤ 0;

‖PA(x)− PA(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖PA(x)− x+ y − PA(y)‖2.

Bổ đề 1.2.2. Cho A là một tập con lồi, đóng, khác rỗng của H. Khi đó với

mọi x ∈ H hình chiếu PA(x) của x trên A luôn tồn tại và duy nhất.

Cho siêu phẳng H = {z ∈ H | 〈a, z〉 = b} của H. Khi đó hình chiếu của

điểm x ∈ H bất kỳ lên H là

PH(x) = x− 〈a, x〉 − b

‖a‖2 a.
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Chương 2

Phương pháp chiếu-điểm gần kề

Trong chương này chúng ta sẽ đề cập đến một cải tiến của phương pháp điểm

gần kề cổ điển giải bài toán tìm không điểm của toán tử đơn điệu cực đại trong

không gian Hilbert vô hạn chiều. Thuật toán mới thu được bằng cách lai ghép

phương pháp điểm gần kề và phương pháp chiếu. Trong thuật toán này, chúng

ta vẫn giữ lại những ưu điểm của phương pháp điểm gần kề trong khi không

mất nhiều chi phí tính toán trong bước chiếu. Đặc biệt, dựa vào tính chất của

toán tử đơn điệu cực đại và tính chất của phép chiếu, thuật toán sẽ cho chúng

ta kết quả hội tụ mạnh đến một nghiệm của bài toán.

2.1 Giới thiệu

Xét bài toán

tìm x ∈ H sao cho 0 ∈ T (x), (2.1)

trong đó H là không gian Hilbert và T (·) là một toán tử đơn điệu cực đại (nói

chung là toán tử đa trị) trên H. Ký hiệu tập nghiệm của bài toán này là

S := {x ∈ H | 0 ∈ T (x)}.

1. Phương pháp điểm gần kề: Giả sử đã có xk ∈ H là một xấp xỉ tới nghiệm

của bài toán (2.1), điểm lặp tiếp theo thu được từ việc giải bài toán phụ gần

kề

0 ∈ T (x) + µk(x− xk), (2.2)

trong đó µk > 0 là tham số hiệu chỉnh.



Nếu dãy tham số hiệu chỉnh {µk} được chọn bị chặn thì dãy lặp {xk} của

phương pháp điểm gần kề hội tụ yếu tới một nghiệm của bài toán (2.1) (giả

thiết bài toán (2.1) có nghiệm). O. Güler [4] đã đưa ra ví dụ một hàm f -lồi

thực sự trong không gian Hilbert vô hạn chiều l2, thuật toán điểm gần kề cho

T = ∂f hội tụ yếu nhưng không hội tụ mạnh.

2. Việc giải chính xác bài toán phụ gần kề (2.2) nói chung khó thực hiện. Vì

vậy trong thực tế bài toán (2.2) chỉ cần giải gần đúng, nghĩa là tìm một cặp

yk ∈ H và vk ∈ T (yk) sao cho

εk = vk + µk(y
k − xk), (2.3)

trong đó εk là sai số trên nghiệm chính xác của bài toán con (2.2).

Trong phương pháp điểm gần kề gần đúng thuần túy, điểm lặp tiếp theo

được xác định từ công thức

xk+1 := yk.

Các điều kiện đảm bảo các phép lặp (2.3) hội tụ là

‖εk‖ ≤ σkµk,

∞∑

k=0

σk < ∞,

hoặc

‖εk‖ ≤ σkµk‖yk − xk‖,
∞∑

k=0

σk < ∞.

Điều kiện đầu tiên sẽ đảm bảo sự hội tụ toàn cục, trong khi điều kiện thứ hai

(cùng với giả thiết nào đó) sẽ cho tốc độ hội tụ tuyến tính địa phương. Chú ý

rằng, dãy khả tổng {σk} nói chung là được chọn trước.

Trong điều kiện thứ hai, sai số cho phép σk thỏa mãn

‖εk‖
µk‖yk − xk‖ ≤ σk,

∞∑

k=0

σk < ∞.

Trong mọi trường hợp σk → 0, nên các điều kiện đặt lên sai số εk là quá chặt.

Nếu {σk} là dãy hằng khác không thì sự hội tụ của dãy lặp gần kề gần đúng

không được đảm bảo, thậm chí cả trong trường hợp hữu hạn chiều.

3. Để khắc phục những khó khăn trong đánh giá sai số của thuật toán điểm

gần kề gần đúng thuần túy, chúng ta sẽ phải cải tiến phương pháp này theo
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hướng cố định sai số cho phép σ. Nói cách khác là chúng ta chấp nhận yk ∈ H
và vk ∈ T (yk) là một nghiệm của (2.3) nếu một trong hai điều kiện sau đúng:

‖εk‖
µk‖yk − xk‖ ≤ σ hoặc

‖εk‖
‖vk‖ ≤ σ,

trong đó σ ∈ [0, 1). Dưới điều kiện này, siêu phẳng

Hk := {x ∈ H | 〈vk, x− yk〉 = 0}

tách chặt điểm lặp xk khỏi tập nghiệm S (giả thiết S khác rỗng). Chúng ta

thu được một thuật toán lai ghép chiếu-điểm gần kề sau đây:

Thuật toán 2.1.1. ([10]) Chọn giá trị ban đầu tùy ý x0 ∈ H và σ ∈ [0, 1).

Giả sử đã có xk, chọn µk > 0 và

tìm yk ∈ H sao cho εk = vk + µk(y
k − xk), vk ∈ T (yk),

trong đó

‖εk‖ ≤ σmax{‖vk‖, µk‖yk − xk‖}.

Dừng nếu vk = 0 hoặc yk = xk. Nếu không, xây dựng siêu phẳng

Hk = {x ∈ H | 〈vk, x− yk〉 = 0}.

Đặt

xk+1 = PHk
(xk).

Trong phương án cải tiến này, chúng ta giữ lại tất cả các ưu điểm về hội tụ

của phương pháp điểm gần kề trong khi sai số cho phép σ được cố định. Đặc

biệt, phép chiếu xk lên siêu phẳng Hk có thể được viết dưới dạng công thức

tường minh, bởi vậy nó không cần thêm nhiều chi phí tính toán. Tuy nhiên,

phương pháp lai ghép này cũng chỉ sinh ra dãy {xk} hội tụ yếu đến nghiệm

của bài toán (2.1).

Định nghĩa 2.1.1. Cho x ∈ H, µ > 0 và σ ∈ [0, 1). Cặp (y, v) ∈ H ×H được

gọi là nghiệm gần đúng với sai số cho phép σ của 0 ∈ T (·) + µ(· − x) nếu

v ∈ T (y),

v + µ(y − x) = ε,

và ‖ε‖ ≤ σmax{‖v‖, µ‖y − x‖}.
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Mệnh đề 2.1.1. Cho x ∈ H, µ > 0, σ ∈ [0, 1) và giả sử rằng (y, v) là một

nghiệm gần đúng của 0 ∈ T (·) + µ(· − x) với sai số cho phép σ. Khi đó

〈x− y, v〉 ≥ (1− σ)max{µ‖x− y‖2, ‖v‖2/µ} ≥ (1− σ)‖v‖‖x− y‖. (2.4)

Đặt

H := {z ∈ H | 〈z − y, v〉 ≤ 0}.

Bốn khẳng định sau là tương đương

x ∈ H;

y = x;

v = 0;

x là một nghiệm của bài toán (2.1).

Hơn nữa,

‖PH(x)− x‖ ≥ (1− σ)max{‖x− y‖, ‖v‖/µ}. (2.5)

2.2 Sự hội tụ mạnh của phương pháp chiếu-điểm
gần kề

2.2.1 Thuật toán chiếu-điểm gần kề

Thuật toán 2.2.1. ([11]) Cho x0 ∈ H là xấp xỉ ban đầu bất kỳ và σ ∈ [0, 1).

Giả sử tại bước lặp thứ k chúng ta đã có xk.

Bước 1: Chọn µk > 0, tìm (yk, vk) là một nghiệm gần đúng của bài toán

0 ∈ T (x) + µk(x− xk)

với sai số cho phép σ.

Bước 2 (Bước chiếu): Xác định

Hk = {z ∈ H | 〈z − yk, vk〉 ≤ 0},

và

Wk = {z ∈ H | 〈z − xk, x0 − xk ≤ 0〉}.

Tính

xk+1 = PHk∩Wk
(x0).
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2.2.2 Định lý hội tụ

Chúng ta sẽ chỉ ra một số tính chất của Thuật toán 2.2.1 mà không cần giả

thiết bài toán có nghiệm. Giả sử xk, yk, vk, k = 0, 1, . . . là những đại lượng sinh

bởi Thuật toán 2.2.1.

Mệnh đề 2.2.1. Giả sử Thuật toán 2.2.1 đúng đến k+1. Khi đó các bất đẳng

thức sau đúng

‖xk+1 − x0‖2 ≥ ‖xk − x0‖2 + ‖xk+1 − xk‖2, (2.6)

và

‖xk+1 − xk‖ ≥ (1− σ)max{‖yk − xk‖, ‖vk‖/µk}. (2.7)

Hệ quả 2.2.1. Giả sử dãy tham số hiệu chỉnh {µk} bị chặn và Thuật toán

2.2.1 sinh ra dãy vô hạn {xk}. Khi đó một trong hai khẳng định sau đúng

(i) Dãy {xk} bị chặn và các điểm tụ yếu của nó nằm trong S 6= ∅;
(ii) S = ∅ và lim

k→∞

‖xk‖ = ∞.

Tiếp theo chúng ta sẽ chứng minh sự hội tụ mạnh của {xk} đến nghiệm của

phương trình trong trường hợp S 6= ∅. Sau đó chúng ta sẽ chỉ ra tính chất của

dãy {xk} trong trường hợp phương trình vô nghiệm.

Trường hợp 1. S 6= ∅. Cho x0 là giá trị ban đầu bất kỳ. Đặt

U(x0) = {x ∈ H | ∀z ∈ S, 〈z − x, x0 − x〉 ≤ 0}.

Chúng ta sẽ chỉ ra tập Hk ∩ Wk luôn chứa tập nghiệm S và vì thế nó khác

rỗng. Hơn nữa, chúng ta cũng sẽ chứng tỏ dãy {xk} nằm trong U(x0).

Mệnh đề 2.2.2. Giả sử Thuật toán 2.2.1 thực hiện được đến bước k và xk ∈
U(x0). Khi đó những khẳng định sau đây đúng:

(i) S ⊆ Hk ∩Wk;

(ii) xk+1 hoàn toàn xác định và xk+1 ∈ U(x0).

Hệ quả 2.2.2. Thuật toán 2.2.1 hoàn toàn xác định và sinh ra các dãy lặp

{xk}, {yk} và {vk} sao cho xk ∈ U(x0), S ⊆ Hk ∩Wk với mọi k. Hơn nữa, nếu

dãy µk bị chặn trên thì {xk} bị chặn và các điểm tụ yếu của nó nằm trong S.
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Định lý 2.2.1. Giả sử dãy {xk} được sinh ra từ Thuật toán 2.2.1 và dãy tham

số hiệu chỉnh {µk} bị chặn. Khi đó dãy {xk} hội tụ mạnh tới x∗ = PS(x
0).

Trường hợp S = ∅. Trong trường hợp này dãy {xk} vẫn xác định với mọi k và

phân kỳ.

Định lý 2.2.2. Nếu S = ∅ thì Thuật toán 2.2.1 sinh ra một dãy vô hạn {xk}.
Nếu thêm điều kiện dãy tham số hiệu chỉnh {µk} bị chặn thì lim

k→∞

‖xk‖ = ∞.

2.3 Phương pháp chiếu-điểm gần kề song song

Xét hệ phương trình toán tử

Ai(x) = 0, i = 1, . . . , N, (2.8)

trong đó H là không gian Hilbert và Ai : H → H là các toán tử đơn điệu cực

đại.

Thuật toán 2.3.1. ([3]) Chọn giá trị ban đầu bất kỳ x0 ∈ H, µ̄ > 0 và

σ ∈ [0, 1). Giả sử tại lần lặp thứ k, đã có xk:

Bước 1: Tìm nghiệm (đồng thời) yik ∈ H của phương trình

Ai(y
i
k) + µi

k(y
i
k − xk) + εik = 0, i = 1, . . . , N, (2.9)

trong đó µi
k ∈ (0, µ̄), ‖εik‖ ≤ σmax{‖Ai(y

i
k)‖, µi

k‖xk − yik‖}.
Bước 2: Xác định (đồng thời) các hình chiếu của xk lên các nửa không gian

H i
k = {z ∈ H | 〈z − yik, Ai(y

i
k)〉 ≤ 0}

và tìm chỉ số tối ưu jk (1 ≤ jk ≤ N) sao cho

‖xk − P
H

jk
k

(xk)‖ = max
i=1,...,N

{‖xk − PHi
k
(xk)‖}.

Bước 3: Đặt

xk+1 = P
H

jk
k

∩Wk
(x0), (2.10)

trong đó Wk = {z ∈ H | 〈z − xk, x0 − xk〉 ≤ 0}.
Nếu xk+1 = xk thì dừng quá trình lặp.
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Bổ đề 2.3.1. Nếu Thuật toán 2.3.1 kết thúc tại bước lặp hữu hạn k + 1 thì xk

là một nghiệm của hệ (2.8).

Trong phần tiếp theo ta giả sử rằng Thuật toán 2.3.1 sinh ra dãy lặp vô hạn

{xk}. Tương tự trong phần 2.2, đặt

U(x0) := {x ∈ H | ∀z ∈ S, 〈z − x, x0 − x〉 ≤ 0}. (2.11)

Rõ ràng x0 ∈ U(x0).

Bổ đề 2.3.2. Giả sử tại bước lặp thứ k ta có xk ∈ U(x0). Khi đó,

(i) S ⊂ (
N⋂
i=1

H i
k) ∩Wk ⊂ Hjk

k ∩Wk;

(ii) xk+1 được xác định và xk+1 ∈ U(x0);

(iii) ‖xk+1 − x0‖ ≤ ‖PS(x0)− x0‖ với mọi k ∈ N và do đó {xk} bị chặn.

Bổ đề 2.3.3. Giả sử Thuật toán 2.3.1 đúng đến k + 1. Khi đó ta có

‖xk+1 − x0‖2 ≥ ‖xk − x0‖2 + ‖xk+1 − xk‖2, (2.12)

‖xk+1 − xk‖ ≥ (1− σ) max
i=1,...,N

{‖yik − xk‖, ‖Ai(y
i
k)‖/µi

k}. (2.13)

Định lý 2.3.1. Giả sử {xk} là dãy vô hạn sinh bởi Thuật toán 2.3.1. Khi đó

lim
k→∞

xk = PS(x0). (2.14)
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Chương 3

Phương pháp CQ

Như chúng ta đã biết nếu T là ánh xạ không giãn thì I−T là toán tử đơn điệu

(ngược đơn điệu mạnh). Vì vậy bài toán tìm điểm bất động của toán tử không

giãn tương đương với bài toán tìm không điểm của toán tử đơn điệu. Sử dụng

phương pháp lai ghép chúng ta sẽ thu được các định lý hội tụ mạnh của ánh

xạ không giãn (tương đối). Trong chương này chúng ta sẽ trình bày thuật toán

hội tụ mạnh cho ánh xạ không gian tương đối và họ các ánh xạ không giãn

(tương đối) trong không gian Banach và một cải biên cho không gian Hilbert.

3.1 Các bổ đề quan trọng

Cho E là không gian Banach thực với chuẩn ‖ · ‖ và E∗ là không gian đối

ngẫu của E. Ký hiệu 〈·, ·〉 là tích đối ngẫu. Với mọi f ∈ E∗ và x ∈ E ta có

〈x, f〉 = f(x). Gọi J là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc từ E đến E∗ được định

nghĩa bởi

J(x) = {f ∈ E∗ | 〈x, f〉 = ‖x‖2 = ‖f‖2}

với mọi x ∈ E.

Hàm số φ : E × E → R được định nghĩa bởi

φ(y, x) = ‖y‖2 − 2〈y, Jx〉+ ‖x‖2

với mọi x, y ∈ E. Từ định nghĩa dễ dàng suy ra

(‖y‖ − ‖x‖)2 ≤ φ(y, x) ≤ (‖y‖+ ‖x‖)2. (3.1)



Sau đây là các kết quả bổ trợ phục vụ cho việc chứng minh sự hội tụ của các

thuật toán CQ.

Bổ đề 3.1.1. Cho E là không gian Banach trơn và lồi đều, {yn}, {zn} là hai

dãy của E. Nếu φ(yn, zn) → 0 và nếu {yn} hoặc {zn} bị chặn thì yn − zn → 0.

Gọi C là tập con lồi, đóng và khác rỗng của E. Giả sử E là không gian

Banach phản xạ, lồi chặt và trơn. Khi đó, với mọi x ∈ E tồn tại điểm x∗ ∈ C

sao cho

φ(x∗, x) = min
y∈C

φ(y, x).

Ánh xạ PC : E → C định nghĩa bởi PC(x) = x∗ được gọi là phép chiếu tổng

quát.

Bổ đề 3.1.2. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Banach trơn

E và x ∈ E. Khi đó x∗ = PC(x) nếu và chỉ nếu

〈x∗ − y, Jx − Jx∗〉 ≥ 0

với mọi y ∈ C.

Bổ đề 3.1.3. Cho C là tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Banach

phản xạ, lồi chặt và trơn E và cho x ∈ E. Khi đó

φ(y, PC(x)) + φ(PC(x), x) ≤ φ(y, x)

với mọi y ∈ C.

Bổ đề 3.1.4. Cho E là không gian Banach lồi chặt và trơn, C là tập con lồi

đóng của E và T là ánh xạ không giãn tương đối từ C vào chính nó. Khi đó

F (T ) lồi và đóng.

3.2 Một số thuật toán CQ trong không gian Banach

Cho E là không gian Banach trơn đều và lồi đều, C là tập con lồi đóng khác

rỗng của E, T là ánh xạ không giãn tương đối từ C vào chính nó. Giả sử tập

các điểm bất động F (T ) của T là khác rỗng.

Sử dụng phương pháp lai ghép ta thu được định lý hội tụ mạnh của ánh xạ

không giãn tương đối trong không gian Banach sau đây:
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Định lý 3.2.1. ([7]) Cho {αk} là dãy số thực sao cho 0 ≤ αk < 1 với mọi

k ≥ 0 và lim
k→∞

αk < 1. Giả sử {xk} là dãy sinh bởi thuật toán (CQ)





x0 ∈ C,

yk = J−1(αkJxk + (1− αk)JTxk),

Ck = {z ∈ C | φ(z, yk) ≤ φ(z, xk)},

Qk = {z ∈ C | 〈xk − z, Jx0 − Jxk〉 ≥ 0},

xk+1 = PCk∩Qk
(x0), k = 0, 1, 2, . . .

trong đó J là ánh xạ đối ngẫu trên E. Khi đó {xk} hội tụ mạnh tới PF (T )(x0),

trong đó PF (T ) là phép chiếu tổng quát từ C lên F (T ).

Cũng dựa trên ý tưởng của phương pháp lai ghép, năm 2007, Qin and Su

[9] đã đề cập đến một thuật toán cho ánh xạ không giãn tương đối trong không

gian Banach như sau:

Định lý 3.2.2. Cho dãy {αk} ∈ (0, 1) sao cho lim
k→∞

αk = 0. Giả sử {xk} là dãy

sinh bởi thuật toán sau




x0 ∈ C,

yk = J−1(αkJx0 + (1− αk)JTxk),

Ck = {z ∈ C | φ(z, yk) ≤ αkφ(z, x0) + (1− αk)φ(z, xk)},

Qk = {z ∈ C | 〈Jx0 − Jxk, xk − z〉 ≥ 0},

xk+1 = PCk∩Qk
(x0), k = 0, 1, 2, . . .

Khi đó dãy {xk} hội tụ đến PF (T )(x0).

Định lý 3.2.2 là trường hợp riêng của Định lý 3.2.3 về sự hội tụ của thuật

toán CQ xoay vòng tìm điểm bất động của họ các ánh xạ không giãn tương

đối sẽ được chứng minh dưới đây.

Cho T1, T2, . . . , TN là họ các ánh xạ không giãn tương đối từ C vào chính nó

và F (Ti) là tập các điểm bất động của Ti (i = 1, 2, . . . , N). Đặt F =
N⋂
i=1

F (Ti).

Giả sử F 6= ∅, ta có định lý sau đây
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Định lý 3.2.3. ([6]) Giả sử Ti liên tục đều với mọi i = 1, 2, . . . , N . Cho {xk}
là dãy sinh bởi





x0 ∈ C,

yk = J−1(αkJx0 + (1− αk)JT[k]xk), T[k] := Tk(modN),

Ck = {z ∈ C | φ(z, yk) ≤ αkφ(z, x0) + (1− αk)φ(z, xk)},

Qk = {z ∈ C | 〈xk − z, Jx0 − Jxk〉 ≥ 0},

xk+1 = PCk∩Qk
(x0).

Giả sử {αk} là dãy trong (0, 1) sao cho lim
k→∞

αk = 0. Khi đó dãy {xk} hội tụ

mạnh đến PF (x0).

Chú ý. Trường hợp N = 1, thuật toán lặp xoay vòng của Liu trùng với thuật

toán của Qin-Su.

Rõ ràng, thuật toán CQ xoay vòng được thực hiện một cách tuần tự, do

đó nếu N lớn thì chi phí tính toán sẽ rất lớn. Và thuật toán không hiệu quả

trên bó máy tính. Trong trường hợp N lớn, sử dụng bó máy tính chúng ta có

phương pháp CQ song song sau đây:

Định lý 3.2.4. ([2]) Giả sử {xk} là dãy sinh bởi thuật




x0 ∈ C,

yik = J−1(αkJx0 + (1− αk)JTixk) ∀i = 1, 2, . . . N,

ik := argmax
i=1,2,...,N

{‖yik − xk‖},

Ck = {z ∈ C | φ(z, yikk ) ≤ αkφ(z, x0) + (1− αk)φ(z, xk)},

Qk = {z ∈ | 〈xk − z, Jx0 − Jxk〉 ≥ 0},

xk+1 = PCk∩Qk
(x0).

Giả sử {αk} là dãy trong khoảng (0, 1) và lim
k→∞

αk = 0. Khi đó dãy {xk} hoàn

toàn xác định và xk hội tụ mạnh đến PF (x0) ∈ F khi k → ∞.

Nhận xét. Trong thuật toán của Liu, tập Ck phải xây dựng cho mọi yk.

Trong thuật toán song song ta chỉ cần tìm tập Ck cho yik cách xa xk nhất. Hơn

nữa, việc tính yik có thể thực hiện đồng thời trên N bộ xử lý.

19



3.3 Một số thuật toán CQ trong không gian Hilbert

Trong phần này chúng ta sẽ trình bày một số kết quả của phương pháp CQ

khi áp dụng trong không gian Hilbert.

Cho C là một tập con lồi đóng và khác rỗng của không gian Hilbert H.

Trong trường hợp này ta có

φ(x, y) = ‖x− y‖2,

ánh xạ J = I (ánh xạ đồng nhất) và phép chiếu tổng quát chính là phép chiếu

trực giao. Hơn thế nữa, ta còn có

‖PC(x)− PC(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(PC(x)− x)− (PC(y)− y)‖2 ≤ ‖x− y‖2.

Áp dụng Định lý 3.2.1 cho ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert chúng

ta thu được kết quả hội tụ mạnh của ánh xạ không giãn trong không gian

Hilbert.

Định lý 3.3.1. Cho T là một ánh xạ không giãn từ C vào chính nó và F (T )

khác rỗng. Giả sử rằng {xn} là dãy sinh bởi




x0 ∈ C

yk = αkxk + (1− αk)Txk,

Ck = {z ∈ C | ‖z − yk‖ ≤ ‖z − xk‖},

Qk = {z ∈ C | 〈xk − z, x0 − xk〉 ≥ 0},

xk+1 = PCk∩Qk
(x0), k = 0, 1, 2, . . . ,

trong đó dãy {αk} ⊂ [0, a) với a ∈ [0, 1). Khi đó {xk} hội tụ mạnh đến

PF (T )(x0).

Cho Ti(i = 1, 2, . . . , N) là họ các ánh xạ không giãn từ C và chính nó và

giả sử F =
N⋂
i=1

F (Ti) khác rỗng. Chúng ta xét một cải tiến của thuật toán CQ

song song trong không gian Hilbert H mà trong đó các tập con Cn và Qn là

các nửa không gian của H. Khi đó xn+1 = PCn∩Qn(x0) có thể tính được tường

minh.
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Thuật toán 3.3.1. ([2]) Cho x0 ∈ C là giá trị ban đầu bất kỳ và dãy {αn} ⊂
(0, 1). Với n = 0, 1, 2, . . .

• Đặt

zk = PCxk.

• Tính

yik = αkx0 + (1− αk)Tizk, i = 1, 2, . . . , N.

• Tìm

ik := argmax
i=1,2,...,N

{‖yik − xk‖}.

• Xác định

Ck = {z ∈ H | ‖z − yikk ‖2 ≤ αk‖z − x0‖2 + (1− αk)‖z − xk‖2},
Qk = {z ∈ H | 〈x0 − xk, xk − z〉 ≥ 0}.

• Tính

xk+1 = PCk∩Qk
(x0).

Trong Thuật toán này chúng ta đã cải tiến để Ck và Qk là các nửa không

gian hoặc trùng với H vì vậy nên xk+1 = PCk∩Qk
(x0) có thể không thuộc C.

Do đó để bước tính yik có nghĩa thì bước đặt zk = PC(xk) là cần thiết. Trong

trường hợp C = H thì zk = xk.

Vì Ck và Qk là các nửa không gian nên nếu Ck ∩Qk khác rỗng thì chúng ta

có một công thức hiển tính PCk∩Qk
(x0) tương tự trong Thuật toán 2.2.1. Định

lý sau đây cho chúng ta kết quả hội tụ của dãy {xk} trong Thuật toán 3.3.1

Định lý 3.3.2. Giả sử {xk} là dãy sinh bởi Thuật toán 3.3.1, Ti (i = 1, 2, . . . , N)

liên tục và lim
k→∞

αk = 0. Khi đó xk hội tụ mạnh đến PF (x0) khi k → ∞.

Trong tài liệu [2], các tác giả đã thử nghiệm Thuật toán CQ xoay vòng của

Liu và Thuật toán CQ song song đề tìm điểm bất động của hai toán tử tích

phân phi tuyến trong không gian Hilbert H = L2[0, 1].

Tính toán cho thấy, ngay ở chế độ tuần tự, tức là chỉ sử dụng một bộ xử lý

thuật toán CQ song song cũng hiệu quả hơn thuật toán CQ xoay vòng. Còn

ở chế độ chạy song song với hai bộ xử lý, để đạt cùng một độ chính xác thuật

toán CQ song song tốn ít thời gian hơn hẳn thuật toán CQ xoay vòng.

21



Chương 4

Áp dụng

4.1 Bài toán khôi phục ảnh

Bài toán. Tìm vector x ∈ H, biết các hướng quan sát vi ∈ H và hình chiếu

〈x, vi〉 = µi, i = 1, 2, . . . , n.

Gọi Pi(x) là phép chiếu trực giao của x lên siêu phẳng

Hi = {ξ ∈ H | 〈ξ, vi〉 = µi} i = 1, 2, . . . , n.

Ta có

Pi(x) = x− 〈x, vi〉 − µi

‖vi‖2
vi.

Do đó Pi là ánh xạ không giãn.

Đặt Ai = I − Pi, trong đó I là toán tử đồng nhất. Khi đó ta có Ai là toán

tử ngược đơn điệu mạnh.

4.1.1 Phương pháp chiếu-điểm gần kề song song

Bài toán khôi phục ảnh phát biểu lại thành bài toán giải hệ phương trình

với toán tử đơn điệu

Ai(x) = 0 i = 1, 2, . . . , n. (4.1)

Áp dụng Thuật toán chiếu - điểm gần kề song song để giải hệ phương trình

(4.1). Cho trước x0 ∈ H và µi
k > 0.



Bước 1. Giả sử tại bước lặp thứ k ≥ 0 ta đã có xk. Tìm yik ∈ H thỏa mãn

phương trình

Ai(y
i
k) + µi

k(y
i
k − xk) = 0 i = 1, 2, . . . , n,

hay
〈yik, vi〉 − µi

‖vi‖2
vi + µi

k(y
i
k − xk) = 0 i = 1, 2, . . . , n.

Ta có

yik = xk −
〈xk, vi〉 − µi

(1 + µi
k)‖vi‖2

vi.

Bước 2. Tìm chỉ số tối ưu ik:

H i
k = {z ∈ R

n | 〈z − yik, Ai(y
i
k)〉 ≤ 0}

= {z ∈ R
n | 〈z − yik, xk − yik〉 ≤ 0}.

Suy ra PHi
k
(xk) = yik và ‖xk − PHi

k
(xk)‖ =

〈xk, vi〉 − µi

(1 + µi
k)‖vi‖

và vì vậy ta có

ik = argmax
i=1,2,...,n

{ 〈xk, vi〉 − µi

(1 + µi
k)‖vi‖

}
.

Bước 3. Tính xk+1. Đặt

Wk = {z ∈ H | 〈z − xk, x0 − xk〉 ≤ 0}.

Ta có

P
H

ik
k

(x0) = x0 −
(1 + µik

k )〈vik, x0〉 − µik
k 〈vik , xk〉 − µik

(1 + µik
k )‖vik‖2

vik .

Nếu P
H

ik
k

(x0) ∈ Wk, tức là

‖x0 − xk‖2 ≤
(1 + µik

k )〈vik, x0〉 − µik
k 〈vik, xk〉 − µik

(1 + µik
k )‖vik‖2

〈vik, x0 − xk〉

thì

xk+1 = P
H

ik
k

(x0).

Nếu không thì xk+1 được xác định như sau

xk+1 = P
H

ik
k

∩Wk
(x0) = x0 + λ1Aik(y

ik
k ) + λ2(x0 − xk),

trong đó λ1, λ2 thỏa mãn hệ phương trình



λ1‖Aik(y

ik
k )‖2 + λ2〈Aik(y

ik
k ), x0 − xk〉 = −〈x0 − yikk , Aik(y

ik
k )〉,

λ1〈Aik(y
ik
k ), x0 − xk〉+ λ2‖x0 − xk‖2 = −‖x0 − xk‖2.
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4.1.2 Thử nghiệm số

Xét hệ phương trình 〈x, vi〉 = µi, trong đó

H = L2[0, 1], vi = ti, µi =
1

i+ 2
i = 1, 2, 3, 4,

và nghiệm chính xác của bài toán này là x∗(t) = t.

Tính toán thực hiện ở chế độ tuần tự với x0 = 104 × t và µi
k = 1 với mọi

i, k, sai số εk được tính theo công thức

ε2k = ‖xk − x∗‖2 =
1∫

0

(xk − t)2dt.

Bảng 4.1: Thuật toán chiếu-điểm gần kề song song
Số lần lặp (k) 1 10 30 40

Sai số (εk) 2.89× 103 5.6376 5.36× 10−6 5.25× 10−9

4.2 Giải hệ phương trình đại số tuyến tính

Xét hệ phương trình

Ax = b,

trong đó A là ma trận thực kích thước m × n và b là vectơ trong không gian

R
m.

Đặt aTi = (ai1, . . . , ain) là vector hàng thứ i của ma trận A. Viết lại hệ

phương trình trên dưới dạng



aTi x = bi i = 1, . . . ,m,

ai = (ai1, . . . , ain)
T , x ∈ R

n, bi ∈ R.
(4.2)

Gọi Pi(x) là phép chiếu trực giao của x lên siêu phẳng

Hi = {z ∈ R
n | aTi z = bi} i = 1, . . . ,m.

Ta có

Pi(x) = x− aTi x− bi
‖ai‖2

ai.
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Đặt Ai = I − Pi. Tương tự Bài toán khôi phục ảnh, ta có Pi là ánh xạ không

giãn và Ai là toán tử ngược đơn điệu mạnh. Bài toán giải hệ phương trình (4.2)

tương đương với bài toán giải hệ phương trình với toán tử đơn điệu

Ai(x) = 0 i = 1, . . . ,m.

4.2.1 Phương pháp chiếu-điểm gần kề song song

Đây là Bài toán khôi phục ảnh với H = R
n, vi = ai và µi = bi. Áp dụng

Thuật toán chiếu - điểm gần kề song song ta thu được thuật toán giải hệ phương

trình (4.2) sau đây

Cho trước x0 ∈ R
n và µi

k > 0 và tại lần lặp thứ k ≥ 0 ta đã có xk.

• Tính (đồng thời)

yik = xk −
〈xk, ai〉 − bi
(1 + µi

k)‖ai‖2
ai i = 1, . . . ,m. (4.3)

• Đặt

σi
k :=

〈xk, ai〉 − bi
(1 + µi

k)‖ai‖
.

Tìm

ik = argmax
i=1,2,...,n

{
σi
k

}
.

• Tính

P
H

ik
k

(x0) = x0 −
(1 + µik

k )〈aik, x0〉 − µik
k 〈aik , xk〉 − bik

(1 + µik
k )‖aik‖2

aik .

Nếu

‖x0 − xk‖2 ≤
(1 + µik

k )〈aik , x0〉 − µik
k 〈aik , xk〉 − bik

(1 + µik
k )‖aik‖2

〈aik, x0 − xk〉

thì

xk+1 = P
H

ik
k

(x0).

Nếu không thì tìm λ1 và λ2 thỏa mãn hệ phương trình



λ1‖Aik(y

ik
k )‖2 + λ2〈Aik(y

ik
k ), x0 − xk〉 = −〈x0 − yikk , Aik(y

ik
k )〉,

λ1〈Aik(y
ik
k ), x0 − xk〉+ λ2‖x0 − xk‖2 = −‖x0 − xk‖2.
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và tính

xk+1 = x0 + λ1Aik(y
ik
k ) + λ2(x0 − xk).

Ý nghĩa hình học
• Ta có

Ai(y
i
k) + µi

k(y
i
k − xk) = 0

⇔ yik − Pi(y
i
k) + µi

k(y
i
k − xk) = 0

⇔ (1 + µi
k)y

i
k = Pi(y

i
k) + µi

kxk

⇔ yik =
1

1 + µi
k

Pi(y
i
k) +

µi
k

1 + µi
k

xk. (4.4)

Do µi
k > 0 nên phương trình (4.4) cho thấy rằng yik nằm trong đoạn thẳng

[xk, Pi(y
i
k)]. Hơn nữa, từ (4.4) và (4.3) ta thu được

Pi(y
i
k) = Pi(xk).

Như vậy, các điểm yik nằm trong đoạn thẳng [xk, Pi(xk)].

• Xét các siêu phẳng

H
′i
k = {z ∈ R

n | 〈z − yik, xk − yik〉 = 0}

=

{
z ∈ R

n | 〈z, ai〉 =
(1 + µi

k)‖ai‖2
〈xk, ai〉 − µi

k

〈yik, xk − yik〉
}
.

Điều này cho thấy H
′i
k song song với Hi.

• Xét các siêu phẳng

W ′

k = {z ∈ R
n | 〈z − xk, x0 − xk〉 = 0}

= {z ∈ R
n | 〈z, x0 − xk〉 = 〈xk, x0 − xk〉}.

Vậy W ′

k là siêu phẳng đi qua điểm xk và vuông góc với vector x0 − xk.

• Minh họa hình học trong trường hợp n = 2,m = 3 và µi
k = 1 với mọi k, i

và giả sử hệ phương trình có nghiệm. Trong trường hợp này, Hi là các đường

thẳng và với µi
k = 1 thì yik là trung điểm của đoạn thẳng [xk, Pi(xk)] (với mọi

k, i).
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Hình 4.1: Minh họa hình học thuật toán chiếu-điểm gần kề song song

4.2.2 Phương pháp CQ song song

Áp dụng Thuật toán CQ song song giải hệ phương trình (4.2) như sau

Cho x0 ∈ R
n và dãy {αk} ⊂ (0, 1). Giả sử tại lần lặp thứ k ≥ 0 ta đã có xk.

• Tính (đồng thời)

yik = αkx0 + (1− αk)

(
xk −

aTi xk − bi
‖ai‖2

ai

)
.

• Tìm

ik = argmax{‖yik − xk‖}.

• Tìm xk+1:

xk+1 =





xk nếu xk ∈ Ck,

PCk
(x0) nếu PCk

(x0) ∈ Qk,

x0 + λ1(xk − Pik(xk)) + λ2(x0 − xk) các trường hợp còn lại,

trong đó λ1, λ2 là nghiệm của hệ phương trình (4.3) và

PCk
(x0) = x0 −

〈x0, xk − Pik(xk)〉 − µk

‖xk − Pik(xk)‖2
(xk − Pik(xk)).
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Kết luận

Luận văn đã trình bày lại một cách hệ thống các thuật toán hội tụ mạnh

giải phương trình, hệ phương trình toán tử đơn điệu và tìm điểm bất động của

họ hữu hạn các ánh xạ không giãn tương đối trong không gian Hilbert dựa trên

phương pháp lai ghép giữa thuật toán điểm gần kề với phép chiếu lên giao của

các tập lồi hoặc các nửa không gian.

Luận văn đã đề cập đến các vấn đề sau:

1. Hệ thống lại một số phương pháp điểm gần kề và các cải biên của nó

trong không gian Hilbert. Khái niệm nghiệm gần đúng với sai số cho phép

và một số tính chất quan trọng;

2. Trình bày thuật toán chiếu-điểm gần kề để tìm không điểm của toán tử

đơn điệu cực đại và định lý hội tụ mạnh đến một điểm trong tập các

không điểm;

3. Trình bày các thuật toán song song chiếu-điểm gần kề và CQ tương ứng

để giải hệ phương trình với toán tử đơn điệu và tìm điểm bất động của

họ các ánh xạ không giãn tương đối trong không gian Hilbert và Banach;

4. Trình bày các định lý hội tụ mạnh cho các toán tử không gian tương đối

trong không gian Banach và định lý hội tụ mạnh của phương pháp CQ

xoay vòng và CQ song song cho họ hữu hạn các ánh xạ không giãn tương

đối trong không gian Banach;

5. Áp dụng thuật toán chiếu-điểm gần kề song song cho bài toán khôi phục

ảnh trong không gian Hilbert và một ví dụ số minh họa cho sự hội tụ của

thuật toán này;

6. Áp dụng thuật toán chiếu-điểm gần kề song song và phương pháp CQ

song song để giải hệ phương trình với số ẩn và số phương trình không

nhất thiết bằng nhau. Minh họa hình học cho thuật toán chiếu-điểm gần

kề song song trong R
2.
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