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Một số lớp toán tử chuẩn hợp nhất trong lôgic mờ : 
\ Luận văn ThS. Toán học: 60 46 35  \ Nguyễn Huy 
Chinh ; Nghd. : PGS.TSKH. Bùi Công Cường 
 
1.1 Chuẩn hợp nhất 

1.1.1. Chuẩn hợp nhất  

Như ta đa biết với t_chuẩn và t_đối chuẩn ta có: 

+ Một t-chuẩn T là một ánh xạ T: [0,1]x[0,1]® [0,1] có các tính chất sau: 

         (1) ( , ) ( , )T x y T y x=  (Tính chất giao hoán) 

         (2) ( , ) ( ', ') '; 'T x y T x y khi x x y y³ ³ ³  (Tính đơn điệu) 

         (3) ( , ( , )) ( ( , ), )T x T y z T T x y z=   (Tính kết hợp) 

         (4) ( ,1)T x x=  

 + Một t-đối chuẩn là một ánh xạ  S: [0,1]x[0,1]® [0,1] có các tính chất sau: 

        (1) ( , ) ( , )S x y S y x=  (Tính chất giao hoán) 

        (2) ( , ) ( ', ') '; 'S x y S x y khi x x y y³ ³ ³  (Tính đơn điệu) 

        (3) ( , ( , )) ( ( , ), )S x S y z S S x y z=   (Tính kết hợp) 

        (4) ( ,0)S x x=  

 Chúng ta có thể gộp 2 toán tử hai ngôi này để xây dựng toán toán tử hai ngôi kết 

hợp. Toán tử hai ngôi kết hợp mới này gọi là chuẩn hợp nhất có 3 tính chất đầu giống 

như 3 tính của t_chuẩn và t_đối chuẩn và có phần tử trung hòa là eÎ [0,1] . 

Định nghĩa 1.2.1: Một chuẩn hợp nhất là một ánh xạ  U: [0,1]x[0,1]® [0,1] có 

các tính chất sau: với mọi x,y,z Î[0,1] 

        (1) U(x,y)=U(y,x) (Tính chất giao hoán) 

        (2) Nếu x1 ≤  x2, y1 ≤ y2 thì U(x1,y1) ≤ U(x2,y2) (Tính đơn điệu theo từng biến) 

        (3) U(x,U(y,z))=U(U(x,y),z)  (Tính kết hợp) 
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        (4) Tồn tại eÎ[0,1] sao cho: U(x,e)=x, e được gọi là phần tử trung hòa. 

1.1.2. Tính chất của toán tử chuẩn hợp nhất: 

+ Tính chất 1.2.1: Khi e = 1 thì U là t_chuẩn, e=0 thì U là t_đối chuẩn.         

+ Tính chất 1.2.2: Tồn tại một luật Morgan đối ngẫu cho toán tử chuẩn hợp nhất . 

Tức là: 

          Giả sử U là một chuẩn hợp nhất với phần tử trung hòa  e. Khi đó toán tử U’ 

được xác định: '( , ) 1 ( , )U x y U x y= -  trong đó ( ) 1x N x x= = -  cũng là một chuẩn 

hợp nhất với phần tử trung hòa là  1e e= - . 

 + Tính chất 1.2.3: 

         Giả sử U là một chuẩn hợp nhất với phần tử trung hòa e. Khi đó: 

             1. Với x bất kì và mọi y> e ta có : ( , )U x y x³  

             2. Với  bất kì và mọi y < e ta có : ( , )U x y x£  

         + Tính chất 1.2.4:  Giả sử U là một chuẩn hợp nhất với phần tử trung hòa e. 

Khi đó: 

                       1. U(x,0) = 0 với x e" £  

                       2. U(x,1) = 1 với x e" ³  

+ Tính chất 1.2.5: Với toán tử chuẩn hợp nhất U bấy kỳ ta có:  

U(0,1),U(1,0) Î {0,1} 

1.2  Chuẩn hợp nhất dạng min và dạng max 

Định nghĩa: Một toán tử U: [0,1]2→[0,1] gọi là chuẩn hợp nhất dạng min  

với phần tử trung hòa e Î(0,1) nếu tồn tại t-chuẩn T và  một t-đối chuẩn S sao cho 

U được cho bởi công thức sau: 

                  

2

2

, ( , ) [0,e]

x-e y-e
( , ) e+(1-e)S ; ( , ) [e,1]

1-e 1-e

min(x,y) khác i

x y
eT khi x y

e e

U x y khi x y

ì æ ö Îç ÷ï è øï
ï æ ö= Îí ç ÷

è øï
ï
ï
î

đ
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Định nghĩa 1.2.4: Một toán tử U: [0,1]2→[0,1] gọi là chuẩn hợp nhất dạng 

max  với phần tử trung hòa e Î(0,1) nếu tồn tại t-chuẩn T và  một t-đối chuẩn S sao 

cho U được cho bởi công thức sau: 

 

                     

2

2

, ( , ) [0,e]

x-e y-e
( , ) e+(1-e)S ; ( , ) [e,1]

1-e 1-e

max(x,y) khác i

x y
eT khi x y

e e

U x y khi x y

ì æ ö Îç ÷ï è øï
ï æ ö= Îí ç ÷

è øï
ï
ï
î

đ

                   

1.3. Chuẩn hợp nhất lũy đẳng 

Định nghĩa: Chuẩn hợp nhất U được gọi là chuẩn hợp nhất lũy đẳng nếu 

U(x,x) = x với mọi x Î [0,1]. 

Định lý(M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Theorem 6]): U là chuẩn 

hợp nhất lũy đẳng với phần tử trung hòa e Î [0,1] nếu và chỉ nếu có một hàm giảm 

g: [0,1] ®  [0,1] với g(e) = e sao cho: 

min( , ) ( ) [ ( ) à ( ( ))]

ax( , ) ( ) [ ( ) à ( ( ))]
( , )

min( , )

ax( , ) ( ) à ( ( ))

x y khi y g x hoăc y g x v x g g x

m x y khi y g x hoăc y g x v x g g x
U x y

x y hoăc

m x y khi y g x v x g g x

< = <ì
ï > = >ï= í
ï
ï = =î

 

giao hoán trên tập {(x,y)| y = g(x) với x = g(g(x)) } 

     Hàm g mô tả như trên được gọi là hàm liên kết của U. Ký hiệu chuẩn hợp nhất 

lũy đẳng với phần tử trung hòa e Î [0,1] là U = (e, g). 

 

1.4. Chuẩn hợp nhất biểu diễn 

 Định nghĩa(M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Definition 2]): Một chuẩn hợp 

nhất với phần tử trung hòa e Î (0,1) gọi là biển diễn nếu có một ánh xạ liên tục và 

tăng ngặt h: [0,1] ®  [-¥ ,+¥ ] với h(0)= -¥ , h(e)=0 và h(1)=+¥  (gọi là hàm sinh 

cộng tính - additive generator của U) sao cho:  

+ Với mọi (x,y)Î[0,1]2\{(0,1),(1,0)} thì  U(x,y)=h-1(h(x)+h(y))  
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+Với (x,y)Î{(0,1),(1,0)} thì U(x,y)=0 hoặc U(x,y)=1. 

 

Định lý: Toán tử hai ngôi U: [0,1]2→[0,1] là chuẩn hợp nhất  biển diễn thì: 

i, U liên tục và tăng ngặt trên (0,1)2 

ii,   Tồn tại một hàm phủ định mạnh N sao cho: U(x,y) = N(U(N(x),(N(y)))

 với (x,y)Î[0,1]2\{(0,1),(1,0)} 

 

Định lí (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Theorem 7]) Giả sử U là một chuẩn 

hợp nhất liên tục trên (0,1)2 với phần tử trung hòa eÎ(0,1). Khi đó một trong các 

trường hợp sau được thỏa mãn: 

(a) Tồn tại uÎ[0,e), lÎ(0,u], hai t-chuẩn liên tục T1 và T2 và chuẩn hợp nhất 

biểu diễn UR sao cho U có thể được biểu diễn dạng: 

 

   

1

2

R

, , [0, ]

x- y-
+(u- )T ; , [ ,u]

u- u-

( , ) x-u y-u
+(1-u)U ; , (u,1)

1-u 1-u

1 khi min(x,y) ( ,1] à max(x,y) =1

min(x,y) hay 1 khi (x,y) {( ,1),(1, )}

min(x,y) ác i

x y
T khi x y

khi x y

U x y
u khi x y

v

kh

l l
l l

l l
l l l

l l

l
l l

ì æ ö Îç ÷ï è øï
ï æ ö Îï ç ÷

è øïï= æ öí Îç ÷
è ø

Î
Î

đ

ï
ï
ï
ï
ï
ïî

     

       

     (b) Tồn tại vÎ(e,1], wÎ(v,1], hai t-đối chuẩn liên tục S1 và S2 và một chuẩn hợp 

nhất biểu diễn UR sao cho U có thể được biểu diễn dạng: 
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1

2

, , (0,v)

x-v y-v
v+( -v)S ; , [v, ]

-v -v

( , ) x- y-
+(1- )S ; , [ ,1]

1- 1-

0 khi max(x,y) [0, ) à min(x,y) = 0

max(x,y) hay 0 khi (x,y) {(0, ),( ,0)}

max(x,y) ác i

R

x y
vU khi x y

v v

khi x y

U x y
khi x y

v

kh

w w
w w

w ww w w
w w

w
w w

ì æ ö Îç ÷ï è øï
ï æ ö Îï ç ÷
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CHƯƠNG 2 

 PHÉP KÉO THEO 
 

2.1 Phép kéo theo 

Định nghĩa: Phéo kéo theo (implication) là một hàm số I: [0,1]2 ® [0,1] thỏa mãn 

các điều kiện sau : 

a, Nếu x ≤ z thì I(x,y) ≥  I(z,y) với mọi y Î[0,1]  

b, Nếu y ≤ u thì I(x,y) ≤   I(x,u) với mọi x Î[0,1] 

c, I(0,x) = 1  với mọi x Î[0,1] 

d, I(x,1) = 1  với mọi x Î[0,1] 

e, I(1,0) = 0 

2.2  Phép kéo theo (U,N) 

Cho U  lần lượt là các chuẩn hợp nhất với phần tử trung hòa  là e. Cho N là 

hàm phủ định. Ký hiệu IU-N là toán tử (U,N) xác định bởi công thức sau:  

IU-N(x,y) = U(N(x), y) với mọi x, y Î[0,1]     (2.3) 

Toán tử IU-N thỏa mãn các điều kiện (a), (b), (e) của định nghĩa phép kéo 

theo, còn các điều kiện (c): IU,N(x,0) = 1 với mọi xÎ[0,1] và (d): IU,N(1,y) = 1 với 

mọi y Î[0,1] chưa thể khẳng định có thỏa mãn hay không. Vậy ta muốn nghiên cứu 

khi IU,N như một hàm kéo theo thì ta chỉ cần kiểm tra IU,N có thỏa mãn hai điều kiện 

này hay không.   
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Bổ đề (Michał Baczy´ nski, Balasubramaniam Jayaram [5, Proposition 5.3]) : Với U  

là chuẩn hợp nhất và N là hàm phủ định thì toán tử IU,N tương ứng là phép kéo theo 

khi và chỉ khi U là chuẩn hợp nhất dạng tuyển. 

Hệ quả: Với U  là chuẩn hợp nhất biểu diễn mà U(1,0) = U(0,1) = 1 và N là hàm 
phủ định thì toán tử IU,N tương ứng là phép kéo theo. 
 
2.3  Phép kéo theo RU 

Cho U  lần lượt là các chuẩn hợp nhất với phần tử trung hòa  là e. Ký hiệu 

IU là toán tử RU xác định bởi công thức sau:  

IU(x,y) = sup{ tÎ[0,1]| U(x,t)≤y } với mọi x,y Î[0,1]     (2.4) 

Toán tử IU thỏa mãn các điều kiện (a), (b), (d) và (e) của định nghĩa phép 

kéo theo, còn các điều kiện (c): IU(0,x) = 1 với mọi xÎ[0,1] chưa thể khẳng định có 

thỏa mãn hay không. Vậy ta muốn nghiên cứu khi IU như một hàm kéo theo thì ta 

chỉ cần kiểm tra IU có thỏa mãn điều kiện này hay không.   

 

Bổ đề (Michał Baczy´ nski, Balasubramaniam Jayaram [6, Proposition 6.2]) : Với 

U  là chuẩn hợp nhất  thì toán tử IU tương ứng là phép kéo theo khi và chỉ khi U là 

chuẩn hợp nhất thỏa mãn U(0,y) = 0 với mọi y Î[0,1). 

Hệ quả: Với U =(T, S, e) là chuẩn hợp nhất dạng min và N là hàm phủ định thì toán 

tử IU tương ứng là phép kéo theo. 

Bổ đề(Michał Baczy´ nski, Balasubramaniam Jayaram [6, Proposition 5.3]) :  Nếu 

U là chuẩn hợp nhất dạng min thì IU là phép kéo theo và khi đó IU có dạng sau: 

2

2
S

2

min

, ( , ) [0,e] à

x-e y-e
e+(1-e)I ; ( , ) [e,1] à( , )

1-e 1-e

( , ) [e,1] à

( , ) khác i

T

U

x y
eI khi x y v x y

e e

khi x y v x yI x y

e khi x y v x y

I x y

ì æ ö Î >ç ÷ï è øï
ï æ öï Î £= ç ÷í

è øï
ï Î >
ï
ïî đ

  

với mọi x, yÎ[0,1] 

Hệ quả: Nếu U là chuẩn hợp nhất lũy đẳng với hàm chuyển g và phần tử trung hòa 

e. IU là phép kéo theo khi và chỉ khi g(0)=1. 
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Hệ quả: Nếu U là chuẩn hợp nhất lũy đẳng với hàm chuyển g và g(0)=1 thì IU là 

phéo kéo theo và có dạng sau: 

 
ax( ( ), )

( , )
min( ( ), )U

m g x y khi x y
I x y

g x y khi x y

£ì
= í >î

 với mọi x,yÎ[0,1] 

2.4 Phép kéo theo QL 

         Cho U và U’ là chuẩn hợp nhất dạng hội và chuẩn hợp nhất dạng tuyển với 

phần tử trung hòa lần lượt là e và e’. Cho N là một phủ định mạnh. Ta sẽ kí hiệu  IQ 

tương ứng với toán tử QL  được cho bởi: 

                    IQ(x,y) = U’(N(x),U(x,y))  với mọi x,y Î[0,1].                  (2.5) 

         Ta nhận thấy rằng toán tử IQ thỏa mãn các điều kiện (b), (c), (d), (e) của định 

nghĩa phép kéo theo, còn điều kiện (a) là sự giảm trong biến thứ nhất chưa thể 

khẳng định có thỏa mãn hay không. Ta muốn nghiên cứu khi IQ như một hàm kéo 

theo thì ta chỉ cần kiểm tra IQ có giảm trong biến thứ nhất hay không. Ta bắt đầu với 

điều kiện cần thiết sau đây trong trường hợp tổng quát: 

Bổ đề :: Cho U và U’ là các chuẩn hợp nhất dạng hội và dạng tuyển, N là một 

phủ định mạnh sao cho tương ứng với toán tử QL  IQ là một hàm kéo theo. Khi đó 

U’ là một t-đối chuẩn thỏa mãn U’(x,N(x)) = 1 với mọi xÎ[0,1].    

Ví dụ 2.4.2:   Nếu ta chọn :  U’(x,y) = min(1, x+y), N(x) =1-x  thì khi đó với mọi 

U(x,y), điều kện U’(x,N(x)) = 1  trong mệnh đề trên luôn được thỏa mãn. Thật vậy, 

ta có :  U’(x, N(x)) = min(1,x+1-x) = min(1,1) = 1. 

 Với IQ(x,y) = min(1,1-x +U(x,y)). Bây giờ ta xét với U’ là hàm t-đối chuẩn 

liên tục, với một hàm chuyển j  : [0,1] ®  [0,1] là một đẳng cấu tăng. Ký hiệu 

IQ(x,y) = j -1(min(1-j (x)+ j (U(x,y))) với mọi x, y Î [0,1]. Ta có kết quả sau đối 

với toán tử IQ
 : 

1

1
( , )

(1 ( ) ( ( , )))Q

khi y e
I x y

x U x y khi y ej j j-

³ì
= í - + £î

 (2.6) 

Ta ký hiệu toán tử QL trên là Ij ,U. 

Bổ đề : (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[3, Proposition  13]) Nếu U là một 

chuẩn hợp nhất dạng hội liên lục với phần tử trung hòa e Î(0,1) và j  là một đẳng 
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cấu tăng sao cho Ij ,U , được định nghĩa bởi công thức (2.4), là một phép kéo theo 

thì U không liên tuc trên [0,1]2. 

Chú ý: U không liên tục trên trên [0,1]2 thì U không là chuẩn hợp nhất biểu diễn. 

Vậy Ij ,U là phéo kéo theo thì U không là chuẩn hợp nhất biểu diễn. 

 

Bổ đề (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[3, Proposition  14]): U là một chuẩn 

hợp nhất lũy đẳng dạng hội với phần tử trung hòa e Î[0,1] và j : [0,1] ®  [0,1] là 

một đẳng cấu tăng. Ij ,U là một phép kéo theo nếu và chỉ nếu U được xác định bởi 

công thức : 

  
ax( , ) min( , )

( , )
min( , ) ác

m x y khi x y e
U x y

x y kh i

³ì
= í
î đ

(2.7) 

Định nghĩa:  Một toán tử hai ngôi F : [a,b]2 → [a,b] gọi là thỏa mãn điều kiện 

Lipschitz nếu |F(x,y) - F(x’,y’)| ≤ |x-x’| + |y-y’| với mọi x, y, x’, y’Î[a,b]. 

Như vậy nếu một t-chuẩn T thỏa mãn điều kiên Lipschitz thì ta có: 

  T(x,y) -T(x’,y) < x-x’ với mọi x’ ≤ x 

Ký hiệu pe : [0,e] →[0,1] là một đẳng cấu tăng xác định bởi ( )e

x
p x

e
=  

Bổ đề(M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[3, Proposition  16]): Cho U = (e, T, S) là 

một chuẩn hợp nhất ở dạng min với phần tử trung hòa e Î[0,1] và j : [0,1] →[0,1] 

là một đẳng cấu tăng. Ký hiệu j e: [0,e]→[0, j (e)] là sự hạn chế của hàm j  trên 

đoạn con [0,e]. Ij ,U là một phép kéo theo khi và chi khi hàm chuyển ψ=pe
oφe

-1 của 

T thỏa mãn điều kiện Lipschitz. Trong trường hợp này phép kéo theo Ij ,U được xác 

định như sau: 

, 1

1

(1 ( ) ( ))

( , ) ,

U

khi y e

I x y khi y e x

A x y khi x y e

j j j j-

³ì
ï= - + < £í
ï £î

  (2.9) 

Với A(x,y)= 1(1 ( ) ( ( , )))
x y

x eT
e e

j j j- - +  

2.5 Phép kéo theo D 



 9

Cho U và U’ lần lượt là các chuẩn dạng hội và chuẩn dạng tuyển với các 

phần tử trung hòa của hai chuẩn đó lần lượt là e và e’. Cho N là hàm phủ định 

mạnh. Ký hiệu ID là toán tử D xác định bởi công thức sau:  

ID(x,y) = U’(U(N(x),N(y)),y) với mọi x, y Î[0,1]  

Toán tử ID thỏa mãn các điều kiện (a), (c), (d), (e) của định nghĩa phép kéo 

theo, còn điều kiện (b) là sự tăng trong biến thứ hai chưa thể khẳng định có thỏa 

mãn hay không. Ta muốn nghiên cứu khi IQ như một hàm kéo theo thì ta chỉ cần 

kiểm tra IQ có tăng trong biến thứ hai hay không.   

Bổ đề (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Proposition  17]): Cho U và U’ lần 

lượt là các chuẩn dạng hội và chuẩn dạng tuyển và N là một hàm phủ định mạnh. 

Toán tử ID là một hàm kéo theo khi và chỉ khi toán tử IQ cũng là một hàm kéo theo. 

 

Hệ quả (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Corollary  18]): Cho U và U’ là các 

chuẩn hợp nhất dạng hội và dạng tuyển, N là một phủ định mạnh sao cho tương ứng 

với toán tử D  ID là một hàm kéo theo. Khi đó U’ là một t-đối chuẩn thỏa mãn 

U’(x,N(x)) = 1 với mọi x Î[0,1]. 

 Cho S2(x,y) = min(x+y,1), lấy U’= φ-1
oS2oφ với mọi x,yÎ[0,1], với đẳng cấu tăng 

φ: [0,1]→[0,1] và với N là hàm phủ định mạnh, ta lấy hàm phủ định mạnh Nφ . 

Trong trường hợp này ID xác định bởi chông thức sau: 

 ID(x,y) = φ-1(min(φ(U(Nφ(x), Nφ(y)) + φ(y), 1)) với mọi x, yÎ[0,1]. 

Ký hiệu Toán tử  ID xác định bởi công thức trên là Iφ,U. 

Hệ quả (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Corollary  20]): Cho U là một 

Chuẩn hợp nhất dạng hội với phần tử trung hòa e Î[0,1], φ: [0,1]→[0,1] là một 

đẳng cấu tăng và φe là hạn chế của φ trên [0,e]. Ta có: 

(i) Nếu Iφ,U  là một hàm kéo theo thì U không liên tục trên [0,1]2 vì thế U 

cũng không là chuẩn hợp biểu diễn. 

(ii) Nếu U là chuẩn hợp lũy đẳng, Iφ,U  là hàm kéo theo khi và chỉ khi U ở 

dạng min. 

(iii) Nếu U ở dạng Min với U=(e,T,S), Iφ,U là hàm kéo theo khi và chỉ khi 
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t_chuẩn Tψ thỏa mãn điều kiện Lipschitz với ψ=pe
oφe

-1. 

Trong trường hợp này Iφ,U được xác định như sau: 

  1
,

1 ( )

(1 ( ) ( )) ( )

( , ) , ( )
U

khi y N e

I x y khi y N e x

B x y khi x y N e

j

j j

j

j j j-

ì £
ï= - + £ <í
ï ³î

  

Với B(x,y)= 1 ( ) ( )
( ( ( , )) ( ))

N x N y
eT y

e e
j jj j j- +  

 
 

CHƯƠNG 3  

 ỨNG DỤNG CỦA CHUẨN HỢP NHẤT 

 TRONG ĐIỀU KHIỂN MỜ 
 
Cho eÎ[0,1] và  hai toán tử hai ngôi sau : 

  min

ax( , ) 2

ax ( , )

min( , ) 2

+ >ì
ï= í
ï + £î

e

m x y khi x y e

m x y

x y khi x y e

  

và   

  max

ax( , ) 2

ax ( , )

min( , ) 2

+ ³ì
ï= í
ï + <î

e

m x y khi x y e

m x y

x y khi x y e

 

Ta có :  
 + maxe

min
, maxe

max là hai chuẩn hợp nhất lũy đẳng với phần tử trung hòa e và 

có hàm chuyển g(x)=2e-x. 

Dùng hai chuẩn hợp nhất trên để xác định giá trị của các luật mờ và luật hợp thành 
trong điều khiển mò 
 

 

 

KẾT LUẬN 
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        Trong luận văn này, tôi đã tìm hiểu toán tử chuẩn hợp nhất, và ứng dụng của 

nó vào việc xậy dựng phép kéo theo. Những lớp toán tử đó đã được trình bày chặt 

chẽ cùng với một số định lí có chứng minh. Tiếp theo tôi đề xuất mang tính chất 

định hướng là ứng dụng toán tử  chuẩn hợp nhất vào việc xác định giá trị luật hợp 

thành trong điều khiển mờ.  Rõ ràng vai trò của lớp toán tử này rất quan trọng và lí 

thú. Hướng nghiên cứu tiếp theo tôi sẽ ứng dụng toán tử chuẩn hợp nhất trong : 

  + Suy luật xấp xỉ 

  + Mạng Nơron 
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