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Tém tat két qua dang ky

. Tén dé tai: Cac dinh 1y giéi han ctia tong ngdu nhién cac bién ngdu nhieén va tng
dung

. Chti nhiém dé tai: PGS. TS. Tran Loc Hung

e Truong Dai Hoc Khoa Hoc Hué

e 77 Nguyén Hug, Thanh phd Hué

o Dien thoai: (054) - 3835949

e Di dong: 0905. 899. 936

e E-mail: tlhungvn@gmail.com

. Co quan chu tri: Truong Dai hoc Khoa hoc Hué

. Nganh: Toan hoc; Chuyén nganh: Ly thuyét xac suat va Thong ké toan hoc

. Linh vyc Nghién cttu: Khoa hoc Ty nhién; Loai hinh nghién ctu: Co ban

. Thoi gian thuc hién: 24 thang, tu thang 3 nam 2007 t6i thang 3 nam 2009

. Kinh phi: 50.000.000 dong (nam muoi triéu dong)

. Cac thanh vién tham gia dé tai:

(a) Ths. Tran Thién Thanh, Khoa Toén, Truong Dai hoc Khoa hoc Hué, hoc vien
Cao hoc Toan khoéa 2007-2009.

(b) Ths. Bui Quang Vii, Khoa Toan, Trudng Dai hoc Khoa hoc Hué, hoc vien Cao
hoc Toan khoéa 2006-2008.

. Tinh cap thiét ctia dé tai:

(a) Ly thuyét cac dinh ly gi6i han ddi v6i tong ngdu nhién cac bién ngau nhién
doc lap 1a mot trong nhiéu huéng nghién cttu quan trong ciia Ly thuyét xac
suat va Thong ké Toan hoc, dang 1a muc tiéu dude quan tam ctia nhiéu nha
toan hoc khong chi trong linh vic nghién cttu ly thuyét ma ca trong céc linh
vic ing dung (xem chi tiét trong cac tai lieu [13],[14], [42], [9], [41], [24]-[20]).

(b) Céac cong cu nghién citu trong Ly thuyét cac dinh ly gidi han, dic bigt danh
gia toc do hoi tu trong cac dinh 1y gidi han c¢o dién, thudng duge st dung nhu
ham dic trung E(exp(itX)) hodc ham sinh md ment E(exp(tX)) khong con
thich hop, dac biét trong cac trudong hop lién quan téi cac véc to ngau nhién

nhiéu chiéu (xem chi tiét trong [J], [41], [10], [45] va [10]).
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Phuong phap toan tit va phuong phap khoang cach xac suat 1 hai trong nhieu
phuong phap tiép can hién dai da va dang duge sit dung trong nghién citu Ly
thuyét cac dinh Iy gidi han ctia Ly thuyét xac suat cho cac bién ngdu nhién
doc lap (hodc khong nhat thiét doc lap) (xem [1]-[3], [7], [9], [41], [15] - [19],
[51]-[54]). Dac biét, phuong phép toan tit va phuong phép khoéng cach xéc
suat duge danh gia 1a c¢6 nhiéu trién vong tng dung trong khong gian vo han
chiéu va trong cac truong ngau nhién (xem nhan xét vé toan tit Trotter ctia A.
B. Molchanov trong [36] va V. Sakalauskas trong va [10]).

Tt cac két qua lien quan t6i dang diéu tiem can ctia tong ngau nhién cac bién
ngau nhién doc lap, tim cac tng dung 1y thuyét uéc lugng, kiem dinh, mo
phéng Monte Carlo va cdc mo hinh théng ké tng dung.

10. Muc tiéu dé tai:

(a)

11. Nai

MG rong cac két qua co dién trong Ly thuyét cac dinh 1y gii han (cu thé, Dinh
Iy gidi han trung tam va Luat yéu cac s6 16n) véi tong ngau nhien céc bién
ngau nhién (hodc véc to ngau nhién) doc lap, (phét trién v md rong hudng
ctia H. Robbins [12], B. Gnhedenko [13],[11], W. Feller [9] va A. Renyi [11]).

St dung khoang cach x4c suat duge xay dung trén co sé toan tit Trotter (H.
F. Trotter, 1959, xem [19]) dé danh gia tdc do hoi tu trong mot s6 dinh ly gisi
han clia tdng ngau nhién cac bién ngau nhién (hodc véc to ngiu nhién) doc lap
va danh gid khoang cich gitta hai tong ngau nhién cac bién ngau nhién (hodc

véc to ngau nhién) doc lap.

Tim céc ting dung qua phép tiép can tong ngau nhieén nhu xéc dinh ham phan
phdi x4c suat clia bién ngau nhién dang khi binh phuong x? vé6i do tu do 1a
mot bién ngau nhién, xay dung khoang tin cay cho céc tham sb ciia tong thé

qua cac udce ti 1a tong ngdu nhién cac bién ngdu nhién doc lap.
dung nghién ciu chinh:

Nghién ctu dang diéu tiém can cho cac tong ngau nhién céc bién ngiu nhién
doc lap khi s6 cac thanh phan clia téng 1a mot bién ngu nhieén nhan gia tri
nguyén duong, doc 1ap v6i moi bién ngau nhién thanh phan. Xét cac truong
hop khi s6 thanh phan ctia tong ngdu nhién 1a mot bién ngdu nhién c6 phan
phdi xéc suat cu thé.

Stt dung khodng cach xac suat Trotter danh gia téc do hoi tu trong Luat yéu
cac s6 16n dang Khintchin trong truong hop tong ngdu nhién céc bién ngiu

nhién doc lap (xem chi tiét trong [20]). Cac két qua nhan duge c¢6 thé sit dung



trong nghién citu Ly thuyét xap xi, dac biét c6 thé ap dung vao bai toan xap

xi Weiertrass d6i v6i mot ham lién tuc trén doan déng [0,1] (xem [29]).

(c) St dung khodng céch x4c suat Trotter danh gid khoang cach gita hai tong
ngau nhién cac vecto ngdu nhién doc 1ap (thé hign trong cac bai béo [18]-[23]).
Céc két qua nhan dugce theo huéng nay la sy phat trién va md rong cac két
qua ctia Prakasa B. L. S. Rao [10] va V. Sakalauskas [15]. Dong thoi ciing la
su md rong cac két qua ctia P. L. Butzer trong [1] va [2], clia Z. Rychlick ([43]

va [11]), va ctia Tran Loc Hung (xem [15] va [10].

(d) Tim kiém mot s6 ting dung lién quan tdi cac bai todn thong ké ting dung va
mo6 phéng Monte Carlo qua phép tiép can tong ngdu nhien, cu thé xac dinh
mot thuat toan tinh cac ham phan phdi dang khi binh phuong x? v6i do tu do
14 mot bién ngau nhién, hoac xay dung khodng tin cay ngau nhién cho gia tri

trung binh tong thé va cho t¥ 1é tong thé.
12. Két qua dat dudc cua dé tai:

(a) Két qua da cong bo:
e 07 bao cao tai cac hoi nghi hoi thao,
e 07 bai bao da diang trén cac tap chi chuyén nganh trong nude ([18]-[23]),
e (02 bai bao da dang trén cac tap chi chuyén nganh ngoai nudc
e 01 bai bao da gii dang ([21]) trén tap chi ngoai nudc.
Cu thé
i. @ 03 bdo cdo tai Hoi nghi Khoa hoc Dai hoc Hué lan thit 2, 4/2007;

e 02 béo cao tai Hoi thao Tdi wu va Toan tng dung tai Ba Vi cdc nam
2007, 2008;
e 01 bao céo tai Hoi thao Viet Nam- Han qubc tai Nha Trang nam 2008;
e 01 bao cdo tai Dai hoi Toan hoc toan qubc 1an thit 7 tai Quy Nhon (Binh
Dinh), thang 8 nam 2008.

ii. @ 01 két qua dang trén Tap chi Khoa hoc va Ky thuat, Hoc Vien Ky thuat
quan sy, nam 2008;
e 03 két qua dang tren Tap chi Khoa Hoc Dai hoc Hué cac nam 2007,
2008;
e 01 két qua dang trén Thong tin Khoa hoc Truong Dai hoc Khoa hoc Hué
nam 2008;
e 01 két qua dang trén Tap chi ting dung Toan hoc nam 2008;
e 01 két qua dang trén Ky yéu Hoi thao Viet Nam - Han Qudc nam 2008;



iii.

1v.

e 01 két qué dang trén Proceedings of the International Scientific Confer-
ence, Probability Theory, Random Processes, Mathematical Statistics and
Applications, Minsk, Belarus, September 15-19, (2008, pp. 417 - 422).

e 01 két qué dang trén Bulletin of the Korean Mathematical Society 2008;
e 01 két qué dang trén International Mathematical Forum (2009).

01 két qua gui diang tréen Communications of the Korean Mathematical
Society, 2008.

(b) Tham gia dao tao 02 Thac sy chuyén nganh Ly thuyét Xac suat va Thong ke
toan hoc (da bao vé 11/ 2007 va 12/2008 tai Truong Dai hoc Khoa Hoc Hué).

(¢) Dong huéng dan 01 NCS chuyen nganh Ly thuyét Xac suat va Thong ke Toan
hoc, tai Truong Dai hoc Tong hgp Qudbc gia Belarus (BSU), da bao vé thang
5/2009 tai BSU.

13. San pham cua dé tai:

(a) Cac bao cao tai Hoi nghi, Hoi théo:

1.

11.

1il.

1v.

vi.

vii.

Tran Loc Hung, Ddanh gid khodng cdch xdc sudt Trotter ciia hai tong chuan
héa cdc véc to ngau nhién doc lap, Hoi nghi Khoa hoc Dai hoc Hué lan
tha 2, 2007.

Tran Loc Hung va Tran Thien Thanh, Mot s6 két qud lien quan tdi tam
ctia bién ngau nhién, Hoi nghi Khoa hoc Dai hoc Hué lan thit 2, 2007.
Tran Loc Hung, Tran Thién Thanh va Bui Quang Vi, Phan phoi khi binh
phuong vdi do tu do ngdu nhién, Hoi nghi Khoa hoc Dai hoc Hué lan
tha 2, 2007.

Tran Loc Hung va Tran Thien Thanh, Phan phoi khi binh phuong vdi do
tu do ngdau nhién, H6i thao Téi wu va Toan ng dung (lan thit 5), Ba
Vi, 2007.

Tran Loc Hung, Tran Thién Thanh va Bui Quang Vi, Ve mot bai todn
wde lugng tham so qua tong ngau nhién, Hoi thao Téi wu va Toan dng
dung (lan tht 6), Ba Vi, 2008.

Tran Loc Hung, Tran Thien Thanh and Bui Quang Vu, Some connec-
tions between random sum limit theorems and Monte Carrlo Simulation,
Vietnam-Korea Workshop on Optimization and Applied Mathe-
matics, Nha Trang, 2008

Tran Loc Hung and Tran Thien Thanh, Some Estimation Problems via

Random-Sum Estimators, Dai Héi Toan hoc toan qubc, 2008.

(b) Céc két qua dang trén cac tap chi trong nudc
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i. Tran Loc Hung va Tran Thien Thanh, Mot s6 két qud vé tong ngdu nhién
cdac bién ngau nhién doc lap cung phan phoi, Tap chi Khoa hoc va K¥
thuat, Hoc Vien K§ thuat Quan s, s6 120, III, trang 12-22.

ii. Tran Loc Hung, Cdc wdc higng ciia khodng cach xdc suat Trotter cia hai
tong cdc véc to ngau nhién doc lap, Tap chi Khoa hoc, Dai hoc Hué,
Phan Khoa hoc Ty nhien, N. 42, (2007), trang 103-109.

iii. Tran Loc Hung, Tran Thién Thanh va Bui Quang Vii, Phdan phoi clia dang
khi binh phuong véi do tu do ngau nhién, Tap chi Ung dung Toan hoc
Viét Nam, Vol 5, N. 1, (2007), trang 13-26.

iv. Tran Loc Hung v Tran Thién Thanh, Toc do hoi tu trong mot so6 dinh ly
gidi han doi vdi tong ngdu nhién qua khodng cdach Trotter, Tap chi Khoa
hoc Dai hoc Hué, Dai hoc Hué, Phan Khoa hoc Ty nhien, N. 14 (48),
(2008), trang 41-48.

(c) Cac két qua dang 6 Ky yéu cac Hoi nghi, Hoi thao

i. Tran Loc Hung, Tran Thien Thanh and Bui Quang Vu, Some connections
between Random-sum Limit Theorems and Monte Carlo Simulation, Pro-
ceedings of the Sixth Vietnam-Korea Joint Workshop Mathematical Op-
timization Theory and Applications, February 25-29, 2008, Publishing
House for Science and Technology, pp. 53-63.

ii. Tran Loc Hung, On the Trotter’s distance of two weighted random sums of
d-dimensional random wvariables, Probability Theory, Random Processes,

Mathematical Statistics and Applications, Proceedings of the International
Scientific Conference, Minsk, September 15-19, (2008), pp. 417-422.

(d) Cac két qua dang trén cac tap chi ngoai nude

i. Tran Loc Hung, Tran Thien Thanh and Bui Quang Vu,(2008) "Some re-
sults related distribution functions of chi-square type random variables
with random degrees of freedom", Bulletin of Korean Mathematical Soci-
ety, 45, No. 3, pp. 509-522, MR2442192.

ii. Tran Loc Hung, (2009), Estimations of the Trotter’s distance of two weighted
random sums of d-dimensional in dependent random variables, Interna-
tional Mathematical Forum, 4, no. 22, pp. 1079 - 1089.

(e) Céc két qua da gui dang
i. Tran Loc Hung and Tran Thien Thanh, (2008), "Some results related

random sums of random variables", da gii dang trén Communications of

the Korean Mathematical Society.

14. Dia chi c6 thé dng dung:



(a) Cac két qua ctia dé tai c6 thé sit dung lam tai lieu tham khdo cho céc gido

trinh va bai gidng trong dao tao cit nhan, thac sy va tién sy chuyén nganh Ly

thuyét Xéc suat va Thong ké toan hoc ciia Khoa Toan, Trudsng Dai hoc Khoa

hoc, Dai hoc Hué.

(b) Céac két qua clia dé tai da duge béo cdo tai:

1.

ii.

iii.

1v.

Seminar ctia Bo mon Xac suat Thong ke, Khoa Toan, Trudng Dai hoc
Khoa hoc, Dai hoc Hué (thang 12/2007 va thang 11/2008).

Seminar ctia Bo mon Xac suat Thong ké, Khoa Toan-Co-Tin hoc, Truong
Dai hoc Khoa hoc Ty nhién, Dai hoc Quéc gia Thanh phé Ho Chi Minh,
(thang 5/2008).

Seminar ctia Bo mon Xac suat Thong ké, Khoa Toan ting dung, Truong
Dai hoc Bach khoa Ha Noi, (thang 12 nam 2007).

Seminar thuoc Dy an Nghién cttu Toan Ung dung 2008-2010, Khoa Toan
Trudng Dai hoc Khon Kaen, Thai Lan (thang 7/2007, 7/2008 va 3/2009).
Seminar ctia Bo mon Xac suat Thong ke, Khoa Toan, Truong Dai hoc
Chulalonkorn, Bang Kok, Thai lan (7/2008).

15. Kinh phi thy hién dé tai: 50.000.000 d (nam muoi tri¢u dong)..

16. CAu tric ctia Bao cao tong két:

(a) Chuong 1. Tong quan nhitng van dé nghién citu

(b) Chuong 2. Dang di¢u tiém can ctia tong ngau nhién cac bién ngau nhien doc

lap.

(¢) Chuong 3. Danh gia téc do hoi tu cia trong cac dinh ly gidi han va khoang

cach gitta hai tong ngdu nhién cac bién ngau nhién doc lap qua khoang cach
Trotter

Chuong 4. Mot s6 ting dung trong thong ké va trong Mo phéong Monte Carlo.
Két luan va Kién nghi
Tai liéu tham khéo

Phu luc



Chuong 1

Tong quan nhitng van dé nghién citu

1.1 Cac dinh 1y gidi han co dién

Gia st {X,,n > 1} 1a mot day cac bién ngau nhien doc lap, c¢6 cung phan phdi,
xac dinh trén khong gian xac suat (2,2, P), véi ky vong p = F(X,) va phuong sai
0 < o? = D(X,) < +oo,n > 1. Trong sudt bdo cédo nay, ching toi st dung cac ky hi¢u
S, =X+ Xy + ...+ X, X* € N(0,1) va X° la bién ngau nhién suy thoéi tai di¢m a,
a € R, tiuc la

P(X*<uz)= \/%/x exp(—%yZ)dy, (1.1.1)
P(X*#a)=0, P(X%=a)=1 (1.1.2)

N . PN P 2 ~r Pe FS N 2 PN 2 ~r A 2 ~
Ngoai ra, ky hiéu — chi sy hoi tu theo xac suat va ky hiéu 2, ¢hi su hoi tu yeu cua day
céc bién ngau nhién.

Nhu da biét, Dinh 1y giéi han trung tam co dién khang dinh (xem chi tiét trong céc

tai lisu [0], [11] va [30])
D(S,)
hay
Sn — N w

v — X", khi n— oc. (1.1.4)

Cha y rang, truong hop cic bién ngau nhien X, Xs,..., X, ... khong nhat thiét cling

phan phdi, v6i diéu kien Lindeberg (xem chi tiét trong cac tai ligu [9], [41] va [1])
1 < :
Ve > 0, EZ/'PB |z — p |2dFXj(x)—>O, khi n — oo (1.1.5)
n ]:1 T|~€Dn



két qué trong (1.1.3) van con dang, 6 day u; = E(X;),07 = D(X;),BE = 3" 07, véi

n j=1"J
moij=1,2,....
Bén canh d6, Luat yéu cic s6 16n c¢o dién khang dinh (xem Dinh ly Khintchin trong
[O1,[41] va [36]) P
JZ_LQQQ khi n — oo, (1.1.6)
n
hay
Sn P .
— — u, khi n— oo. (1.1.7)
n

Dinh 1y gi6i han trung tam ((1.1.3) hay (1.1.4)) va Luat yéu cac s6 16n ((1.1.6) hay
(1.1.7)), dugc coi la hai vién ngoc quy ctia Ly thuyét xdc suat, 1a co sd cho hau hét cac
van dé quan trong ctia Théng ké toan hoc nhu uée lugng diém, uée lugng khoang va cac
két luan thong ke (xem chi tiét trong [9] va [11]). Dac biét, gan day nhiéu két qua lien
quan t6i bai toan xap xi Weierstrass (xem [29] va [17]) va mo phéng Monte Carlo (xem
[27] ) d& dugc thiét 1ap dya trén cac co sé clia Luat yéu cac s6 16n va Dinh 1y gidi han

trung tam ctia day cac bién ngau nhién doc lap {X,,,n > 1}.
Mot cau héi tir nhien duge dat ra la khi thay chi s6 tat dinh n trong tdng

bang cac bién ngau nhién N,,,n > 1 nhan gia tri nguyén, duong véi phan phoi xac suat

xac dinh thi céc két qua cd dién sé thay doi thé nao?

Chu ¥ rang, chi s6 tat dinh n c6 thé xem nhu mot bién ngdu nhién N,, ¢6 phan phbi
suy thoai tai diem n, tic 1a P(N,, = n) = 1. Do d6 , thuc chit cic bai toan lien quan dén
tong ngau nhien

Sn, =X1+Xo+ ...+ Xp,

cac bién ngdu nhién doc lap c6 thé xem nhu la st mé rong va phat trién ty nhién cla
tong tat dinh S,. Trong thitc té, c6 rat nhi¢u van dé duge mo ta bdi tong ngdu nhién cac
bién ngau nhieén doc lap (xem céc tai lieu [13], [14], [9], [41], [24]-[27]). Tt khi xuat hién
bai bao ctia H. Robbins vio nam 1948 (xem [12]), nhiéu két qua lien quan t6i ddng diéu
tiém can clia tong ngau nhien Sy, duge dé cap t6i. Luu ¥ 1a trong tit ci cac phan cilia
Béo cdo, ching toi luon gia thiét rang {N,,n > 1} 1a mot day cac bién ngdu nhién nhan
gia tri nguyen duong, doc lap véi moi X,,,n > 1. Chu y rang, cac diéu kién lien quan t6i

céc bién ngau nhién N,,n > 1 dude st dung nhiéu trong cac nghién cttu ctia H. Robbins,

W. Feller, A. B. Gnhedenko va A. Renyi (xem céc tai licu [12], [9], [13], [14] va [11]) nhu
Ny,
_;iL khi n — oo, (1.1.8)
N, L oo, khi n— oo (1.1.9)



E(N,) — 400, khi n — oo. (1.1.10)

Dé thay, cac diéu kién (1.1.8), (1.1.9) va (1.1.10) khong tuong duong. Thuec chat, ching

tuan theo cac quan hé sau:
(1.1.8) = (1.1.9) = (1.1.10).

Tt sau két qua ctia H. Robbins duge cong bo vao nam 1948 (xem [12]), cdc van dé thuong

duge quan tam nghién citu la:

1. Néu day cic bién ngau nhien {N,,n > 1} théa man mot trong ba diéu kién tren,
thi cac két qua trong cac dinh 1§ gi6i han ¢6 dién c6 con ding véi tong ngau nhien

Sy, cac bién ngdu nhién doc lap khong?

2. Xac dinh céc diéu kién ap dat cho cac bién ngdu nhien X,,n > 1 va N,,n > 1
dé dam bao sy hoi tu clia tong Sy, vé bién ngdu nhien X* (dang Dinh ly giéi han

trung tam) hay bién ngau nhien X* (dang Luat yéu cac s6 16n), khi n — oo.

3. Déanh gia tdc do hoi tu trong cac dinh 1y giéi han (Dinh 1y giéi han trung tam va

Luat yéu cac s6 16n) ddi v6i tong ngdu nhién cac bién ngau nhién doc lap.

4. Tim cac ing dung trong cac linh vuc ctia khoa hoc va cong nghé dua trén co s6 cac

dinh 1y gi6i han cho tdng ngau nhién cac bién ngdu nhién doc lap.

Mot phan ctia nhiing cau hoi trén da duge xét t6i trong cic cong bo ciia dé tai trong
[24]-[27]. Céc két qua nhan duge khéng dinh réing v6i nhitng diéu kién thich hop ap dat
len bién ngau nhién N,,n > 1, cac két qua clia Dinh 1§ gidi han trung tam va Luat yéu
cac sb 16n van con ding. Vi vay, trén co s6 ciia cac dinh 1y gi6i han d6i v6i tong ngau
nhién ctia cac bién ngau nhien doc lap, mot loat cac van dé lien quan t6i ude luong diém,
u6c luong khodng, mo phéng Monte Carlo va phan phdi x? v6i do tu do ngdu nhién da
duge giai quyét (xem céc két qua ctia Tran Loc Hung va cong sy trong [24]-[20]). Déc
biét, mot phuong phap tiép can méi trong nghién citu céc dinh 1y giéi han clia tong ngau
nhién cac bién ngdu nhien doc lap dude xét t6i, cu thé trong cac nghién ciu cé stt dung
phuong phap khodng cach xac suat duge xay dung trén co sé toan tit dic trung Trotter
(chting t6i tam goi 1a khodng céch Trotter). Mot s6 danh gid khoang cach giita hai tong
ngau nhién céc bién ngdu nhién doc lap hodc tong ngdu nhién cac véc t6 ngdu nhién doc
lap da duge xét t6i trong [15]-[23] trén co s6 khodng cach Trotter.



1.2 Tbéc do hoi tu trong cac dinh 1y giéi han

Nhu da biét, mot trong nhitng huéng nghién citu chinh trong Ly thuyét cac dinh Iy
gi6i han ctia Ly thuyét xac suat 1a danh gid toc do hoi tu trong Dinh 1y gidi han trung
tam va Luat yéu sb 16n cho tong cac bién ngdu nhien doc lap. Trude hét phai ké t6i két
qua ciia Berry va Esseen nam 1940 trong danh gia toc do hoi tu trong (1.1.4) (xem [9] va

[1]) sau
Dinh ly 1.2.1. (Dinh lyj Berry-Esseen) Gid st {X,,n > 1} la mot day cdc bién ngau
nhién doc lap, cung phan phoi vdi ky vong 0 va phuong sai 0 < 02 < oo. Néu B3 =
E| X |’ < oo, thi

Cfs
on’

la khodng cdach zdc suat Kolmogorov cua hai

— sup | P( Sn_ z) —P(X* <a)|< (1.2.11)

zeR 0-\/5
d day, C la hang so duong, || FL} — Fx-

bién ngdu nhién Uf% va X* (zem [9], [11]).

Chu ¥ ring, toc do hoi tu trong cac dinh 1y giéi han trung tam ciing c6 thé duge thiét
lap qua ham mat do xac suat.
Dinh 1y 1.2.2. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lip, c6 ky vong
0. Ky hieu o5 = E(X?), j=12,..., B,= > i1 o3. Gid sit
B, — 400, khi n — o0
va

Y EIXP =0 (Bn> .
j=1

Khi dé, danh gid sau dugc thiét lap

1 2 _1

—x /2 o 2
sup |pn(r) — —e¢ =0 Bn? |,
xeﬂl:lg Ipn(2) v 2T | ( )

2, A N N A A~ - X ? Sn \ 1 —1’2/2
d day, p,(x) la ham mat do zdc suat cia JEo con =

la ham mat do zdc suat

ctia bién ngau nhién X*.
Bén canh do, toc do hoi tu dang (1.1.7) trong Luat yéu cac s6 16n dang Khintchin
dugc danh gid bdi két qua kinh dién ctia V.V. Petrov nam 1975 (xem [39]) sau

Dinh ly 1.2.3. (Dinh ly V. V. Petrov) Gid st {X,,n > 1} la mot day cdc bién ngau
nhién doc lap, cing phan phoi vdi ky vong 0. Gid s, vdir > 1,4, = E| X | < oo. Khi

dé, vdi x € RT,
Sh, 1 :
Pl|—=|>z]=0 , khi n— oo, (1.2.12)
n

nr—l
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Viéc nghién cttu toc do hoi tu dang (1.2.11) va (1.2.12) duge bat dau bdi A. Liapunov,
H. Cramer, Berry va Esseen nhitng nam dau thé ky hai muoi, va gan day véi nhitng két
qua dang ghi nhan ciia V. V. Petrov, V. M. Zolotarev, W. Feller, A. Renyi... (xem chi tiét

trong cac tai lieu [1], [9], [13], [39] va [11]).

Dé nghién ctu viec danh gia tdc do hoi tu trong céc dinh 1y gisi han, ching ta can
t6i mot so6 dinh nghia cling cac tinh chat lien quan t6i mo dun lién tuc va diéu kien
Lipschitz (xem chi tiét cdc chiing minh trong [1], [2] v [3]). Trong sudt bao cdo nay, ky
hieu Cp(R) 1a 16p cac ham lien tuc déu, bi chan trén R, v6i moi ham f € Cp(R) ta c6
chudn | £ ||= sup,ez | F(2) ]

1. Gid st f € Cp(R) v § > 0, mo6 dun lién tuc ctia ham f, ky hiéu w(f,d), xac dinh
bdi
w(f,0) = sup || f(z+h) = flz) ]

|p|<8
2. w(f,d) la mot ham don diéu gidm theo 0 véi w(f,d) — 0 khi § — 0T, va

w(f,A0) < (14 Nw(f,0), v6imoi 06 >0,A>0.

3. f € C(R) dugc goi la théa man dicu kién Lipschitz bac a,0 < o < 1, ky hiéu
f € Lip(a), néu w(f,8) = 0(6%). Cha §, néu f € Cp(R), thi f € Lip(1).

Dé danh gia toc do hoi tu trong cac dinh 1y giéi han, hai dang hoi tu 1 "0-16n" va
"o-nhé" thudng duge sit dung. Chang han, I. A. Ibragimov (xem chi tiét trong [1]) da chi

ra rang véi cac diéu kién mo men tuyét ddi cap r hitu han
B, = E(| X |') < 400, (1.2.13)

va diéu kien ctia H. Bergstrom (xem [1])

1(j) = /ijd[FX(:c) — Fx.]=0, 0<j<r (1.2.14)

_ o<n—“2”) (1.2.15)

Déi véi danh gia xap xi dang "o-nho", mot két qua ciia Esseen cho thay (xem [1]) khi
diéu kien (1.2.13) v6i r > 2 va (1.2.14) v6i 1 < j < r duge théa man,

- o(n—"z~2’> (1.2.16)

11

thi, v6i moi r > 4, khi n — oo.

Vvn

vn




1.3 Toan tr Trotter

Dé thay thé cho ham dac trung trong chitng minh dinh 1y gi6i han trung tam déi véi
mot day cac bién ngau nhién doc 1ap cing phan phdi, nam 1959 H.F. Trotter ([19]) lan
dau tien da st dung mot toan ti lien tuc, lien két v6i bién ngau nhién X, xac dinh béi

+o0
Txf(y) = Ef(X +y) = [z +y)dFx(z), (1.3.17)

—0o0

§day, f € CR(R)={f| fY € Cp(R),j=1,2,...7,r € N}.

Cac tinh chat duéi day clia toan tit Trotter T dude chitng minh chi tiét trong cac tai
ligu [49], [1], [2], [41], [36], [15] va [16].

1. Tx : C3(R) — C3(R), r € N.

2. || Tx ||I< 1.

3. Néu X,Y la 2 bién ngau nhién doc lap, thi
Tx+y(f) = Tx(Ty)(f) = Ty (Tx)(f), | € CB(R).

4. Néu Tx f(x) = Ty f(x) v6i moi ham f € CR(R), thi Fx = Fy.

5. NéuTx, f(r) — Tx f(x), khin — oo, véi moi f € Ch(R), thi X,, = X, khin — oc..

6. Gid stt X1, Xo,... X,,... Y1, Y5, ... Y, ... la cac bién ngdu nhien doc lap (theo mdi
nhém). Khi dé

|| TZZ:1Xk - TzzzlYk HS Z || T—sz - TYk || .
k=1

7. Gid st X1, X, ... X,,... Y1, Ys, ... Y, ... 1a cac bién ngdu nhien doc lap (theo mdi
nhém). Gia st {N,,n > 1} la mot day cac bién ngdu nhién nhan gia tri nguyen

duong, doc lap v6i moi X,, va Y,,. Khi do,
| Tszglxk > Nn v < ZP =n) Z | Ty, — Ty |l -
k=1

Dé dang nhan thay toan ti Trotter Ty c6 nhiéu tinh chat tuong tu ham dic trung
¢x(t), cing vi 1§ do d6 ma toan tit Trotter con duge goi la toan tit dic trung (xem chi
tiét trong [36] va [11]).

Stt dung phuong phap toan tit Trotter, nhiéu két qua lién quan t6i dang diéu tiem can

cho téng céc bién ngiu nhién doc lap ciing cac danh gia téc do hoi tu trong cac dinh 1y
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gi6i han da dugc thiét 1ap. Nhom nghién citu ctia P. L. Butzer tit Cong hoa Lién bang
Ditc (xem céc tai lieu [1], [2] va [30]) da xay dung va danh gid toc do hoi tu trong dinh ly
gi6i han trung tam tdng quat, ma phan phoi gici han 13 phan phdi ciia bién ngdu nhién
p— phan tich duge Z,

o(n)S, = Z, n— oo, (1.3.18)

§ day, ¢(n) — 0 khi n — oo, va Z la bién ngau nhién ¢— phan tich duge, tic la
Z=p(n)> i, Zj, V6iZj,j=1,2,...nlacic bién ngau nhién doc lap, cing phan phoi

(xem dinh nghia bién ngau nhién p— phan tich duge trong cac tai lieu [3] va [30]).

Luu § ring trong 1.3.18, néu p(n) = n"2 va Z; ~N(0,1),7 =1,2,...n, thi ching ta
c6 két qud co dién ctia Dinh 1y gii han trung tam. Truong hop p(n) = n~! va Z; c6 phan
phdi suy thoai tai 0, v6i moi j = 1,2, ..., n, thi ta c6 Luat yéu cac sd 16n dang Khintchin
(xem cac két qua cua [1], [2], [30], [43], [17]).

Dé khing dinh tinh wu viét clia phuong phép toan tit Trotter, W. Feller trong cudn
sach noi tiéng ctia minh viét nam 1967 (Chuong VIII, tai lieu [9]) di nhan manh 1a moi

két qua ctia ong lien quan t6i toan tit tich chap dude xay dung ti ¥ tudng ctia H. F.

Trotter (cong bo nam 1959, [19]). Gid st Fx(x) la ham phan phdi xac suat ctia bién ngau
nhién X. Khi d6, v6i moi ham f € Cp(R), toan tit tich chap Feller duge xéc dinh bdi
+o0o
Sx(y) = (Fx* f)(y) = flz —y)dFx(z) (1.3.19)

da dugc st dung dé chiing minh mot s6 dinh 1y giéi han trung tam cho tong (va tong
ngau nhién) cdc bién ngdu nhién (va véc to ngau nhién 2 chiéu). Phuong phap nay da
duge W. Feller sit dung trong hau hét cac chuong clia cudén sach "An introduction to
Probability Theory and its Applications" xuat ban nam 1967. Dic biet W. Feller da xay
dung nita nhom cac toan tit dang tich chap va ting dung c6 hiéu qua trong nghién cttu
nhiéu linh vige khac nhau ctia Ly thuyét xac suat. Tuy nhién, toan ti tich chap ctia Feller
khong duge st dung trong danh gia téc do hoi tu trong cac dinh 1y gidi han. Day c6 16 1a
mot han ché ctia Toan t1t tich chap Feller (xem chi tiét trong [9]). Mat khéc, trong cudén
sach "Probability" xudt ban nam 1970, A. Renyi da danh hin mot chuong dé trinh bay
viéc chiing minh dinh 1y giéi han trung tam bang phuong phap toan tit, ma toan tit do
A. Renyi sit dung la chinh toan tit dang Trotter (trong [11], toan ti duge xét c6 tén la
toan tit diic trung. Tuy nhién, khong o vi 1y do gi ma A. Renyi khong hé nhic téi toan
tit Trotter duge cong bé nam 1959). Dic biet, A. Renyi da st dung phuong phap cla
Trotter dé chitng minh dinh ly xap xi Poisson (xem chi tiét chuong VIIIL, [41]). Day c6 1&
14 truong hop duy nhat khi toan tit dang Trotter dugde st dung trong truong hop cac bién
ngau nhién roi rac (Diéu nay cho phép ching ta nghi t6i viec sit dung § tudng ctia H. F.
Trotter vd A. Renyi trong nghién cttu cac dinh 1y gi6i han cho cac bién ngau nhién doc

lap, roi rac).
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Ciing can thiét phai nhic téi Z. Rychlik va D. Szynal 13 hai tac gia nguoi Ba lan da
c6 nhiéu két qua dang cht v khi stt dung phuong phap toan tit Trotter trong nghién cttu
cac dinh ly giéi han cho tong ngau nhién cac bién ngau nhién doc lap (xem chi tiét trong
cac tai lieu [13] va [11]).

Bén canh d6 phai ké t6i cac két qua ciia A. B. Molchanov cong bé nam 1975 trong
ban dich tiéng Nga cudn sich "XAac suat" ctia Lamperty, st dung phuong phap toan ti
Trotter danh gia toc do hoi tu trong dinh 1y gidi han trung tam cho do lech 16n (xem
[30]; cac két qua ctia M. V. Muchanov nam 1989 trong dinh 1y gidi han trung tam cho
tong Abel cac bién ngau nhién doc 1ap (xem [37]), ctia Tran Loc Hung nhitng nam 1983
va 1988 trong nghien citu Luat yéu céac s6 16n (xem [15] va [16]; cia N. N. Trush va Tran
Loc Hung trong nghién citu dang diéu tiém can clia cac thong ké phu thuoc chi s6 ngau
nhién (xem [50], 1993).

Nam 1977 hai két qua ting dung phuong phéap toan ti Trotter trong danh gia tdc do
hoi tu trong dinh 1y gidi han trung tam doéi véi truong hop véc to ngau nhién d chiéu
(d > 1) duge cong b6 bdi Prakasa B. L. S. Rao va V. Sakalauskas trong cac tai lieu [40]

va [15].

Tuy nhién, cac két qua tuong tu cho tong ngdu nhién cac véc to ngdu nhien doc lap va
sit tong quat trudng hop ctia P. L. Butzer cho véc to ngau nhién p— phan tich duge chua
duge quan tam t6i. Luu y rang, nam 2006 trong [10] V. Sakalauskas nhan xét vé cong
dung httu hiéu ctia phuong phép toan tit Trotter trong cidc khong gian vo han chiéu. D6
ciing 1a 1y do dé dé tai nay xét téi viec sit dung phuong phap khoang cach xac suat trong
danh gi4 lien quan t6i tong ngau nhién cac bién ngdu nhien d-chiéu (d > 1) doc lap (xem
cac két qué clia tac gid trong cac tai lieu [19] va [20]). Phuong phap ctia Trotter trong

nghién cttu Ly thuyét truong ngau nhién ciing dang duge luu ¥ trong nhitng tuong lai.
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Chuong 2

Dang diéu tiém can cua tong ngau

nhién cac bién ngau nhién doc lap

2.1 Dat van de

Trong 1y thuyét xac suat, da cé nhiéu két qua kinh dién vé céc dic trung, phan phdi
xac suat va dang dieu tiém can ctia tong chuan hoa S, = X; + --- + X,, cac bién ngau
nhién doc lap cting phan phdi (xem chi tiét trong cdc tai lieu [I], [11]). Mot cau hoi tu
nhién duge dat ra la khi thay chi s6 tat dinh n trong tong S, trén bing mot bién ngau
nhién nhan gia tri nguyen, duong N c¢6 phan phdi xac suat xac dinh, thi cac két qua cd
dién da c6 sé thay doi nhu thé nao? Mot vi du tit [33] cho thiy tong ngdu nhién cac bién
ngau nhién c6 phan phdi N(0,1) chua chic da c6 phan phéi N(0,1).

Trong subt nhiéu thap ky qua, ké tit khi xuat hién bai bao ctia H. Robbins nam 1948
(xem [12]) mot hudng nghién cttu méi da thu hit duge sy quan tam ctia nhiéu nha toan
hoc, va nhiéu két qua sau sic lien quan té6i cac dinh 1y giéi han clia tong ngdu nhién céc
bién ngau nhien doc 1ap da duge thiét lap (xem [9], [13], [14], [33], [41] va [32]).

Gan day, phuong phap tiép can tong ngau nhién céc bién ngdu nhién doc lap da duge
stt dung trong nhiéu linh vitec khac nhau ctia khoa hoc va cong nghé nhu vat 1y thong ke,
thong ke tng dung, 1y thuyét hang doi, 1y thuyét mang, thuat toan Quick Sort, di dong

ngau nhién, do thi ngdu nhién...(xem cac tai lieu [9], [13], [14], [33], [41] [32] va [48]).

Muc dich chinh ctia chuong nay la thiét lap cac két qua mdi lien quan téi tong ngau
nhién céc bién ngau nhién doc lap ciing phan phdi. Cac dic trung, phan phdi xac suat
va dang diéu tiém can cia tong ngdu nhién da dude xéc dinh trong mot sé trudng hop
cu thé. Nhimg két qua nhan dugce ctia ching toi trong bai nay la su phét trién tiép tuc

két qua ciia H. Robbins (1948) va ctia nhiéu tac gia da cong bd cho téng véi chi s6 ngau

15



nhién c6 cac phan phdi xac suat xac dinh.

2.2 Toéng ngau nhién cac bién ngiu nhién déc lap

Gia st X1, Xy, ... 1a mot day cac bién ngau nhién doc lap, cing phan phdi véi bién
ngau nhién X. Gid st N 1a mot bién ngau nhién roi rac, nhan gia tri nguyén, khong am
va doc lap v6i cac bién ngdu nhién {X;,i > 1}. Tong ngau nhién ctia cac bién ngdu nhien

X, v6i chi s6 ngdu nhién N dude dinh nghia

Sv=Xi+Xo+ -+ Xn, So=0

Trong cac tai lieu [9] va [13], [14]c6 thé x4c dinh cic dic trung co ban clia tong ngiu

nhién Sy nhu sau

Dinh 1y 2.2.1. Gid si doi vdi cdc b.n.n. X va N, ki vong va phuong sai déu ton tai hitu
han. Khi do,

i. BE(Sy) = E(N).E(X),
ii. D(Sy) = E(N).D(X) + [E(X)]2.D(N).

Dinh 1y 2.2.2. Gid si g(t) = E(tV) la ham sinh cia bién ngau nhién N va bién ngau
nhién X c¢6 ham sinh f(t) = E(t~) cung ham dac trung o(t) = E(e™X). Khi dé

i. Sy ¢6 ham sinh h(t) xdac dinh bdi h(t) = g o f(t),

it. Sy ¢d ham dac trung ¥ (t) xdac dinh bdi Y (t) = g op(t).

Tit hai dinh 1y trén ta thiy céc dic trung ctia tong ngiu nhien hoan toan dugc xac
dinh néu ta biét cac dic trung tuong ting clia cac bién ngau nhién thanh phan X va N.
Céc két qué chinh trong bai bao nay duge thiét lap dya trén két qua ctia phan (ii) dinh
Iy 2.2.

Dinh ly 2.2.3. Gia st X ~ Bernoulli(p),p € (0,1). Khi do

i. Néu N ~ Poisson()\), A > 0, thi Sy ~ Poisson(\p).

it. Neu N ~T(q),q € (0,1) vdi P(N =k) =q(1—q)F,k=0,1,... thi Sy ~ T(-—L-).

P+q—pq

ii. Néeu N ~ Binomial(n,q),q € (0,1) thi Sy ~ Binomial(n, pq).
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Nhu ta da biét, tong cac bién ngau nhién (véi s6 thanh phan c6 dinh) c6 phan phéi
Bernoulli 14 mot bién ngau nhién c6 phan phdi nhi thitc. Tuy nhién, trong trudng hop
ngau nhién hoéa thi tong ngdu nhién ctia cac bién ngau nhién cé phan phéi Bernoulli sé
c6 phan phdi xac suat phu thuoc vao phan phdi ciia chi s6 ngau nhién N. Dinh 1y trén 1a
mot két qua kha tha vi khi tong ngdu nhién c6 phan phéi cing v6i phan phdi ctia chi s6

ngau nhién. Ta c6 thé dimg dinh Iy 2.2.3(i) dé chiing minh dinh ly xap xi Poisson.

Dinh 1y 2.2.4. (Dinh lyj xdp xi Poisson). Gid st (X;) la day Bernoulli doc lap vdi tham
$6 pp € (0,1) va p, — 0,np, — A\ > 0) khi n — oco. Khi dé, vdi n — oo,

S, L Poisson(\).
Dinh 1y 2.2.5. Gid st N ~ Geometry(p). Khi dé
i. Neu X ~ Exp(\), thi Sy ~ Exp(A\p),

ii. Néu X ~ Geometry(q), thi Sy ~ Geometry(pq).

Cht ¥ rang, trong truong hop trén thi tong ngdu nhién c6 phan phdi ciing véi phan

phdi ctia bién ngau nhién X.

Dinh 1y 2.2.6. Néu X ~ Poisson()\) va N ~ Poisson(u), thi Sy ¢6 phan phéi cho bdi

AteH _
P(SN = n) = ol ('Dn(/,te A),
. o kL N
trong dé ham @, (x) = > X thoa man cong thic truy hoi
k=1 K
wo(x) =€ —1

n—1
pn(z) = 2[1+ ;) Crapi(z)] (n>1)
Dinh 1y 2.2.7. Néu X ~ x*(1), N ~ Geometry(p), thi Sy ¢6 ham mdt do zac dinh bdi

0 nev x <0,

f(z) = —2(1—¢2)/2 pe /2 4
pge )2 P(qy/z) + b neux >0,
trong déo ¢ =1—p, ®(z) = \/%7 I e /2t

Cac két qua co dién cho thiy phan phéi ctia tong cac bién ngau nhién c6 phan phoi
chuan 1a chuan. Tuy nhién, dé dang thay diéu nay khong con ding trong trusng hgp tong

v6i chi s6 ngau nhieén.
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Dinh ly 2.2.8. (Dinh lyj Robbins, 1948) Gid st X1, Xa, ... la mot day b.n.n. doc lap, cung
phan phoi véi 0 < D(X;) < oo. Ngoai ra, gia s rang (N,) la day b.n.n nhdn gid tri

nguyén duong, doc lap véi X; vdi moi n. Khi dé, vdi n — oo, néu cdc dieu kién sau théa

man
E(N,) — oo, (2.2.1)
va D(N,)
i 2.2.2
EN,) 0, (2.2.2)
thi

Sn, — E(Sy,)
S Z ~N(0,1). 2.2.3
VS (0,1) (2.2.3)

Trong bai bao nay ching ta c6 thé chi ra duge ring, dicu kien 2.2.2 chua di dé tdng

ngau nhién tuan theo dinh 1y gi6i han trung tam va ton tai mot s6 phan phdi ciia N,
khong théa dicu kién 2.2.3 trong dinh 1y 2.2.8, nhung tong ngAu nhién Sy, vAn tuan theo
dinh 1y gi6i han trung tam.

Dinh ly 2.2.9. Gid si {&, k > 1} la day b.n.n., {N,,n > 1} la day b.n.n. nhan gid tri
nguyén duong va N, doc lap vdi cic b.n.n. {&, k > 1} vdi moi n. Khi dé, vdi N, LiNNS
thi

i, Néu&, ¢ thi ey, 2o €,
ii. Néu&, L ¢ th ey, S €.

Cha ¥ rang, diéu kien N, L, 5 duoc sit dung trong viéc thiét lap mot s6 két qua lien
quan t6i phan phéi tiem can ctia tong ngiu nhién Sy, (xem chi tiét trong [?]). Trong khi
d6 voi gia thiét Sx L, 1, W. Feller (tham khéo [9]) ¢6 két qua sau

Dinh ly 2.2.10. (Feller’s Theorem) Gida si X1, Xo,... la mot day b.n.n. doc lap, ciung
phan phoi vdi E(X,) = 0, D(X,) = 1. Ngoai ra, gid st Ny, No, ... la mot day b.n.n. nhan
gid tri nguyén khong am va doc lap vdi moi { Xy, k > 1}. Khi dé, néu

N, S

S Dy o 224 N0, 1),
n vn
Cha ¥ réng, ta dé nhan thay mdi quan hé giita 3 diéu kién vita néu trén

Nn P

n

Dinh 1y 2.2.11. Gid st X, Xs, ... la day b.n.n doc lip, cing phan phoi vdi E(X;) =
0,D(X1) = 1. (N,) la diy b.n.n thuoc phan phoi Poisson(\,) va doc lap vdi (Xy). Khi
do, néu

An S
1t 22 L 7 o N(O,1).

n v
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Dinh 1y 2.2.12. Gid st X1, Xo,... la day b.n.n doc lap, cung phan phoi, c6 E(X;) <
00,0 < E(X?) < c0. {N,,n > 1} la mot day b.n.n thuoc phan phoi Poisson(\,) va doc
lap vdi { Xy, k > 1}. Khi d6, néu

SN, — \E(X1) 4

Ap — 00 thi — Z ~ N(0,1)
A E(XT)

Dinh 1y 2.2.13. Gid st X1, X, ... la mot day b.n.n doc lap, cung phdan phoi, cé cdc
moment hitu han. Gid st {N,,n > 1} la mot day b.n.n thuéc phan phéi Binomial(n, p)
va doc lap vdi {Xg, k > 1}. Khi do,

Sy, — E(Sn,) a
Var(Sy,)

Z ~ N(0,1)

Dinh ly 2.2.14. Gid st X1, Xo, ... la day b.n.n doc lap, cing phan phoi véi E(X) =
0,D(X) =1,{N,,n > 1} la mot day b.n.n thuoc phan phoi Geometry(p,) va doc lap vdi
{ Xk, k> 1.} Khi dé, néu

Sn,,

d
_EEJHZ%N@U

pn— 0 thi
Cha y 2.2.1. 1. Tw Pinh lyj 2.2.14, ta ¢6 E(N,) = 1/p, — oo nhung Sy, khong tuan
theo dinh lyj gidi han trung tam. Do dé diéu kien E(N,) — oo chua di dé tong ngdu

nhién tuan theo dinh ly gidi han trung tam.
2. Ta thay chi so ngau nhién ing vdi hai phan phoi Poisson va Binomial, vdi gid thiét
E(N,)) — oo, ¢6 cdc tinh chat sau

E(Ny)
E*(Ny)

D(Ny)
E(Ny)

-1 (k=1,2,..);

=C0<C<1).

Dinh 1y 2.2.15. Gid st X1, Xo, ... la mot day b.n.n doc lap, cing thudc phan phodi chuan
chinh tac. Gid st {N,,n > 1} la mot day b.n.n c6 E(N,) < oo va théa

E|N, — E(N,)| .
E(N,
(N5) — o0, E(NV,) — 0 khin — oo,
thi g
— 2 47 o N(0,1)
E(Nn)

Dinh Iy 2.2.16. (Ludt yéu s6 ldn cho tong ngau nhién) Gid st Xy, Xs, . .. la mot day b.n.n
doc lap, cung phan phoi véi E|X | < oo, E(X1) = p, Sp = X1 + ... + X, va {N,,n > 1}
la mot day b.n.n nhan gid tri nguyén duong, doc lap véi {Xy, k > 1}. Khi dé, néu

Ny,
L B
n n

SNn P
— .
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Dinh ly 2.2.17. Gid st {X;,i > 1}) la mot day b.n.n doc lap, cing phan phoi. Xét tong
ngau nhién Sy, vdi N, ~ Binomial(n,p,) théa np, — A. Khi do

SN, L, Sy vdi N ~ Poisson(\).
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Chuong 3

Cac danh gia qua khoang cach
Trotter

Noi dung chinh ctia chuong nay lién quan t6i viéc sit dung phuong phap khoang céch
xac suat Trotter nham danh gia tdéc do hoi tu trong mot s6 dinh 1y gi6i han, ciing nhu
danh gia khoang cach Trotter gifta hai tong (va gitta hai tong ngdu nhién) cac bién ngiu
nhién doc 1ap (hay céc véc to ngau nhién doc lap). Cac két qua chinh ctia chuong nay,

ciing 1a két qua chinh ctia dé tai, da dugc cong bo trong cac tai licu [18]-[23].

3.1 Khoang cach xac suat Trotter

Trong phan nay, dinh nghia va cac tinh chat clia khodng cach xac suat trén co sé toan
t Trotter dugc xét téi. Mot sé quan hé gitta cac khodng céch xac suat co dién va khodng

cach x4c suat Trotter ciing duge dé cap t6i (co the xem chi tiét trong cac tai lieu [30], [7],

[5], B1-[4], [17] va [18]).
Dinh nghia 3.1.1. Khodng cich Trotter dp(X,Y; f) ciia hai bién ngau nhién X va Y,
zac dinh bdi

teR

dr(X,Y; f) ::sup{‘Ef(X—i—t) —Ef(Y+t)’}, (3.1.1)
d day f € C(R).

Chi y rang dinh nghia trong 3.1.1 cho thay khoang cach xac suat Trotter duge xac
dinh qua chuan ctia hiéu hai toan tit Trotter tuong ting véi cac bién ngau nhien X va Y.
dr(X, Y5 )= Txf =Ty | -

Luu y rang nam 1989 H. Kirschfink trong [30] ciing da dé cap t6i khodng cach Trotter

dugc xay dung trén cd sé toan tit Trotter tong quat (qua khai niem ky vong c6 diéu kién),
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mbi quan hé clia n6 véi cac khodng cach xac suat co dien va sit dung né trong nghién cttu

cac dinh 1y gi6i han cho cac bién ngau nhién phu thuoc (xem chi tiét trong [30]).

Cac tinh chat quan trong ctia khodng cach Trotter duge xét dudi day. Cac chitng minh

chi tiét nhan dugce dé dang nhd céc tinh chat clia toan tit Trotter (xem chi tiét trong [30],

[17] va [15]).

1.

2.

Khoéang cach dr(X,Y’; f) 1a mot khodng cach xac suat.

Néu dr(X,Y; f) =0 vé6i f € Cx(R), thi Fy = Fy.

. Gid stt {X,,,n > 1} 1a mot day cAc bién ngdu nhién va X 13 mot bién ngau nhien

xac dinh trén cing mot khong gian xac suat. Khi do,

X, 5 X, khi n— oo

néu
hIJP dr(X,, X;f) =0, v6i feCZR).
CGidst X1, X, ..., X, ... va Y, Ys, ..., Y, ... 1a hai nhém cac bién ngau nhién doc

lap. Khi d6, véi f € Cp(R)
dT(Z Zyj,f) ZdT( Y5 ) (3.1.2)
j=1
Y,

Gid st X1, X, ..., X, ... va Y., Y,, ..., Y, ... 1a hai nhom cac bién ngau nhién doc
lap, cting phan phdi. Khi dé, vé6i f € CE(R)

dT(ZXj,ZYj;f) < ndT(Xl,Yl;f). (3.1.3)
j=1 j=1

Gid st X1, X, ..., X,,...va Y., Y,, ..., Y, ... 1a hai nhém cac bién ngau nhién doc
lap. Ngoai ra, gid stt N 14 mot bién ngau nhién nhan gia tri nguyén duong, doc lap
v6i cac bién ngau nhién trong hai nhém X, Xo,..., X,,... va Y1, Y5, ... Y, . ...

Khi d6, véi f € C3(R)

dT(éxj,éYj;f> gnfjlp( ZdT( Y ) (3.1.4)

Dé két thic phan nay, ching ta luu ¥ ring quan hé gitta cac khoang céch xac suat

Zolotarev va khodng cach Trotter (xem chi tiét trong tai lieu [30] ciia H. Kirschfink)

sup {dT(XaY;f);f € Dy(s;7 + 1§CB(R))} =dz(X,Y)

cho thay viéc nghién cttu khodng cach xac suat dang Trotter 1 can thiét trong cac bai

toan giéi han ctia tong cac bién ngau nhién doc lap.
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3.2 DPanh gia téc do hoi tu trong Luat yéu cac sb 16n

Phan nay ching toi stt dung khoang cach xac suat Trotter trong danh gia téc do hoi tu
trong Luat yéu s6 16n dang Khintchin. Két qua nhan duge dudi day cé thé duge so sanh
véi két qua ctia V. V. Petrov trong [39]. Phuong phap chiing minh dugc sit dung tuong ti
trong [15] va [18], dya trén két qua tit sy hoi tu ctia khoang cach xac suat dr(S,; X; f)
t6i 0 khi n — oo, s& dan tdi su hoi yéu S, % X°, didu nay lai cho phép S, = X, khi
n — o0o. Chinh vi vay ma mdi quan tam ctia chiing ta hién nay 1a toc do hoi tu ctia khodng

cach xac suat Trotter t6i 0, khi n dan ra vo han,
dr(Sn; X% f) — 0 khi n — +oo.
Ching ta c6 két qua sau.

Dinh ly 3.2.1. (zem [15]) Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap
cung phan phoi véi ky vong 0 va mo mem bac r hiu han E(] X; |7) < 400 vdir > 1 va
vdi j =1,2,...n. Khi do, vdi moi f € C"(R), ching ta c¢é dinh gid sau

dr(Sn; X% ) =o(n= "), khi n — +oo. (3.2.5)
Két qua trén dugc mé rong khi chi s6 n ctia tong S, dudc thay béi mot bién ngiu

nhién nhan gia tri nguyén duong. Gid stt {N,;n > 1} la mot day cac bién ngau nhién

nhan gia tri nguyén duong, thdéa man
N, L 400, khi n — 4o0.

Ngoai ra, chiing ta cling gia st rang N,,,n > 1 doc lap v6i moi bién ngau nhien X, Xs, . ...

Khi dé, chiing ta c6 thé ngau nhién héa két qua ctia dinh 1y trén.

Dinh 1y 3.2.2. (zem [15]) Gid st {X,;n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap
cung phan phoi vdi ky vong 0 va gid st vdir > 1,7 =1,2,..., F|X;|" < 400. Ngoai ra,
gid st rang {Np;n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién nhan gid tri nguyén duong, doc

lap vdi moi bién ngau nhién X;,j =1,2,...n, théa man diéu kién
N, L, +o00 khi n — 4oo.
Khi do, vdi moi ham f € CR(R), quan hé
dr(Sn,: X f) = o(E(N,)""=Y),  khi n — 400 (3.2.6)
luon ding.

Cha ¥ rang ching minh nhanh chéng nhan duge tit két qua ctia Dinh 1y 2.2.1, néu ta
stt dung bat déng thic (3.2.6).
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Dinh ly 3.2.3. (zem [15]) Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap
cung phan phoi vdi trung binh 0 va 0 < D(X;) = 02 < My < +00, vdi moi j = 1,2,...n.
Khi do, voi moi f € Cg(R), ching ta c¢é danh gid

dr(Sn; X% f) < (24 Ma)w(f;n2). (3.2.7)

Dé két thic phan nay, ching ta c6 mot sé chi ¥ sau

Cha y 3.2.1. 1. Truong hopr =1 tu (3.2.7) ching ta sé cé Ludt yéu cdc so lon dang
Khincthin (zem [9]).

2. Khir =1, tw (3.3.8) ching ta sé nhan dugc Luat yéu s6 lon cho tong ngau nhién

cac bién ngdu nhién doc lap (rem [21] va [25]).

3. St dung tinh chit w(f;n"2) — 0 khi n — +oo0, tit (5.5.9) ching ta sé nhan dugc
Ludt yéu cdc s6 lon dang Chebyshev.

3.3 Tbéc d6 hoi tu cac dinh 1y gidi han cta tong ngau

nhién qua khoang cach Trotter

Phuong phap khoang cach xac suat duge sit dung rong rai trong Ly thuyét xac suat,
nhat 1 trong céc bai toan lien quan dén cac dinh ly gidi han (xem céac tai ligu [1], [2],
[51]-[54], [15], [16], [17], [18]). Mot trong s6 d6 1a khoang cach Trotter duge xay dung trén
o s6 toan tit Trotter trong [19]. Khodng cach Trotter duge dung nhiéu trong viec danh gia
toc do hoi tu clia luat s6 16n va dinh 1y gidi han trung tam ciia téng cac bién ngau nhién
(xem [1], [2], [17]). Muc dich chinh ctia phan nay 1a thiét lap t6c do hoi tu ctia mot s6 dinh
Iy gi6i han déi véi tong ngdu nhién cac bién ngau nhien doc lap Sy, = X1 +Xo +... Xy,
bang phuong phap khoang cich xéac suat Trotter. Cac két qua nhan dude 1a su tiép tuc
va tong quét cac két qua trong [19], [20]. Cac két qua chinh clia phan nay da duge cong
b6 trong [21], vi vay cac chitng minh chi tiét sé duge bo qua. Chua ¥ rang trong sudt phan
nay chi s6 ngdu nhién N,,n > 1 clia tong Sy, luon la cic bién ngau nhién nhan gia tri

nguyén duong, doc lap v6i moi bién ngau nhién doc lap X1, Xo, ..., X,,,. ...

Trong cac bai bao [19], [20] ching toi da dua ra mot s6 két qua lien quan t6i dang
diéu tiém can cia téng ngau nhién bang phuong phap ham dic trung. Duéi day, ta sé
thiét lap mot s6 két qua vé téc do hoi tu ciia tong ngdu nhién qua khodng cach Trotter.
Nhitng két qua nay la su cu thé héa cho cac két qua da cé ciia H. Robbins, W. Feller, B.
Gnhedenko va A. Renyi (xem cac tai lieu [42], [9], [13], [14] va [41]). Cac két qué chinh
ctia phan nay duge thé hien qua cac dinh 1y dudi day.
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Dinh ly 3.3.1. Gid s {X,,n > lla mot day cdc bién ngau nhién doc lap, cing phan
phoi vdi ky vong 0 va moment tuyét doi cap r + 1 hitu han (r > 2). Gid st {N,,n > 1} la
mot déy cdac bién ngau nhién nhan gid tri nguyén duong, doc lap vdi moi bién ngau nhién
X;,7=1,2,... Ngoai ra, gid sii p : N — R, la mot ham so khong am, zdc dinh trén N
va théa man cdc diéu kién

lim p(n) =0, lim p(n)E(N,) < oo. (3.3.8)

Khi dé, véi f € Ch(R),
dr(p(n)Sn,, X% f) = Olp(n)].

Nhan xét 3.3.1. Theo tinh chat ciia khodng cich zdc suat Trotter va moi lién hé gita

cic dang hoi tu trong ly thuyét xdc sudt, tu két qud cia dinh lij suy ra rang
o(n)Sy, =0,  khin — .

Hé qua 3.3.1. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap, cung phan
phoi vdi ky vong 0 va EX? < co. Gid s, cdc bién ngau nhién N,,n > 1 doc lap vdi moi
X;,7=1,2,... théa man lim E(N,) = co. Khi do

n—oo

Hé qua 3.3.2. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lip, cung phan
phoi vdi ky vong u = E(X,) va EX? < co. Gid st cac bién ngau nhién N,,n > 1 doc lap
vdi moi X;,j =1,2,... théa man X2 L5 1. Khi do,

SN, P
— [, N — Q.

n
Dinh 1y 3.3.2. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngdu nhién doc lap, cung phan
phoi vdi ky vong 0 va moment tuyét doi cap r + 1 hitu han (r > 2). Gid st {N,,n > 1} la

mot day cac bién ngau nhién nhan gid tri nguyén duong, doc lap vdi moi bién ngau nhién

X;,j=1,2,.... Ngoai ra, gid si p(n) la ham so khong am, zdac dinh trén N va théa man
lim p(n) =0, lim E[N,¢*(N,)] = 0. (3.3.9)

Khi 46, vdi f € C(R),
dr(o(Na) Sy X7 f) = O <Eano2(Nn>) .

Nhan xét 3.3.2. Két qud cia dinh lj 5.3.2 kéo theo ring

o(N,)Sy, 20 khin — .
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Heé qua 3.3.3. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngdu nhién doc lap, cé cing phan
phoi vdi ky vong p = E(X,) va EX? < co. Gid st cdc bién ngau nhién N,,n > 1 doc lap

vdi moi X;,j =1,2,... théa man diéu kién N, L, 5. Khi d,

SNniM " — o0
N, ’ '

Dinh 1y 3.3.3. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap, cé cung phan
phdi chuan chinh tdc N(0,1). Gid st N,,,n > 1 la cdc bién ngdu nhién nguyén duong, doc
lap vdi moi X;,j =1,2,... théa man cdc diéu kién
E|N, — EN,|

_— —

EN, ,
e EN,

0, khin — oo.
Khi dé, vdi f € CE(R),

dr(Sn, /N EN,, X*; f) — 0,  khin — oo.

Heé qua 3.3.4. Gid st {X,,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap, cung phan
phoi chuan chinh tic N(0,1) Gid st cdc bién ngdu nhién N,,n > 1 théa man diéu kién
cua Dinh Iy 3.3.3 Khi do,

SN

w .
~— — X", khin — .

E(Ny)

3.4 Danh gia khoang cach xAic suat Trotter ctia hai

tong cac vecto ngau nhién doc lap

Trong subt phan nay, gia st R? = {z|z = (z1,...,2®)} 1a khong gian Oclid d chiéu

1
(d > 1) v6i tich vo huéng (z,y) = S0, 2@y va chudn || z ||= (320, 292). Ngoai ra,
gid stt {X,,,n > 1} 1a mot day cac véc to ngdu nhién d chiéu, doc lap, xac dinh trén khong

gian xac suat (2, P),c6 B || X; |'< 4o00,i=1,2,...,n; r>1.

Chung ta xét day {Y,,n > 1} cac véc to ngau nhien d chiéu doc lap khéc, doc lap véi
cac véc to tit day {X,,n > 1}, xac dinh trén cting khong gian xac suat (Q,2, P) va ¢6
E|Y;|'< 4o00,i=1,2,...,n; r>1

Dat SX = p(n)>1, X, va SY = p(n) Y1 Y, 6 day » : N — R la mot ham
duong véi p(n) — 0, khi n — +o0.

Céc két qua chinh ctia phan nay 1a cac danh gia vé khodng cach xéac suat dp(SX; SY; f)
tuong ing véi hai tong S and SY | & day dp(SX; SY; f) x4c dinh béi

dr(S;5 Sy 5 f) = sup | Ef(Sy +y) — Ef(Sy +y) I, (3.4.10)

yERA
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la khodng cach xac suat dang Trotter (xem chi tiét trong [30] and [19]), v6i mdi f €
Cg(R?).

Cac két qua nhan dugc trong phan nay 1a sy md rong hinh thitc cac két qua da co

trong [10], [15] va [18]. Phuong phap st dung trong bai bao nay tuong tu nhu da st dung
trong cac tai ligu [9], [17], [30], [40], [41] v& [45] nhung phai khang dinh ring ¥ tudng ban
dau do H. F. Trotter dua ra trong [19] (xem nhan xét ctia W. Feller trong tai lieu [9] va

cia V. Sakalauskas trong tai lieu [16]).

Trong sudt nhiéu thap ky qua, ké tit khi xuat hién bai bao ctia H. F. Trotter nam 1959
(xem chi tiét trong [19]), mot huéng nghieén cttu mdéi (thay vi stt dung phuong phap ham
dic trung) da thu hat duge sy quan tam ciia nhiéu nha toan hoc, va nhiéu két qua sau
séc lien quan t6i danh gia toc do hoi tu trong cac dinh 1§ giéi han ctia téng cac bién ngau
nhien doc 1ap da dugce thiét lap qua viéc stt dung phuong phap ctia Trotter (xem céc két
qua cta [9], [41], [40], [30] va [45]), ddc biet phuong phap nay c6 tac dung 16n trong nghién
citu cac dinh 1§ giéi han cho cac véc to trén khong gian nhiéu chiéu (xem ¥ kién danh gia

ctia V. Sakalauskas vé phuong phap Trotter trong [10]).

Trude khi di t6i két qua chinh ctia phan nay, chiing ta nhic lai dinh nghia khodng cach
xac suat dang Trotter clia hai véc to ngau nhién d chiéu (mac du chi 1a hinh thitc tit dinh
nghia khodng cach xac suat gitta hai bién ngau nhién mot chicu). Gia st X va Y 13 hai
véc to ngau nhien d chiéu (d > 1) va f € C(RY) = {f | fV) € Op(RY),j =1,2,...7.}.
Khoéang cach xac suat dang Trotter dp(X,Y; f) clia hai véc to ngau nhien X va Y, duge
xac dinh bdi

dr(X;Y f) = sup, I Ef(X+y)—EfY +y) |- (3.4.11)
y

Cac tinh chat co ban clia khoang cach Trotter dbi véi hai véc to ngau nhién d chiéu
(d > 1) duge mo ta dudi day, hoan toan khong khac so véi cac tinh chét clia khoang cach
xac suat dang Trotter tuong ng v6i bién ngau nhién (1 chiéu) trong [30], [17] va [18] .

Vi vay ching toi b6 qua céc chiing minh chi tiét (xem [10], [45], [19] va [20]).

1. Khoang cach dr(X,Y; f) 1a mot khodng cach x4c suat. (xem dinh nghia trong céc
tai lieu [7], 8], [51] — [54]).

2. Néu dp(X,Y; f) =0, véi moi f € Ch(RY), thi Fx = Fy.

3. Gid st X, X1, Xo, ... 1a cac véc to ngau nhién d chiéu, x4c dinh trén khong gian xac

suat (2,2, P). Khi do,
X, — X, khi n— oo,
neu

lim dp(X,,X;f) =0, v6imoi ham f & Ch(RY).

n—-+o00
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4. Gia st X1, Xo,..., X, va Y},Y,,....Y, 1a cac véc to ngau nhién d chiéu doc lap
(trong titng nhom va hai nhém doc 1ap véi nhau). Khi do, v6i moi ham f € O (R?)

j=1 j=1 j=1

5. Ddc biet, néu X1, Xs, ..., X, va Y1, Y,,...,Y, 1a hai nhém céc véc to doc lap, ciing
phan phdi (theo tiing nhém), thi véi moi ham f € CL(RY)

ir( 0% 3w p) < e (07507 ), (3413)

Dé nhan dugce cac két qua chinh ctia phan nay, ching ta can t6i biéu dién Taylor clia
mot ham f € Ch(R?) (xem chi tiét trong [31] va [15]).

fla+y) =fy) + f @)+ %f (y)(x)? + ... + %f(")(y + Ox)(z)", (3.4.14)

G day,

0<O<1,(2)=(2..,2) € R"xR x...R.
———— ~~

1 1

Khai niém va cac tinh chit clia mo dun lién tuc ctia mot ham f € Cp(R?) déng vai
tro quan trong trong mot s6 danh gia lien quan t6i khoang cich xac suat Trotter (xem
cac tai lieu [15] va [10]). Néu f € Cg(R?),z,h € R%,§ > 0, thi ham

w(f;0):=  sup | flz+y)—f(z) ]

lyl|<s,zeR?

dugc goi 1a mo dun lién tuc ctia ham f. Ching ta c6 thé liet ké mot s6 tinh chat co ban
ctia w(f;9) (xem chiing minh chi tiét trong cac tai lieu [10] va [45]).

1. w(f;6) la mot ham don diéu giam theo 6;

2. w(f;0) — 0 khi § — +40;

3. w(f;A0) < (1+ Nw(f;9), 6 day A € RT.

Ngoai ra, ta n6i ham f € Cp(R?Y) thda man diéu kién Lipshitz bac a,0 < o < 1, ky
hieu f € Lip(a), néu w(f;d) = 0(6%).

Ching ta néi day cic véc to ngau nhién d chieu X, X, ..., X, théa man diéu kien
Lindeberg tong quét bac r, r > 1, néu véi moi § > 0,

S BLX ()X ) Sle(n)] )
ne S BN X T

-0, (3.4.15)
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¢ day, I(A) 1a ham chi tieu ctia tap A, con ¢ la ham da duge nhéc t6i 6 tren (xem [30]
ve diéu kien Lindeberg tong quét bac r,r > 1 déi véi truong hop cac bién ngdu nhién 1
chiéu va diéu kieén Lindeberg bac 2 trong cac tai licu [9], [41], [45], [10] va [10]).

Céc két qua trong phan nay da cong bo trong [19], vi vay ching t6i bd qua cac chiing
minh chi tiét cac két qua dudi day.

Dinh 1y 3.4.1. Gid st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cdc véc to ngau nhién d
chieu doc lap (theo ting day), théa man véi 1 < j <ri=1,2,...,n

E[(X;)] = E[(v})] (3.4.16)

va hai day {X,,n > 1},{Y,,,n > 1} théa man dieu kién (3.4.16) véi r > 2. Khi dé, vdi
moi ham f € Cg(RY) va n — +oo,

=1

ar(55: 8 f) = o {@Zwu X+ B Y, ||T>} S B4

Dinh 1y 3.4.2. Gid st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cdc véc to ngau nhién d
chiéu doc lap (theo ting day), théa man dieu kién (3.4.17)véil < j<r—1,i=1,2,...,n.
Khi do, véi moi ham f € C ' (RY), ta ¢6 danh gid

sy 51 ) < B ) (49

va, néu f € Lip(a),0 < a < 1, thy khi n — +oo0,

r—l4a n
(5,51 1) = 0 bl R (3.4.19)
) i=1
J day
N.() = max(E|| X, | B X ') + max(E] Y, L E| ¥ ). (3420

3.5 Danh gia khoang cach Trotter doi v6i hai tong
ngau nhién cac véc to ngau nhién doc lap

Muc dich chinh ctia phan nay 1a thiét lap mot s6 uée lugng do6i véi khodng cach Trotter

ctia hai tong ngau nhién ctia cac véc t6 ngau nhién d- chiéu doc lap. Cac uée lugng dudc

xay dung trong hai dang "O-16n" va "o-bé". Cac két qua nhan duge 1a sy mé rong cla
cac két qua ctia H.F. Trotter, P.L. Butzer, L. Hahn, H. Kirschfink va Tran Loc Hung (d6i
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véi truong hgp 1 chiéu); Prakasa B.L.S. Rao, V. Sakalauskas va Tran Loc Hung (d6i v6i
truong hgp d-chiéu), (xem chi tiét trong cac tai lieu [19], [1], [2], [30], [18]-[24]). Phai nhan
manh ring ¥ tudng va phuong phép tu duy trong phan nay (ciing nhu trong tat ca cic
phan ciia bao cao) thuoe vé H.F. Trotter [19], P.L. Butzer [1], Prakasa B.L.S. Rao [10] va
V. Sakalauskas [15].

Gia st R? = {z]z = (W, -, 2@)} 1a mot khong gian Oclid d chiéu (d > 1) véi
1

chuan thong thuong ||z|| = (Z?Zl m(i)2> * . Gid st ring {X,,n > 1} va {V,,n > 1} la
hai day cac véc to ngau nhién doc lap d- chiéu, xac dinh trén ciing mot khong gian xéc
suat (92,2, P). Ngoai ra, gid sit {N,,n > 1} 1a mot day céc bién ngdu nhieén nhan gia tri
nguyén duong, sao cho véi n > 1, cac bién ngau nhién N,, va tat cd cac véc to ngau nhién
d chiéu tit hai day {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} 1a doc lap.

Phan nay ctia b4ao cao mo ta cac danh gia doi véi khoang cach xac suat dang Trotter
(dugce xay dung trén cd sé toan tit Trotter) giita hai tong ngAu nhién cac véc to ngau

nhien doc lap d chiéu Sy va SY (xem dinh nghia khodng céch xéc suat dang Trotter

trong phan truée hogc [18] and [19]).
0r(S3,, S5, 1) = sup IEA(SK, +) — EFSY, + o)l (35.21)
yeR

§ day f € COp(R?) - 16p cac ham lien tuc déu, bi chan tren R? v6i chuan || f| =
sup,epa || f(2)|; SX. = o(N,,) SV X, Sk, = @(Ny) SV Y, va i la mot ham s6 duong
v6i p(N,) — 0 khi n — 4o00.

Cac danh gid doi v6i khoang cach Trotter trong phan nay dude thiét lap trong hai
dang co ban 14 "O-16n" va "o-nhd". Cac két quad nhan duge 14 sy mé rong clia cac két
qué da c6 trong [19], [1], [2] [15], [16] va [30] (d6i véi truong hop 1 chiéu); [40], [15] va
[17] (d6i v6i truong hop d chiéu).

Hoan toan can thiét phai nhic lai 1a ¥ tudng va phuong phéap st dung trong phan nay
tuong tu nhu da st dung trong [19], [1], [2], [10], [15]. Va trong cac tai lieu [36] va [10]
ciing khing dinh ring phuong phap nay c6 thé sit dung trong cdc moi trudng ngau nhién
tong quat hon.

Trude khi bat dau cac két qua chinh trong phan nay, ngoai cac tinh chat ciia khoang
cach Trotter, xac dinh bdi (3.5.24) da duge xét trong phan trudc (hodc ¢6 thé xem chi
tiét trong [30], [15] va [16] d6i v6i truong hop 1 chiéu, [17] d6i v6i truong hop d chiéu),
chiing ta can t6i mot bat ding thic ma ching minh cia né khong qua khé dé nhan duoe.

Gid st X1, X, ..., X, ... va Y1, Y,,...,Y,,... 1a cdc véc to ngdu nhién d chicéu doc
lap (trong moéi nhom va hai nhém doc lap). Ngoai ra, gid st rang {N,,n > 1} 1a mot day

cac véc to ngau nhién nhan gia tri nguyén duong, doc lap v6i moi X, Xa, ..., X,,... v&
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Y1,Ys, ..., Y,, ... Khi dé, véi moi f € Ci(R?),
Ny, Nn 00 n
dr (Z X, Y5 f) <D PWNu=mn)) dr(X;,Y5: f). (3:5:22)
j=1 j=1 n=1 j=1

Duéi day chiing toi sé gidi thieu mot su tong quat ctia diéu kién Lindeberg déi véi cac
véc to ngau nhien d chi¢u. Cu thé, gia sit {X,,,n > 1} 1d mot day cac véc to ngau nhien
d chiéu doc lap, c6 mé men bac r hitu han, r,r > 1. Ngoai ra, gia st {N,,,n > 1} la mot
day cac bién ngau nhién nhan gia tri nguyén duong, doc lap v6i moi véc to ngau nhién
X,,n > 1. Khi d6, day {X,,,n > 1} dugc goi la thdéa man diéu kien Lindeberg ngau nhién

tong quat bac r, r > 1, néu v6i moi § > 0,

Ny, N,
fm £ Z/ =" dFx,(x)/ Y E|X:|"| =0. (3.5.23)
oo [T lall>s/e(Nn) p

Chia y 3.5.1. 1. Truong hop bién ngau nhién N,,n > 1 nhan gid tri n vdi xdc sudt
mot, va néu o(n) = ||Bya|| (xem dinh nghia cia B, trong [/0]), khi d6 (3.5.26) tré
ve diéu kien Lindeberg co dién doi vdi cdc véc to ngdu nhién d chiéu ma da zét bdi
Prakasa B. L. S. Rao trong [/0)].

2. Néud =1, thy (3.5.23) trd vé diéu kien Lindeberg tong qudt dinh nghia bdi P. L.
Butzer in [7].

Trude khi xét t6i két qua chinh ctia phan nay, ching ta ky hieu, véi 1 < j <r—1;i =
1,2,...,n

% (j) == / x;lx;]d[FXZ(x) — Fy,(z)]], (3.5.24)
1<iy,..ij<d |7 ¢
7’1+...+7‘j=j
va
i [ el dlFx (@) = @l (3.5.25)

Dinh 1y 3.5.1. Gid st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cdic véc to ngau nhién d
chieu doc lap vdi
%i(j) =0 (3.5.26)

va
191'77‘ < 400, (3527)

d day, r > 1 la mot s6 co dinh. Gid s {N,,n > 1} la mot day cdc bién ngdu nhién

nhan gia tri nguyén duong, doc lap vdi moi {X,,n > 1} va {Y,,n > 1}. Khi dé, vdi moi
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f e Cy Y (RY,

2 - T— T
(S35, < B {[souvn)r (£ Vg Zmax o ”)} .
(3.5.28)
Ngoai ra, néu fU=V € Lip(a, M),0 < a < 1, thi
2M r-i+a .
dT(S])\gnu S}\;n, f) S WE{ 1+ ZmaX 1 1/ Z'I‘)} . (3529)

Hé qua 3.5.1. Gid st {X,,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cic véc to ngau nhién d
chiéu doc lap cung phan phoi, vdi

() = / 2t P d[Fx (2) — Fy(@)]| =0, (3.5.30)
1<iy,..ij<d |7 B
T1+...+7‘j=j
va
= /Rd [ 2]]"|d[Fx, () — Fy; (x)]] < +o0, (3.5.31)

d day, r > 1 la mot s6 co dinh. Gid s {N,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién xdc
dinh nhu trong Dinh lyj 2.2.9. Khi dé, vdi moi f € Cy ' (RY),

[9(r) + D)
(r—1)!
Ngodai ra, néu f"Y € Lip(a, M),0 < a < 1, th
2M
(r—1)!
Dinh 1y 3.5.2. Gid st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cdic véc to ngau nhién d
chiéu doc lap, théa man dieu kién (3.5.54), vdir > 1. Gid st {N,,n > 1} la mot day cdc

dr (SN, Sy, f) < E{N,[o(N)] T w(f" Y p(N)}. (3:5.32)

dr(SN,, Sy, f) < max[0(r), 9(r)' T E{Na[p(N,)]" (3.5.33)

bién ngau nhién nhan gid tri nguyén duong, doc lap vdi moi {X,,n > 1} va {Y,,n > 1}.
Ngoai ra, gia su
D14 < 400,0 <8< 1,i=1,2,... n. (3.5.34)

Khi dé, vdi moi f € Cy *(RY), khi n — oo,

Nn
(5%, 5.1 1) = 0 {E ([¢<Nn>r-1+5 5 19) } s

Heé qua 3.5.2. Gid st {X,,n > 1} va Y,,n > 1 la hai day cdc véc to ngau nhién d chiéu
doc lap, cung phan phoi sao cho cdc dieu kién (3.5.54) va (5.5.35) théa man. Gid si
{N,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién xdc dinh nhu trong dinh lyj 2.2.10. Khi do,
vdi moi f € O (R, khin — oo

dr(Sy,, Sx,: f) = O{E (Na[o(N)] ) } . (3.5.36)

32



Dinh 1y 3.5.3. Gid st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cdc véc to ngau nhién d
chiéu doc lap vdi trung binh 0 va théa man dieu kién (5.5.57). Ngoai ra, gid si

1952. = E||X;||" < —1—00,193;- = E||Y;||" < 400, E[p(N,)]" < +oo. (3.5.37)
Gia st
lim_(N,) =0 (3.5.38)

va khi n — +o00

[o(NL)]" (i 0+ Z ﬁ}fi) =0 {E <[¢(Nn)r <Z 0N+ Z ﬁ{i)> } a.s. (3.5.39)

Khi dé, vdi moi f € C(R?), khi n — oo,

dT(S])\%ﬂ S}\/f"; f)=o {%E ([SD(Nn)]T (Zn: 197);' + 2")92/2)) } .

Hé qua 3.5.3. Gia st {X,,n > 1} va {Y,,n > 1} la hai day cic véc to ngau nhién
d chieu, doc lap cung phan phoi, théa man diéu kién (3.5.34). Ngoai ra, gid si 9% =
E|X1||" < +00,9Y = E||Y1||" < 400, E[p(N,)]" < 400 va néu ham ¢ théa man dicu
kien (3.5.92) va

©(N,) = O(Elp(N,)]) a.s. khi n— +oo. (3.5.40)
Khi dé, vdi méi f € Ch(R?), khin — oo,

1
(53, 8%,50) = o{ S (le)} 0 +91)) |
Cha y 3.5.2. Tu cic két qud nhan duge ¢ phan nay, ching ta cé cdc chi 1 sau

1. Truong hop P(N, = n) = 1, cic két qud nhan dugc trung vdi cic két qud & phan
trude, va cing la sw md rong va tong qudt cic két qud cia Prakasa B.L. S. Rao

trong [/0] va cia V. Sakalauskas trong [/5].

2. Véi nhing dang ddc biét cia ham ¢(n) va cic véc to ngau nhién Y, j = 1,2,...,
cdc két qud clia phan nay sé la su tong qudt cdc két qud cia Dinh i gidi han trung
tam cho tong ngau nhién cic véc to ngau nhién doc lap hodc Ludt yéu cdc s6 lon

doi vdi tong ngau nhién cdc véc to ngau nhién doc lap.

3.6 Tam ctia mot bién ngau nhién

1. Dat van dé. Gid st {X,,n > 1} 1a mot day cac bién ngdu nhién doc lap, xéc
dinh trén khong gian x4c suat (Q,§, P) v6i ky vong hitu han E(X,,) < +o00,n > 1.
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Trong nghién citu Ly thuyét cac dinh 1y gidi han, dac biet khi xét t6i dang dieu
tiém can clia tong cac bién ngau nhien doc lap S, = o, &, mot dac trung s6
clia bién ngau nhién thanh phan X; c¢6 tinh cong tinh thuong duge sit dung 1a ky
vong E(X;). Ro rang, E(S,) = > E(X;), ngay ca trong truong hop céc bién ngau
nhien X;,7 = 1,2,... khong doc lap. Rat tiéc, ky vong ctia bién ngau nhién khong
phai bao gio ciing ton tai, vi du quen thuoc la k¥ vong khong ton tai ddi véi bién
ngau nhién thuoc phan phéi Cauchy. Vi vay, rat ti nhién khi néu ra cau héi 1a c6
ton tai hay khong cic dac trung khac ctia bién ngau nhién cho phép st dung céc
tinh chat wu viet ciia ky vong va dong thoi cling khac phuc dude st khong ton tai
ctia k¥ vong d6i véi mot s6 phan phoi xac suat. Véi muc dich d6, nam 1986 V. M.
Zolotarev lan dau tién st dung khai niém tam ctia bién ngau nhién trong nghién
cttu Iy thuyét cac dinh ly gidi han clia tong cic dai lugng ngau nhién doc lap (xem
chi tiét trong [54]). Sau d6, khoadng nhitng nam 1990 hai gido su ctia Truong dai hoc
Téng hop Qudc gia Lomonoxov (Lién bang Nga) 14 V. M. Kruglov va V. Y. Korolov
ciing da stt dung khai niém nay trong nghién citu dang diéu tiem can ctia tong ngdu
nhién céc bién ngau nhién doc 1ap (xem [33]). Tt nhiing nam d6 cho t6i nay, hau
nhu rat it cac tai lieu dé cap t6i tam cia bién ngau nhién. Tuy nhién, 14 mot trong
nhitng diic trung ctia bién ngau nhién, tam ciing déng vai trd quan trong trong viéc
xac dinh phan phdi xac suat clia mot bién ngdu nhién. D6 ciing 1a 1y do dé ching
toi dit van dé nghién citu tinh chat va cac ting dung ciia tam clia bién ngau nhién

trong Ly thuyét cac dinh 1y giéi han.

Két qua chinh ctia phan nay la cac tinh toan cu thé lien quan téi tam ciia mot sb
16p phan phdi xac suat quen thudc va khdo sat thém mot sé tinh chat clia tam clia
bién ngau nhién (ngoai cic tinh chat da duge V.M. Zolotarev, V. M. Kruglov va V.
Y. Korolev dua ra trong céc tai liéu [33] va [51]). Viéc tim céc tng dung cia dic
trung mdi nay trong 1y thuyét cac dinh 1y gidi han cling dugc xét téi trong céc bai
bao tiép theo.

Chiing ta nhac lai dinh nghia tam ctia bién ngau nhién do V.M. Zolotarev dua ra
dau tien, sau d6 duge V. M. Kruglov va V. Y. Korolov st dung trong cuén sach
"Céc dinh 1y gi6i han clia tong ngau nhién" (xem chi tiét trong [33] va [51]). Gid
stt bién ngdu nhién X ¢6 ham phan phéi Fx(r) = P(X < z) vad ham dic trung
Ix(t) = E(exp(itX)). Gia stt v € (0,+00), théa man f(v) # 0. Tam ctia bién ngau
nhién X (hay ctia phan phoi F') tai v (con duge goi 1a v-tam ctia bién ngau nhién),
la dai lugng
c(v,X) =c(v, F) = v 1.SIn fx(v)],

trong d6 3(z) 1a phan 4o ctia s6 phiic z.

Chung ta cling can nhic lai mot s6 tinh chat quan trong ctia tam c(v, X) da dugc
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xét béi V. M. Zolotarev, V. M. Kruglov va V. Y. Korolev (xem céc chiing minh chi
tiét trong [33] va [54]).

Dinh ly 3.6.1. (a) Gid st X la mot bién ngau nhién bat ky, cé ton tai v-tam. Khi
ds,
c(v,—X) = —c(v, X).

(b) Gid st {X,,n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap, vdi day cdc v-tam
tuong ing. Khi do,

n

c(v, Z Xi) = Z c(v, Xy).

k=1
(c) Gid st day {X,,n > 1} hoi tu yéu dén bién ngau nhién X cé ham ddc trung
fx(v) #0 tai v >0 nao dé khin — +oo. Khi do

lim ¢(v, X,,) = ¢(v, X).

2. Cac két qua chinh

Dinh 1y 3.6.2. Gid st X la bién ngau nhién cia mot [6p phan phoi zdc sudt. Khi
do, Y v >0, ta co

(a) Néu P(X =a) =1, thi c(v,X) = a.

P 1
(b) Néu X ~ U(n), thi c(v, X) = ”; .

, b
(¢) Néu X ~ Ula,b), thi c(v, X) = “; .

(d) Néu X ~ N(p,0?), thi c(v, X) = p.

Nhan xét 3.6.1. Dinh lyj 3.6.2 cho thay tam ciia mot s6 phan phoi bing gid tri ky
vong cua phan phoi dé.

Dinh 1y 3.6.3. Gid st X la bién ngau nhién cia mot I6p phan phoi zdc sudt. Khi
do, Y v >0, ta cé

(a) Néu X ~ P()), thi c(v, X) = Ao~ L. sinv

(b) Néu X ~ Bernoulli(p), thi c(v,X) = v~'. arcsin ( pomy >, p+
V1 —2pq(1 — cosv)
qg=1.
(c) Néu X ~ B(n,p), thi c(v,X):n.v’l.arcsin( ponyY ), p+q=
V1 —2pq(1 — cosv)
1.
(d) Néu X ~ Geometry(p), thic(v, X) = v™!. arcsin ( Y )7 ptq=
V1+q® —2qcosv
1.
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(e) Néu X ~ Cauchy(c), thi c(v, X) = 0.
% ~ 5 — .1 i —?)
(f) Néu X ~ Exp(X), thi c(v,X) =v~'. arcsin (m)

1 2v
Néu X ~ x%(n), thi c(v, X) = =n.v"!. arcsin <—>
(9) X*(n), th c(v, X) = 5 Vg

. v
h) Néu X ~ Gamma(a,p), thi c(v, X) = p.v~!. arcsin (—)
Nhan xét 3.6.2. Trong Dinh lij 3.6.3 chiing ta thay v-tam khong bang gid tri ky
vong ctia phan phoi dé. Dic biét, muc 5) cho thay phan phoi Cauchy khong ton tai

ky vong, nhung lai cé v-tam.

Dinh 1y 3.6.4. Gid st bién ngau nhien X c6 tam c(v, X) va ton tai ky vong E(X).
Khi dé, néu ham ddc trung cia X khd vi tren RT | thi lim+ c(v, X)) =E(X).
v—0

Nhan xét 3.6.3. Noi chung, c(v,aX) # ac(v, X), vdia € R. Nhung lim c(v,aX) =

v—0+t
a lim (v, X).
v—0t
Dinh 1y 3.6.5. Gid s {X,,n > 1} la mot day cic bién ngau nhién doc lap, cing

phan phoi vdi tam c(v, X,,). Khi dé, néu N la mot bién ngau nhién nhan gid tri
N

nguyén duong, doc lap vdi moi Xy va dai lugng Sy = > Xi ¢6 ham dac trung
k=1

f(v) #0 tai v > 0 nao do, thi

lim c(v,Sy) = E(N).E(&).

v—0t
Luu 4, truong hop N ~ P(X), thi ¢(v, Sn) = X.c(v, Xi).

Dinh 1y 3.6.6. Gid si bién ngau nhién X c6 tam c(v, X) va ton tai ky vong E(X).
Khi dé,

(a) c(v, X) <E(X).

(b) Néu ham mat do cia X doi zing qua duong thang x = a, thi c(v,X) = a =
E(X).

Nhan xét 3.6.4. Tu Dinh Iy 3.6.6, suy ra rang két qud cia Dinh lyj 3.6.5 la hién

nhién.
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Chuong 4

Mot s6 ting dung trong théng ké va
mo6 phong Monte Carlo

4.1 Ham phan phoi xac suat dang khi binh phuong
vé6i chi s6 ngau nhién
1. Pat van dé. Gia st X1, X, ..., X, 1 n bién ngdu nhien doc lap c¢6 cling phan phéi

chuan chinh tac A'(0,1). Khi d6 tong cic binh phuong X2+ X2 +... + X2 duge goi
14 bién ngau nhién c6 phan phdi khi binh phuong véi n bac tu do, ky higu 1a y2.

Bién ngau nhién x? c¢6 ham mat do xac suat xac dinh baéi

0 néu x <0,

fal(z) = - (4.1.1)

_z £ )
Fr€ ° neu x > 0
2

(VB
—

8

N3]

trong d6 I'(s) = [;° e "2*~'dx la ham Gamma.

T khi xuat hién (ndm 1928), phan phoi clia bién ngau nhién x? (ddc bigt phép
thi y?)da dong vai trd quan trong trong mot sé bai toan clia thong ke nhu xay
dung khodng tin cay cho phuong sai ciia tong the, kiém dinh gia thuyét théng ke
lien quan t6i phuong sai tong thé, kiem dinh tinh phit hgp giita thuc nghiem va 1y

thuyét, kiem dinh tinh doc lap ctia céc bién ngdu nhieén...

Mot cau héi tu nhien 1a néu do tu do n ctia bién ngdu nhién x? duge thay béi mot
bién ngau nhién N, nhan cic gia tri nguyén duong, thi diéu gi sé xay ra vdi cac két

qud lién quan t6i bién ngau nhién dang x%.

2. Két qua. Ky hi¢u Z la mot bién ngdu nhién suy bién tai 1. Ching ta ciing stt dung

ky hicu 2, 1a su hoi tu theo phan phoéi, con L, 13 sy hoi tu theo xéc suit.
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Dinh 1y 4.1.1. Gid st X1, Xo, ..., X, la n bién ngau nhién doc lap va cé cung phan
phoi X2. Gid si ring N la mot bién ngau nhién nhan gia tri nguyén duong va N
doc lap vdi méi X;,i=1,2,...,n. Xét tong ngdu nhién Sy := Zf\il X;. Khi do

S

PN 4N , N — 00.

n
Du6i day 1a mot s6 két qua thi vi lien quan dén bién ngau nhién x? khi thay bac
tu do n biang mot bién ngau nhién N nhan gia tri nguyén duong, doc lap véi cac
X; ~N(0,1),i=1,2,..., N, matasé ky hiéu la x3;, nghia la x% = XZ+---+ X3,

Dinh 1y 4.1.2. Gid sit {N,,n > 1} la day bién ngau nhién nhan gid tri nguyén,
duong, doc lap vdi cic X; ~ N(0,1),i =1,2,... va théa cic dicu kién

E|N, — E(N, :
E(N,) — oo; | E(N; )|—>0 khi n — oo.
Khi do )
XN, i>Z, n — 00
E(Nn)

Cha y 4.1.1. Ta ¢6 E(x*(1)) = 1. Do dé, E(N,)) = E(x%, ). Khi dé két lugn trong
Dinh 1§ 3.6.6 ¢d thé phdt biéu nhu sau

Cac két qua sau 1a nhitng hé qua tryce tiép ti Dinh 1y 4.1.2.
Hé qua 4.1.1. Gid st N,, ~ Binomial(n,p). Khi do

2
XN, 4, 7
np

, N — 00.

Hé qua 4.1.2. Gid st N,, ~ Poisson(\,) va A\, — oo khin — oco. Khi dé

2
XNy d

An ’

n — Q.

Dinh ly 4.1.3. Gia su N,, ~ Uniform,,. Khi do
X%, d
o LU ~ Uniform|0,1], n — oo.

Dinh ly 4.1.4. Gia si N,, ~ Geometry(p,) va p, — 0 khi n — oo. Khi do

Pn-Xx., Ly ~ Ezxzp(1l), n — co.
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Dinh 1y 4.1.5. Gid st {N,,n > 1} la day cdc bién ngau nhién nhan gid tri nguyén
duong, doc lap vdi moi X; ~ N(0,1),4 > 1. Khi dé, néu
N p, 1,
n

X%, d
N,
L~ Z, n— 0.
n

. Thuat toan tinh ham phan phdi khi binh phwong y? véi bac tw do ngau
nhién. Trong phan nay, sit dung két qua ctia Lebedev trong [34], ching toi xay
dung thuat toan dé tinh cac gia tri ctia ham phan phdi chi binh phuong véi do tu
do ngiu nhién y%(x), trong d6 bién ngdu nhién N c6 cAc phan phoi xac suat xac

dinh nhu phan phdi Poisson ho#ic hinh hoc.
Dinh 1y 4.1.6. (Dinh lyj Lebedev, [7]]) Ky hiéu x2(z) la ham phan phéi xdc sudt
ctia bién ngau nhién x? vdi n bac tu do. Khi dé véi moi n=1,2,..

n/2

_x/27X1( ) - 2¢(\/5) - 1aX%($) =1- e_x/Qa

X2 () = X5 () = 0

n = 2k

L,
5, =
JE =241,

1 T
@(l‘) = \/—2_71- / ]}'_t/2dt.

Hé qua 4.1.3. Néu n=2m, m=1,2,... thi

V4

m—1

P
2 1 71/2295/2
X2m($) =1 e |
= P

Néu n=2m+1, m=0,1,2,...thi

rP—1/2

X%m+1($) =20(Vz) -1 - \/> e Z (2p — DI

Dinh ly 4.1.7. Gid si N(\) la bién ngdu nhién nhan gid tri nguyén, khong am,
tham s6 X vdi phan phoi zac suat P(N = k) = pr(\). Gid st N(\) doc lap vdi moi
X; ~N(0,1), i=1,2...

Dat x2 = S X5 = SV XA X ~ N(0,1),0 = 1,2.... Ky hicu x2(z) va
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Fy(x, ) lan lugt la ham phan phoi xdc sudat clia cdc bién ngau nhién x2 va x%. Khi

do
= (@)

4. Thuat toan tinh ham phan phdi xac suat y3 (z) v6i bac tu do ngau nhién.

(a) Xay dung ham phan phdi xac suat y2(z) := P(x? < x) ciia bién ngau nhién
c6 phan phéi khi binh phuong véi n bac tu do x? dua vao két qué ctia He qua
3.2.

(b) Tinh P(N = k) = pi(A\),k = 1,2, .. clia bién ngau nhién roi rac N.
(c) Tinh ham phan phdi xac suit clia bién ngau nhién 3, véi bac tu do 1a mot

bién ngau nhién N
= xi(@)pe(N)
1

5. Khi binh phuong véi chi sé6 ngau nhién nhi thitc am. Xét tong ngiu nhién
N
-y
k=1
v6i X1, X, ..., Xk, ... 1a céc bién nglu nhieén doc lap, cting phan phdi chuan téc
N(0,1) va N la bién ngdu nhién c6 phan phoi nhi thitc am, tic la:

P(N=k)=C;1p"¢" " p+q=Lk=nrr+1,..)

Xét chudi lity thira
"
Z il 3
I'(3)
c6 mién hoi tu 1a R. Goi fi,(z) 1a ham mat do ctia phan phdi x? véi k bac tu do.
Khi d6, tong ngdu nhién x2(N) c6 ham mat do (z > 0):
[e%s) g 1 z

2
CIZ %pqu r

f@) = Y f@P(N=k =Y "”F—

k*r22 %)
:“zp/qZ \/_)} =2 'e 2 (p/q)" (q\/2/2)

Do d6, ta can tinh toan chudi lity thita ¢(z). Xét diy chudi ham sau:

Ny
an(l')zzr—k TL:O,l,Q,...
k=1 (3)

c6 cac tinh chat sau:

40



i do(z) = 7=+ 242"’ & (x/2) v6i ®(x) la ham Laplace.
1i. ¢n+1(x) - I%(ﬁn(l‘)

Dua vao 2 tinh chat trén va diing cdc phan mém tinh toan Maple ta c6 thé tinh tudng
minh chu6i ham ¢, (x). Chang han:

1+ 1022 + 42* 2
do(x) = w1+ i)j%—i_ m)—|—8x2(1+3x2+x4)ez d(2V?2),

Khi d6, v6i r =1 thi p(z) = ¢o(z). V6i r > 2 thi

k
x
o(z) = r—l'z —r+1)(k—r+2)...(k-1)

I(

BN

)

Ta c6 thé biéu dién ¢(x) qua cac chudi ham ¢, (z). Chang han:

r=2, p(x) = ¢1(z) — do(x)
r=3 () = gl6a(e) — 30i(2) + 200()
P4 ple) = gl6s(e) — 60a(e) + 1101(2) — 660(v)
Céc bang béen cho gia tri ham phan phéi F(z fo t)dt trong cac trudng hop cu thé.
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Bang gia tri hAm phan phéi Khi binh phuong véi chi s6 nhi thitc am (r=1,p=1/3)

Ham mat do c6 dang

0 néu x <0
f(x) = _ (1_ 2)/2 671/2 £
pqe =) 2 (g /1) + I’Qﬁ néu z > 0

42



S B A o e i e

0.3566
0.5260
0.6455
0.7334
0.7989
0.8481
0.8851
0.9131
0.9342

0.0949
0.3768
0.5397
0.6555
0.7408
0.8045
0.8523
0.8883
0.9155
0.9360

0.1401
0.3961
0.5531
0.6652
0.7480
0.8099
0.8563
0.8913
0.9178
0.9378

0.1768
0.4146
0.5660
0.6747
0.7550
0.8151
0.8603
0.8943
0.9200
0.9395

0.2089
0.4324
0.5784
0.6838
0.7619
0.8202
0.8641
0.8972
0.9222
0.9411

0.2379
0.4494
0.5905
0.6927
0.7685
0.8252
0.8679
0.9001
0.9244
0.9428

0.2647
0.4659
0.6022
0.7013
0.7749
0.8300
0.8715
0.9028
0.9265
0.9443

0.2897
0.4817
0.6135
0.7097
0.7812
0.8347
0.8751
0.9055
0.9285
0.9459

0.3132
0.4970
0.6245
0.7178
0.7872
0.8393
0.8785
0.9081
0.9304
0.9473

0.3355
0.5117
0.6352
0.7257
0.7931
0.8437
0.8819
0.9106
0.9323
0.9488

e e e e e e e e T
L »® N o g W= O

0.9502
0.9623
0.9714
0.9784
0.9836
0.9876
0.9906
0.9929
0.9946
0.9959

0.9516
0.9633
0.9722
0.9790
0.9841
0.9879
0.9909
0.9931
0.9948
0.9960

0.9529
0.9643
0.9730
0.9795
0.9845
0.9883
0.9911
0.9933
0.9949
0.9961

0.9542
0.9653
0.9737
0.9801
0.9849
0.9886
0.9914
0.9935
0.9950
0.9962

0.9554
0.9663
0.9744
0.9806
0.9853
0.9889
0.9916
0.9936
0.9952
0.9963

0.9567
0.9672
0.9751
0.9812
0.9857
0.9892
0.9918
0.9938
0.9953
0.9964

0.9578
0.9681
0.9758
0.9817
0.9861
0.9895
0.9920
0.9940
0.9954
0.9965

0.9590
0.9690
0.9765
0.9822
0.9865
0.9898
0.9923
0.9941
0.9956
0.9966

0.9601
0.9698
0.9771
0.9827
0.9869
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9967

0.9612
0.9706
0.9778
0.9832
0.9872
0.9903
0.9927
0.9945
0.9958
0.9968

YOI ORI R R ORI R R OR
© 0 N e G WD = o

0.9969
0.9977
0.9982
0.9987
0.9990
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9997

0.9970
0.9977
0.9983
0.9987
0.9990
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.9971
0.9978
0.9983
0.9987
0.9990
0.9993
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998

0.9972
0.9978
0.9984
0.9988
0.9991
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9972
0.9979
0.9984
0.9988
0.9991
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9973
0.9980
0.9985
0.9988
0.9991
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9974
0.9980
0.9985
0.9989
0.9991
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9975
0.9981
0.9985
0.9989
0.9992
0.9994
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9975
0.9981
0.9986
0.9989
0.9992
0.9994
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998

0.9976
0.9982
0.9986
0.9990
0.9992
0.9994
0.9995
0.9997
0.9997
0.9998

43




Bang gia tri hAm phan phéi Khi binh phuong véi chi s6 nhi thitc am (r=2,p=1/3)

Ham mat do c6 dang

0 néu x <0
fla) = 2 —x(1—q2)/2 2 pav/ze /2 A
p’e D(q/x)(1+¢ z) + ERE—— mnéuz>0
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S B A o e i e

0.0937
0.2069
0.3200
0.4255
0.5200
0.6026
0.6735
0.7333
0.7834

0.0068
0.1046
0.2184
0.3310
0.4355
0.5289
0.6103
0.6799
0.7388
0.7879

0.0147
0.1157
0.2298
0.3419
0.4453
0.5375
0.6177
0.6863
0.7441
0.7923

0.0233
0.1269
0.2413
0.3527
0.4551
0.5461
0.6251
0.6925
0.7493
0.7967

0.0324
0.1382
0.2527
0.3634
0.4647
0.5545
0.6324
0.6987
0.7545
0.8009

0.0419
0.1495
0.2641
0.3740
0.4742
0.5629
0.6395
0.7047
0.7595
0.8051

0.0517
0.1609
0.2754
0.3845
0.4836
0.5710
0.6465
0.7106
0.7645
0.8092

0.0618
0.1724
0.2866
0.3949
0.4929
0.5791
0.6534
0.7165
0.7693
0.8132

0.0722
0.1839
0.2978
0.4052
0.5021
0.5871
0.6602
0.7222
0.7741
0.8172

0.0829
0.1954
0.3090
0.4154
0.5111
0.5949
0.6669
0.7278
0.7788
0.8211

e e e e e e e e T
L »® N o g W= O

0.8248
0.8589
0.8868
0.9095
0.9278
0.9425
0.9544
0.9639
0.9714
0.9775

0.8286
0.8620
0.8893
0.9115
0.9294
0.9438
0.9554
0.9647
0.9721
0.9780

0.8322
0.8650
0.8917
0.9134
0.9310
0.9451
0.9565
0.9655
0.9727
0.9785

0.8358
0.8679
0.8941
0.9154
0.9325
0.9464
0.9575
0.9663
0.9734
0.9790

0.8393
0.8708
0.8964
0.9173
0.9341
0.9476
0.9584
0.9671
0.9740
0.9795

0.8427
0.8736
0.8987
0.9191
0.9356
0.9488
0.9594
0.9679
0.9746
0.9800

0.8461
0.8763
0.9010
0.9209
0.9370
0.9500
0.9603
0.9686
0.9752
0.9805

0.8494
0.8790
0.9032
0.9227
0.9384
0.9511
0.9612
0.9693
0.9758
0.9809

0.8527
0.8817
0.9053
0.9244
0.9398
0.9522
0.9621
0.9701
0.9764
0.9814

0.8558
0.8843
0.9074
0.9261
0.9412
0.9533
0.9630
0.9708
0.9769
0.9818

YOI ORI R R ORI R R OR
© 0 N e G WD = o

0.9822
0.9860
0.9890
0.9914
0.9932
0.9947
0.9959
0.9968
0.9975
0.9980

0.9827
0.9864
0.9893
0.9916
0.9934
0.9948
0.9960
0.9968
0.9975
0.9981

0.9831
0.9867
0.9895
0.9918
0.9936
0.9950
0.9961
0.9969
0.9976
0.9981

0.9835
0.9870
0.9898
0.9920
0.9937
0.9951
0.9962
0.9970
0.9977
0.9982

0.9839
0.9873
0.9900
0.9922
0.9939
0.9952
0.9963
0.9971
0.9977
0.9982

0.9842
0.9876
0.9903
0.9924
0.9940
0.9953
0.9963
0.9971
0.9978
0.9983

0.9846
0.9879
0.9905
0.9926
0.9942
0.9954
0.9964
0.9972
0.9978
0.9983

0.9850
0.9882
0.9907
0.9927
0.9943
0.9955
0.9965
0.9973
0.9979
0.9983

0.9853
0.9885
0.9910
0.9929
0.9944
0.9957
0.9966
0.9974
0.9979
0.9984

0.9857
0.9887
0.9912
0.9931
0.9946
0.9958
0.9967
0.9974
0.9980
0.9984
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Bang gia tri hAm phan phéi Khi binh phuong véi chi s6 nhi thitc am (r=3,p=1/3)

Ham mat do c6 dang

f( ) 0 néu x <0
X)) = c —x Z
LpPe 120 (g /T)(3 + ¢Px) + VS ZCHD ndn g > 0
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S B A o e i e

0.0201
0.0667
0.1309
0.2058
0.2855
0.3658
0.4435
0.5165
0.5836

0.0004
0.0238
0.0724
0.1380
0.2136
0.2936
0.3737
0.4510
0.5235
0.5900

0.0013
0.0277
0.0784
0.1452
0.2215
0.3016
0.3816
0.4585
0.5305
0.5963

0.0025
0.0318
0.0844
0.1525
0.2294
0.3097
0.3895
0.4660
0.5373
0.6025

0.0041
0.0361
0.0907
0.1599
0.2374
0.3178
0.3973
0.4734
0.5441
0.6086

0.0061
0.0407
0.0971
0.1674
0.2453
0.3258
0.4051
0.4807
0.5509
0.6147

0.0083
0.0455
0.1036
0.1749
0.2533
0.3338
0.4129
0.4880
0.5576
0.6207

0.0108
0.0505
0.1102
0.1826
0.2614
0.3419
0.4206
0.4952
0.5642
0.6267

0.0137
0.0557
0.1170
0.1902
0.2694
0.3499
0.4283
0.5024
0.5707
0.6326

0.0168
0.0611
0.1239
0.1980
0.2775
0.3578
0.4359
0.5095
0.5772
0.6384

e e e e e e e e T
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0.6441
0.6979
0.7452
0.7862
0.8215
0.8516
0.8772
0.8987
0.9168
0.9318

0.6498
0.7030
0.7495
0.7900
0.8247
0.8544
0.8795
0.9007
0.9184
0.9332

0.6554
0.7079
0.7539
0.7937
0.8279
0.8571
0.8818
0.9026
0.9200
0.9345

0.6610
0.7128
0.7581
0.7974
0.8310
0.8598
0.8840
0.9045
0.9216
0.9358

0.6665
0.7176
0.7623
0.8010
0.8341
0.8624
0.8863
0.9063
0.9231
0.9371

0.6719
0.7224
0.7664
0.8045
0.8372
0.8649
0.8884
0.9082
0.9246
0.9384

0.6772
0.7270
0.7705
0.8080
0.8402
0.8675
0.8906
0.9099
0.9261
0.9396

0.6825
0.7317
0.7745
0.8115
0.8431
0.8700
0.8927
0.9117
0.9276
0.9408

0.6877
0.7362
0.7785
0.8149
0.8460
0.8724
0.8947
0.9134
0.9290
0.9420

0.6929
0.7407
0.7824
0.8182
0.8488
0.8748
0.8967
0.9151
0.9304
0.9432

YOI ORI R R ORI R R OR
© 0 N e G WD = o

0.9443
0.9546
0.9631
0.9701
0.9758
0.9805
0.9843
0.9874
0.9899
0.9919

0.9454
0.9556
0.9639
0.9708
0.9764
0.9809
0.9846
0.9876
0.9901
0.9921

0.9465
0.9565
0.9647
0.9714
0.9769
0.9813
0.9850
0.9879
0.9903
0.9922

0.9476
0.9574
0.9654
0.9720
0.9773
0.9817
0.9853
0.9882
0.9905
0.9924

0.9487
0.9582
0.9661
0.9726
0.9778
0.9821
0.9856
0.9884
0.9907
0.9926

0.9497
0.9591
0.9668
0.9731
0.9783
0.9825
0.9859
0.9887
0.9909
0.9927

0.9507
0.9599
0.9675
0.9737
0.9788
0.9829
0.9862
0.9889
0.9911
0.9929

0.9517
0.9608
0.9682
0.9742
0.9792
0.9832
0.9865
0.9892
0.9913
0.9931

0.9527
0.9616
0.9688
0.9748
0.9796
0.9836
0.9868
0.9894
0.9915
0.9932

0.9537
0.9624
0.9695
0.9753
0.9801
0.9839
0.9871
0.9896
0.9917
0.9934

W oW W W w
= b = o

0.9935
0.9948
0.9959
0.9967
0.9974

0.9936
0.9949
0.9960
0.9968
0.9974

0.9938
0.9950
0.9960
0.9968
0.9975

0.9939
0.9951
0.9961
0.9969
0.9975

0.9941
0.9953
47
0.9962
0.9970
0.9976

0.9942
0.9954
0.9963
0.9971
0.9977

0.9943
0.9955
0.9964
0.9971
0.9977

0.9944
0.9956
0.9965
0.9972
0.9978

0.9946
0.9957
0.9965
0.9972
0.9978

0.9947
0.9958
0.9966
0.9973
0.9979




4.2 Mot sb bai toan udc luong tham sd téng thé qua

cac udc ti 1a tong ngau nhién

1. Dat van dé Phuong phap Monte Carlo (con duge goi 1a cac phép thit mau ngau
nhién) 1a mot cong cu s6 trong phan tich cdc he thong ngau nhién. Diéu dic biet 1a
viéc st dung céc s6 ngau nhieén dé tinh toan cac sé khong ngau nhien. Vi du, gia si
X 14 mot bién ngau nhien, véi ky vong u = E(X). Muc dich ctia chiing ta la tinh pu.
Gia st ching ta c6 thé tao ra n quan sat ngdu nhién tit X, ky hicu X1, X, ..., X,.

Theo Luat yéu cac s6 16n néu, E|X;| < oo,
a(n) & p, khi n— +oo, (4.2.2)

6 day a(n) =137 | X}, and L, Ja sy hoi tu theo xéc sudt. Ching ta ¢6 thé ¢6 xap

xi, néu n du 16n
w2 a(n). (4.2.3)

Nhu vay, ching ta c6 thé bdo ddm ring néu chon n du l6n thi , a(n) sé gan téi p.
Dicu nay c6 duge nho Luat yéu cac s6 16n. Cht y rang X; va a(n) 1a ngdu nhien
trong khi p lai khong ngau nhién. Ching ta goi thong ké «(n) 1a mot ude it ving
cua .
Bén canh d6, Dinh 1y gi6i han trung tam cho phép xac dinh tdéc do hoi tu trong
phuong phap Monte Carlo. Cu thé, khi n — +o00, phan phéi clia @\/ﬁ dan téi
phan phdi chuan chinh tic N(0,1). Nhu vay, téc do hoi tu c6 dang O(n~/2).
Ngoai ra, Dinh 1y giéi han trung tam ctng cho phép xay dung khoang tin cay, cu
thé véi 0 € (0,1), ¢6 25 sa0 cho P(Z > z%) = ¢, 6 day, Z la bién ngau nhieén c6
phan phéi chuanchinhs tac. Nhu vay, v6i n di 1én
o

P(l a(n) — p[> Zg%) ~ (4.2.4)
suy ra rang gia tri chua biét g ndm trong khoang a(n) + 25 7= vOi xdc suat 1 — 4.
Nhu vay, véi n du 16n khodng «(n) + 25 7= la khoang tin cay 100(1 — )% cho trung
binh .

It should be noted that in practice the normal Chi ¥ 1& trong thuc té, khi do lech
tieu chuan o chua xac dinh, chugs ta c6 thé sit dung uéc luong

Sp = ! Z<Xl —ay)? (4.2.5)



Khi d6, khoang tin cay
a(n) — z— aln) 4+ zs — (4.2.6)

1a 100(1 — 0)% khoang tin cay cho trung binh u = E(X).

C6 ¥ nghia néu ta xét truong hop sb cac phép thit thong ke duge thay bdi cac bién
ngau nhién N,. Khi d6 hai thong ke

ar(Ny) = E(}Vn) ;X (4.2.7)
an(N,) = Nin NZIX (4.2.8)

sé duge st dung dé danh gia trung binh p.

Két qua chinh ctia phan nay la xay dung céc udc lugng diem va khoang tin cay cho
trung binh g, trén co sé cac udc ti tong ngdu nhién véi sé6 phép thit N, c6 phan
phoi Bernoulli. Céc két qua nhan duge 1a sy md rong céc két qua cia [12], [48]. Cha
¥ rang trong [18] théng ké as(N,,) duge xét trong truong hop N, ¢6 phan phoi sieu
hinh hoc.

. Cac két qua chinh

Xét s6 nguoi vao siéu thi. Mot s6 tit ho mua hang, s6 khac khong mua, don gidn vao
ngam nhin. Gia st s6 ngusi khong mua hang 1a 16n. Ky hieu X 1 tdng s6 tién thu
vao clia siéu thi. X 1a mot bién ngau nhién, c6 gia tri trong [0, +00) va ta can tinh
trung binh E(X) véi p = P(X > 0) va X > 0 a.s. Khi mo6 hinh héa bai toan nay,
gid st X1, X,..., X,,... 1a mot diy cic bién ngau nhién doc lap, cing phan phoi
sinh bdi n quan sat doc lap tit bién X va u = E(X),0 < 02 = D(X;). Ky hiéu N,
14 mot s6 cac quan sat nhan gia tri nguyén duong. Dé that rang N,, c6 phan phdi
nhi thiic B(n,p). Khi dé, vé6i X; > 0, diat ¥; = X; va ching ta c6 thé xap xép lai
thit tu sao cho X; > 0,4 = 1,2,..., N,,. Nhu vay, chiing ta c6 thé nhan duge day
cac bién ngau nhién doc lap Y1,Ys, ..., Yy, ¢6 cung phan phdéi nhu X khi X > 0
véi trung binh py va phuong sai o%.

Quan hé giita cAc mo6 men clia cidc bién ngau nhién X; va Y; duge xét nhu sau.
Dinh ly 4.2.1. V§i cdc gid thiét cia X; va Y;,
(a) p=puy,
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(b) o> =p(o} +qui), (p+q=1).

Xét hai uée ti

SN, _ SN, aya(N,) = S,

ava(Na) = E(N,) np’ N,

(4.2.9)

Chu § réng, néu N, suy thodi tai n, tic 1a P(N, = n) = 1, thi hai u6c ti
ay1(N,), aya(N,) tré vé dang ude ti quen thude a(n).

It has long been known that the Theo dinh 1§ Khinchin a(n) la wée lugng viing cho
w, tic 1la Ela(n)] = p va a(n) P, 4, khi n — +o0. Tuong ting hai théng ke mdi,

ching ta c6 két qua sau.
B6 dé 4.2.1. Vdi cdc gid thiét cho N,, ching ta cé

" P(N, = k)
2

— 0,

k=1

khi n — oo.
Dinh ly 4.2.2. Xét hai thong ké trong (4.2.9). Khi dé,

(a) ay1(Ny) la ude luong ving cho juy.

(b) aya(N,) la udc liong tiém can ving cho py, sao cho Elays(N,)] dan tdi py
va D|ayo(N,)] dan tdi 0, khi n — oo.

Dé xay dung khoang tin cay cho py trén co sé hai uéc tit dang xét, ching ta can
t61 két qua ctia Dinh 1y giéi han trung tam cho tong ngau nhién véi chi s6 clia tong
12 bién ngau nhién c6 phan phdi nhi thic
Dinh 1§ 4.2.3.
Sn, — E(Sn,)
VCLT(SNn)

— N(0,1) in distribution as n — oo. (4.2.10)

Dinh 1y nay la truong hop riéng ctia Dinh 1y H. Robbins ([12]) va ching minh chi

tiét ¢ thé xem trong [15].

Hé qua 4.2.1. Vdi cic udc ti zdc dinh trong (4.2.9), khi n — oo,
Oéy,l(Nn) — Ky

[@Y,Q(Nn) — Ky
Ty /NP

] /np — N(0,1) theo phan phoi, (4.2.11)

V4

} N,, — N(0,1) theo phan phd. (4.2.12)
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Theo (4.2.12) tit He qué 4.2.1, wéc ti ays(N,) 1a xap x{ chuan v6i n di lén, nén
khoang tin ca@y cho py v6i mitc ¥ nghia §, trén co sé udc ti ayq(V,), la

aya(N,) — UYNV p UYT VI (4.2.13)

sayae(Ny) + 2

N[>
[N

6 day 2 14 phan vi chuan mtc g.

Tuy nhién, khoang tin cay cho py, trén co sé udc ti ay1(N,), tit (??) qua phic
tap. Vi vay, ching ta c6 thé thay thé bang cac udc luong diém. Tit dinh 1y 4.2.3,
t6t nhat ching ta st dung ay;(NV,) dé danh gia py. Tuong tu cho o2, chiing ta xét
ba uwéc tir sau

N,
1 n
2 - - - 2
St = E(Nn>_1;[m ay1(Ny)] (4.2.14)
1 o
2 - - - 2
Ste = E(Nn>_1;[li ay2(N,)] (4.2.15)
1 &
Sts = MZ[YZ-—ozY,z(Nn)]2 (4.2.16)

Chiing ta c6 két qua sau.

Dinh 1y 4.2.4. o) E(S},) =0y +O[n7'].
b) E(S%5) =0y +O0n~'q".
¢c) E(5%;) =0} +0lq"].

Trong Dinh 1y 4.2.4, chit § rdng cac thong ke S5, 55.,, S35 1a cac udc lugng khong
chéch cia 0%, nhung véi n da 16n va ¢ dt bé, khi d6 cac ky vong ciia ching sé hoi
tu t6i o3 véi toc do xac dinh. & day, ching ta sit dung S§, cho mot udc tit cia o3

v6i toc do hoi tu O[n~'¢"], 1a ude t1t tot nhat.
Trong truong hgp chua xéc dinh oy, khoang tin cay theo (4.2.13) v6i py, trén co s6
ay2(Ny), duge xéc dinh nhu

SY,2\/7’LP_ o

[am(Nn) —z M] . (4.2.17)

Ny,

[S][S9)
(SIS0

N

Véi 1y do tuong tu, tir (4.2.17), khoang tin c@y trén co sé ay,1(N,) 1a

\/512/,2 + qo‘%f,l(Nn) \/532/’2 + qo‘%/,l(Nn)

(4.2.18)

ay1(N,) — 2 say 1 (N,) + 2

[SIEY
[SIEY

np np

Trong truong hop chua xac dinh xac suat p c¢6 thé st dung ude lugng tot ca p 1a
N, /n.
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Chiuing toi két thtc phan nay, cling 13 két thic Bao cao bang nhan xét vé6i vai tro quan
trong trong 1y thuyét ciing nhu tng dung, Ly thuyét cac Dinh 1y giéi han cho tong ngau
nhién cac bién ngiu nhién tiép tuc nghién ctu va trién khai cac tng dung trong Théng
ke, Tin hoc, Toan tai chinh, ... Mot huéng khac can xét déi vé6i cac bién ngau nhién khong

doc lap (c6 tinh Markov, Martingales, ...) can dugc nghiém ttc nghién ctu.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Sau 24 thang thuyc hién deé tai, ching to6i nhan thay dé tai da c6 nhitng déng gop hieu

qua trong cong tac NCKH, dao tao dai hoc va sau dai hoc, tao diéu kién thuan 1gi cho

nhiéu can bo khoa hoc, gido vién tré va hoc vién cao hoc, NCS tham gia nghién cttu va

giai quyét mot sé van dé ma dé tai dit ra. Ching t6i c¢6 thé manh dan dua ra nhiing két

luan sau:

Huéng nghien citu clia dé tai va cac két qua ctia dé tai 1a mdéi (dic biet ¢ Viet Nam)

va c¢6 nhieu ing dung trong nhiéu linh vic khac nhau nhuw Ly thuyét xap xi, Thong ké

ting dung, Tin hoc, Xac suat tai chinh, ... Cac két qua chll yéu ctia dé tai duge trinh bay

trong cic bai bao trong muc Nhitng dong gop ctia dé tai.

1. Péng gép cua dé tai:

(a)

(b)

Danh gia toc do hoi tu trong Luat yéu so 16n tuong tu két qua ctia V.V. Petrov
trong [39].

Danh gia toc do hoi tu trong mot s6 dinh 1y gidi han cia cdc bién ngau nhién
doc lap qua khoang cach xac suat Trotter. Day la su phat trién céc két qua
cia P.L. Butzer trong [!], [2], [3], H. Robbins trong [12], A. Renyi trong [11],
Z. Rychlick va Szynal trong [13], [11], ...

Danh gia khodng cach Trotter ciia hai tong Abel céc bién ngdu nhién doc lap,

phat trién tit két qua ctia M. V. Muchanov trong [37].

Danh gi4 khoang cach Trotter ctia hai tong cac bién ngau nhién d chiéu doc
lap, mé rong két qua clia Prakasa B. L. S. Rao trong [10] va S. Sakalauskas
trong [15].

Danh gia khoang cach Trotter ctia hai tong ngau nhién céc bién ngdu nhien d
chiéu doc lap. day 1a sy ngau nhién héa cac két qua clia Prakasa B. L. S. Rao
trong [10] va S. Sakalauskas trong [15] va cling 1a sy md rong cac két qua trong
cac truong hop cac bién ngau nhién mot chiéu ctia P. L. Butzer, H. Robbins,
H.F. Trotter, A. Renyi, W. Feller, ...

2. Huéng nghién citu tiép tuc trién khai:

(a)

(b)

St dung phuong phéap khoang cach xac suat Trotter dé tham gia giai bai toan
xap xi Weierstrass doi v6i mot ham lien tuc, bi chin trén doan déng [0,1].

Stt dung phuong phap khoang cach xdc suat Trotter trong nghién citu téc do
hoi tu ctia thuat téan Quick-sort lien quan tdi chi s6 ngau nhién (so sanh véi

két qua da c6 lien quan t6i khoang céch Zolotarev).
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(c) Stt dung phuong phap khodng cach xac suat Trotter trong nghién cttu tdc do
hoi tu trong céc dinh 1y gidi han khong st dung diéu kién bang nhau ciia cac
mo men (md rong két qua ctia Z. Rychlik trong [13]).

(d) Xay dung khodng cach xac suat Trotter c6 dicu kién va ting dung trong nghién
citu toc do hoi tu trong cac dinh 1y gidi han c¢6 diéu kien (md rong két qué ctia
H. Kirschfink trong [30]).

3. Dé xuat:
(a) Tao diéu kien cho nhém nghién ctiu tiép tuc diang ky dé tai cic cap dé giai
quyét dit diém cac huéng nghién citu dat ra & tren.
(b) Tang nguon kinh phi cho nghién cttu cap bo tuong xing véi sy dau tu ve thoi
gian va tri tué ciia nhom nghién citu.
(¢) Neén c6 chinh sach dong vien khuyén khich cdc nhém nghien cttu thye hién t6t
dé tai, c6 nhiéu két qua tét dude cong bd trén cac tap chi chuyén mon uy tin

va cac tap chi nuéc ngoai.
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LOI CAM ON

1. Cam on Trung tam Nghién cttu Chau a4 (VNU) va Quy hd tr¢g Cao hoc Han qubc
da tai tro kinh phi dé thuc hien dé tai.

2. Cam on Truong Dai Hoc Khoa hoc Hué, Dai hoc Hué (co quan chu tri), Bo mon
Xéc suat Thong ke (Truong Dai hoc khoa hoc Hué) va cac dong nghiép da tao diéu
kien dé dé tai nay dugc hoan thanh ding thsi han.

3. Cam on cac Seminar khoa hoc ctia Bo mon XSTK (Khoa Toan, Truong Dai hoc
Khoa Hoc Hué), Seminar ctia Khoa Toan ttng dung Trudng Dai hoc Bach khoa Ha
Noi, Bo mon XSTK (Khoa Toan-Co-Tin hoc, Trusng Dai hoc Khoa hoc Ty nhién,
Dai Hoc Qubc gia Thanh phd Ho Chi Minh), Khoa Toan (Truong dai hoc Khon
Kaen, Théi Lan) va Dy an Nghién cttu Toan tng dung 2008-2010 (Khoa Toén,
Truong Dai hoc Khon Kaen, Théi Lan) da tao diéu kién cho chiing toi trao doi v
tudng véi cac dong nghiép va bao cao cac két qua nghien ciu ciia dé tai trong nhitng
nam 2007, 2008 va 20009.
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