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L3i mé dau

Toan hoc 1a co sé nén tang cho su ra doi va phat trién ctia Tin hoc, va ngay nay
cling v6i su phat trién ctia x& hoi, vai tro ciia Toan hoc ngay cang tré nén quan trong
trong cac linh viyc tng dung thuc té, dac biet 1a trong Tin hoc. Do d6, tac gid da dugc
giao de tai “U’ng dung xac suat trong Tin hoc” dé lam luan van tét nghiép thac si.
Luan van gom 3 chuong:

Chuong 1 Kién thitc ¢ ban vé xac suat. Chuong nay gidi thicu céc kién thic co s6
ve xac suat. Dong thoi, tac gia c6 gidi thieu mot s6 két qua mdéi vé dinh 1y giéi han trung
tam cho khéi da dién Gauss.

Chuong 2 Bat ding thic Chernoff va tng dung. Chuong nay gidi thieu mot cach
tong quat vé bat déng thitc Chernoff va tng dung ctia né, dong thoi ciing gidi thieu cach
tinh can Chernoff cho téng cac bién ngau nhién Bernoulli doc lap.

Chuong 3 Xéap xi Poisson. Chuong nay gidi thicu ki hon vé bién ngau nhién nhi thiic
va bién ngau nhién Poisson cuing cac tinh chat dic biét clia cac bién ngau nhién nay.

Do kién thiic con c¢6 nhitng han ché va thiéu sét, vi vay tdc gia kinh mong nhan
dugce cac ¥ kién dong gop clia cac thay co, cting ban be dong nghiép dé ban luan vin nay
duge hoan thién hon.

Qua day, tac gia xin dugc gui 10i biét on sau sic nhat dén ngudsi huéng dan khoa
hoc GS TS. Nguyén Duy Tién da tao moi diéu kién va chi bao tan tinh trong sudt
qué trinh tac gid nghién citu dé hoan thanh duge ban luan vin. Dong thdi, tac gia ciing
xin gii 10i biét on chan thanh dén cac thay co trong khoa Toan - Co - Tin truong Dai
hoc KHTN - Dai hoc Quéc Gia Ha Noi da truyén dat nhitng kién thitc quy bau va tao
moi diéu kien dé tac gid hoan thanh qué trinh nghién ctu luan vin. Cudi ciing, tac gia
xin dugc gi 16i cdm on chan thanh dén tap thé 16p Cao hoc khoa 2006 — 2008, ban be
va ngudi than da luon dong vién, giup do tac gia hoan thanh ban luan van nay.

Ha Noi, nam 2009
Hoc vién

Nguyén Thi Ha Tinh



Chuong 1

Kien thitc co ban vé xac suat

1.1 CaAc tién dé co ban

Magc du ra doi tit thé ky XV 11, nhung mai dén nam 1929 nha Toan hoc ngudi Nga,
A.N.Kolmogorov méi xay dung duge co s Toan hoc chac chan cho 1y thuyét xac suat
bang cach dé xuat hé tien deé cho 1y thuyét xac suat dya trén 1y thuyét tap hop va do do.

Xét mot phép thit nao dé. Goi .7 1a tap tat ca cac két qua co thé co clia phép thi,
tap nay duge goi 1a khéng gian mau (sample space). Mot bién ¢6 A 1a mot tap con cta
khong mau .#. Ta gan cho bién ¢ A mot s6 P(A), duge goi 1a xac suat (probability)

clia bién c¢6 A, va sd nay phai théa man cac tién dé sau.

Tién deé 1.1.1.
Tién dé 1.1.2.

Tién dé 1.1.3. Néu Ay, A,... la day cdc bién co zung khdc tung doi mot bat ky, thi

P (U P<Ai>> = > P4

i=1
Tt he tien dé trén, ta ¢ thé suy ra mot s6 tinh chat co ban ctia xac suat.
(a) Néu A C B thi P(A) < P(B)
(b) P(A%) =1— P(A), véi A® = S\A la bién cb ddi ciia A
(c) P(LAUB)=P(A)+ P(B) — P(AB)
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1.2 Xac suat cé dieu kién va su doéc lap

Xét mot phép thit 1a tung mot dong xu hai lan, mdi lan tung c6 thé xuat hién mat

ngtta hodic mat sap. Khong gian mau ctia phép thi nay la

S = {(n>n)7 (n75)7 (S,TL), (37 S)}

Gia st ring cac két qua trén c6 kha nang xuat hien nhu nhau, va vi thé nén c6 xac
suat 1a 1/4. Gio ta gid st rang 1an tung thi nhat xuat hien mit sip: véi dicu kien nay,
xéac sudt dé ca hai lan tung déu xuét hien mat sap la bao nhieu? Dé tinh dudc xéc suat
nay, ta xét nhu sau: véi dicu kién lan tung thtt nhat xuat hién mat sap thi lan tung thi
hai sé& c6 nhiéu nhat hai kha nang, cu thé 1a {(s,n), (s, s)}. Vi hai trudng hgp nay c6 kha
ning x4y ra nhu nhau nén ching c6 xac suat bang nhau, va do tong cac xac suat c6 diéu
kién nay phai c6 tong bang 1 nén véi diéu kien lan tung thi nhat xuét hien mit sap thi
xac suat dé ca hai lan tung déu xuat hien mat sap 1a 1/2.

Néu ky hieu A 1a bién c6 ca hai lan tung déu xuat hién mat sip va B 1a bién c¢b lan
tung dau tién xuat hién mit sap, thi xac suat ta vita tinh & trén duge goi la xac suat c6
diéu kien ctia A véi didu kien B da xdy ra, ki hi¢u 1a P(A | B). Mot cong thitc tong quét
cho P(A | B) c6 thé dat dugc theo phuong phéap tuong tuy nhu da st dung trong vi du
vé tung dong xu § trén. Cu thé, néu bién c6 B da xay ra thi dé bién cd A ciing xay ra,
ta can phai c6 bién c6 A vi B cuing xay ra; nghia I3 bién c6 AB x4y ra. Vi cac kha ning
déu xét trong truong hgp B da xady ra, nén B tré thanh mot khong gian mau mdéi va vi
thé xac suat dé bién cd AB xay ra trong khong gian mau mdi nay sé bang xac suat cla
AB chia cho xéc suat ctia B. Nghia la, véi P(B) > 0
P(AB)

P(A4|B) = 5

Tuong tu nhu vi du trén, xac suat c6 dieu kien P(A | B) ctia A v6i diéu kien ctia B da
x4y ra, n6i chung khong biang P(A), xac suat khong c6 diéu kién ctia A. Trong trudng
hop dac biet, khi P(A | B) = P(A) thi ta néi rang A doc lap v6i B. Tu dinh nghia cta
P(A| B), ta thay ring diéu kien dé A doc lap véi B la

P(AB) = P(A)P(B)

Khai niem doc lap c6 thé ma rong cho hon hai bién ¢6 nhu sau: cac bién ¢b A4, ..., A,

dugce goi 1a doc 1ap véi nhau néu
P(A;,, ..., A;) = P(A;,)P(Ay)...P(A;)
V6i i1, ..., 7, 12 mot tap con bat ky cta {1,...,n}.
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1.3 Bién ngau nhién

Xét mot phép thit c6 khong gian mau . ma trén dé cic xac suat duge dinh nghia
theo cac bién c6 clia .. Mot bién ngau nhién X 1a mot ham thuc ctia cac phan ti clia
khong gian mau. Cho mot tap sé thiue C bat ky, xéc suat dé X nhan gia tri trong tap hop

C la bang v6i xac suat ctia bién ¢6 X 1(C). Nghia la,
P(X €C)=P(X}C))
véi X71(C) 1a bién ¢6 bao gom tat ca cac két qua s € . sao cho X (s) € C.
Ham phan phdi
Ham phan phdi F ciia bién ngau nhién X dude dinh nghia béi
F(x)=P(X <z)=P{X € (—o0, 2|}
v6i moi s6 thuc x. Ta ki hieu F dé biéu dién 1 — F, ttc la
F(z)=1- F(z) = P{X > x}

Mot bién ngdu nhién dude goi la réi rac néu tap gia tri c6 thé co clia né la mot
tap hitu han hoic vo han dém dude. Cho X 14 mot bién ngau nhién rdi rac, ta dinh nghia

ham khéi lugng xac suét p(z) ctia X la
p(z) = P{X =z}
Néu z;,7 > 0, biéu dién cac gia tri c6 thé c6 clia X thi

F(z)= ) plx)

ix; <x

Mot bién ngau nhién duge goi 1a lién tuc néu ton tai mot ham f(z), duge goi la

ham mat do xac suat ciia X, sao cho véi mot tap sd C bat ky
P{X eC} = /f(m)dm
c

Moéi quan hé gitta ham phan phéi F' va ham mat do xac suat f ciia bién ngau nhién

lien tuc X duge bidu dién nhu sau

F(y) = P{X € (—o00.y]} = / " fa)da
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Lay dao ham hai vé, ta c6

/

Fy) = f(y)
Ta sé c6 mot bicu dién truc gidc hon cho ham mat do xac suat bing chi ¥ rang
a+te/2
Pla—e/2< X <a+¢/2} = f(z)dx =~ ef(a)
a—e/2

khi € 14 nhoé. N6i cach khéc, xac suat dé X nhan gia tri trong mot khodng nao do c6 do
dai e quanh diém a 1a xap xi ef(a), nhu vay f(a) 1a mot do do dé xem bién ngdu nhien
X gan a ¢d nao.

Trong nhiéu truong hop ta khong chi quan tam ham phan phéi ciia ting bién ngau
nhién, ma con 1a méi quan hé giita hai hosic nhiéu hon céc bién ngau nhien. Dé dinh 16
mdi quan hé gitta hai bién ngau nhién X va Y, ta dinh nghia ham phan phdi dong thoi
cua chiing nhu sau:

F(z,y) = P{X <z,Y <y}

Nghia 13, F(z,y) 1a xac suat dé cd X <z va Y <y. Ham phan phoi clia ting bién ngiu
nhien X vd Y c¢6 thé dat dugc tit ham phan phéi dong thsi bang cach
Fx(z) = lim F(z,y),  Fy(y) = lim F(z,y)
y—00 T—00
v6i Fyy 1a ki hieu ham phan phoi cia bién ngau nhien W.
Néu cd X va Y 1a bién ngau nhién roi rac, thi ta dinh nghia ham khéi lugng xac

suat dong thoi ctia ching 1a
p(z,y) = P{X =2,Y =y}

Ta no6i rang X va Y 1a dong thoi lién tuc v6i ham mat do xac suat dong thoi f(x,y), néu

v6i cac tap so thie bat ky C va D
P{X eCY eD} = /C/Df(x,y)dydx
Néu X va Y la dong thoi lien tuc thi
P{XelC}=P{XelCY € (—0,0)}= /C/OO f(z,y)dydx
Diéu nay cho thay X 1a lién tuc v6i ham mat do
ete) = [ sty
Hai bién ngau nhién duge goi 1a doc 1ap néu véi cac tap so thuc bat ky C va D
P{X e€C,Y e D} = P{X € C}P{Y € D}
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Déng thiic trén dude suy ra tit
F(r,y) = F(z)F(y)

v6i moi o va y. Hon nita, véi moi o va y, cidc bién ngau nhien X va Y sé 1a doc lap trong

truong hop roi rac néu
P{X =2zY=y}=P{X=2}P{Y =y}
va trong truong hop dong thai lién tuc néu

flz,y) = fx () fr(y)

Ta ciing c6 thé dinh nghia ham phan phdi dong thoi ctia mot s6 bat ky cac bién

ngau nhién X1, ..., X,, bdi
F(zy,.x,) = P{X1 <z1,..,. X, <z,}

v6i moi x4, ..., Ty,.

1.4 Gia tri ky vong va phuong sai

Trong ly thuyét xac suat ( va dic biet 1a danh bac), gia tri ky vong (expectation)
ctia mot bién ngau nhien la tong xac suat ctia mdi két qua co thé ciia thit nghiem nhan
v6i gia tri clia két qua d6. Nhu vay, né bicu dién gia tri trung binh ma ngusi ta "mong
doi" thang cugc néu dit cude lien tuc nhieu lan véi kha ning thing cude 1a nhu nhau.
Cht ¥ rang, ban than gia tri d6 c6 thé khong duge mong dgi theo nghia thong thuong,
n6 c6 theé it c6 kha niang xay ra hodc khong thé xay ra. Mot tro choi hodic mot tinh hubng
trong do gia tri ky vong cho ngudi choi bang 0 (khong c¢6 thing hodc thua chung cuoc)

duge goi 1a mot "tro choi cong bang" (fair game).

Dinh nghia toan hoc

Thong thuong, néu X la mot bién ngdu nhién xac dinh trén mot khong gian xac

suat (Q,P), thi gid tri k¥ vong ctia X, ky hieu 1a E[X], dugc dinh nghia nhu sau
mm:/xm
Q

trong d6 st dung tich phan Lebesgue. Luu ¥ rang khong phai moi bién ngau nhién déu

c6 mot gid tri ky vong, do c6 thé khong ton tai tich phan (vi du phan bé Cauchy). Hai
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bién ngau nhién c6 ciing phan bo xac suat sé co gia tri k¥ vong bang nhau.
Néu X 13 mot bién ngau nhién rdi rac nhan cac gia tri x;,7 > 1, thi k¥ vong ctia X
dugc tinh nhu sau

E[X] = Z oP{X = z;}

Vi du 1.1 a. Bién ngau nhien chi tieu ctia bién c6 A, ky hieu I4 hodc I{A} dugc xac
dinh bang cong thitc sau
1 néu A xay ra
Iy =
0 néu A® xay ra

T dinh nghia ctia 4, ta suy ra
E[14] = 1.P(A) + 0.P(A°) = P(A)

Mot bién ngau nhién ma chi nhan hai gia tri 0 hoac 1 thudng dudc goi 1a bién ngau nhién
Bernoulli. Nhu vay, gia tri k¥ vong ctia mot bién ngau nhién Bernoulli chinh 1a xac suat

dé bién ngdu nhieén nhan gié tri 1.

Vi du 1.1 b. Xét mot day cac phép thi doc lap, moi phép thit sé thanh cong véi xéac
sudt p,0 < p < 1, hodc that bai v6i xac sudt 1 — p. Néu X biéu dién cho sb thi tu clia
phép thit ma la thanh cong dau tién, thi X dudce goi 1a bién ngau nhién c6 phan phdi
hinh hoc vé6i tham s6 p. Hay tinh gia tri k¥ vong ciia X.

Loi gidi. X sé bang n néu tat cad n — 1 phép thit dau tien déu that bai va phép thit thi n
la thanh cong. Vi cac phép thi la doc lap nén

P{X =n}=p(1-p"in>1

Do dé -
E[X]=> np(l—p)"" =1/p
n=1

v6i ding thic trén ¢ duge 1a do, véi 0 < a < 1,

00 - 00 d n_d 00 - 1
;na 1:;%a —%Za —m

n=1

O
Néu X 1a mot bién ngdu nhién lién tuc ¢6 ham mat do xac suat f(z), thi gia tri ky
vong cua X duge tinh nhu sau

E[X] = /oo o f (@)dz

[e.9]
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Gio gié st ta quan tam dén gia tri k¥ vong ctia bién ngdu nhien g(X) véi g(.) 1a mot ham
tity ¥ ndo d6. Vi g(X) sé nhan gia tri g(x) khi X nhan gia tri =, nén c6 thé thay ngay
rang E[g(X)] la trung binh trong lugng clia céc gia tri c6 thé co ciia g(x), véi trong lugng
ctia g(z) chinh la xac suat (hodc mat do xac suat trong truong hop lién tuc) dé X nhan

gia tri x. Két qua trén thé hién trong meénh dé sau.
Ménh dé 1.4.1.

Yo g(x)P{X =z} néu X roi rac
Blg(x)] = { & /
[ g(x)f(x)dx néu X lién tuc vdi ham mat do f

Néu ham g(z) = az + b, ménh deé 1.1.1 chi ra rang véi cac hing s6 a,b

E[aX +b] = aE[X] + b

Phuong sai

Phuong sai ctia mot bién ngdu nhién X, ky hieu 1a Var(X), duge dinh nghia nhu
sau

Var(X) = E[(X - E[X])?]

Vi du 1.1 c. Tim phuong sai ctia bién ngéu nhién Bernoulli X c¢6 E[X] = p.
Lai gidi. Vi

1 —p)? v6i Xac suit p
(X —E[X])* = _—
(0 —p)? véi x4c suat 1 —p

Var(X) = (1 —p)’p+p*(1 —p) = p(1 — p)

T trén ta c6 phuong sai cia X 1a

Var(X) = E[X*] — (E[X])*
va v6i cac hiang s6 a va b bat ky,

Var(aX +b) = a*Var(X)

Trong ly thuyét x4c suat, phuong sai clia mot bién ngau nhién 14 mot do do sy phan

tan ctia bién ngau nhién quanh gia tri trung binh ctia n6, n6é ham y cac gia tri ctia bién
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ngau nhién dé thudng & cach gia tri ky vong bao xa.
Phuong sai ctia bién ngau nhién gia tri thie 14 moment trung tam bac hai. Phuong
sai ctia mot bién ngiu nhien la binh phuong ctia do léch tieu chuan. Dinh nghia nay ap

dung cho ¢4 bién ngau nhién roi rac va lién tuc.

1.5 Ky vong va phuong sai cuia tong cac bién ngau
nhién
Mot md rong ctia Ménh dé (1.4.1) cho trudng hgp hai chiéu 1a: néu g 1a mot ham

clia cac bién ngau nhien X va Y, thi

S 3 9z, y)P{X =2, Y =y} néu X,Y rdirac
Elg(X,Y)] = "

[ 7 9(x,y) [z, y)dady néu X,Y dong thoi lién tuc véi mat do f
Néu cho g(z,y) = = + y thi tit trén dé dang thay
E[X + Y] = E[X] + E[Y]

Tong quat, véi mot s6 hitu han bat k¥ cac bién ngau nhién, bang phuong phap quy nap,
ta co

E

ZXi] = ZE[Xz] (1.1)

Vi du 1.1 d. Thuat toan sui bot (The Bubble Sort)

Gia st ta c6 mot tap gom n gia tri phan biét xy, ..., z,, ma ta mudn dat ching theo
thit tu ting dan, hay con goi la sdp xép ching. Sti bot 1a mot thuat toan ta cé thé ding.
Ta sé bat dau véi mot day sd cho truée nao do, tuan tu di qua cac phan ti ctia diy, va
sé doi chd cap phan tit ndo ma khong theo thit ti tang dan nhu ta mong mudn. Cu thé,
dau tien gia tri thi nhat va thi hai sé duge so sanh véi nhau, ta sé doi chd ching néu gia
tri thi hai la nhé hon; sau do gia tri méi 6 vi tri thi hai sé duge so sanh véi gia tri 6 vi
trf thit ba, va hai gia tri nay sé doi chd néu gia tri sau nhé hon gia tri trude,... Tiép tuc
nhu vay cho dén khi gia tri cudi cling trong day duge so sanh va ciing c6 thé doi chd néu
can. Qua trinh nay dudc lap lai va dude tiép tuc cho dén khi tat ca cac gia tri ctia day

déu dudc sap xép. Chang han, néu diy ban dau dudce cho nhu sau

5 3 8 7 0 9 6 41
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thi cdc 1an sap xép lien tiép trong lugt so sanh dau tién sé nhu sau (v6i gach ngang trén

dau 1a chi gia tri dang dugc so sdnh tryc tiép v6i gia tri diing ngay sau):

358709641
358709641
357809641
3570896 41
3570896 41
3570869 41
357086491
357086419

Dé thay rang, sau lugt so sanh dau tién, gia tri 16n nhat sé chinh 1a gia tri nam & vi tri
cudi cing. Nhu vay, & luct so sanh thit hai ta khong can phai xét dén gia tri cudi cling
nay, va sau lugt so sanh thit hai ta sé c6 dugce hai gia tri 16n nhat ctia day nam & hai vi
tri cudi cing. Két qua nay ciing tuong tu cho cac 1an so sanh tiép theo va ci nhu thé, cac
gia tri dugc sap xép theo gia tri tang dan. Thuat toan nay dugc goi 1a Thuat toan sui
bot vi cach di chuyén cac gia tri nhdé hon lén phia trén goi cho ta hinh anh giéng céac bot
bong béng néi lén trong nudc.

Thuat toan nay két thic ngay ca khi khong c6 mot sy ddi chd nao xay ra & ngay
lugt so sanh dau tien, hodic ciing c6 khi phai qua t6i tong sé6 n — 1 ludt so sanh. Vi & luct
so sanh thit ¢ ta can thyc hién n — 4 lan so sanh, nén trong truong hgp xau nhat ta sé
phdi can t6in —1+n —2+ ...+ 1 =n(n — 1)/2 lan so sdnh. Néu ta ky hi¢u 1 thay thé
cho gia tri nhé nhat, 2 thay cho gia tri thit hai, va cit tiép tuc nhu thé, thi truong hop

xau nhat sé xdy ra néu day ban dau duge cho 1a
nn—1n—2..321

Tuy nhién, khong c6 1y do gi diic biet dé cho ring day duge cho ban dau sé c6 cac phan
t1t xép theo chiéu gia tri gidm dan, nén diéu nay sé khién ta nghi dén s6 lan so sanh can
thiét trung binh khi ma day ban dau dugc cho mot cadch ngau nhién. Vi thé, sé 1a hop
Iy néu ta coi day dugc cho c6 mot thit tu bat ky trong n! tht tu ngdu nhien cé thé cé.
Néu ky hieu X 1a s6 lan so sanh can dén khi thuat toan sii bot két thic, thi ta quan tam
E[X] 1a gia tri k¥ vong ctia X. Trong khi rat kho dé tinh ro rang E[X], thi ta lai c6 thé

dat dugdc cac can cho né. Dau tién, vi v6i mdi thit ti ngdu nhién ban dau,
X <n(n-1)/2

10



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

n(n —1)
2

Dé dat duge mot can khac nita, ta can dén khai niem sé nghich thé ctia mot hoan

E[X] < (1.2)

vi. Cho mot hoan vi bat ky iy, ..., 4, cia 1,2,...,n, ta néi rdng cip c6 thit tu (i,7) 14 mot
nghich thé (inversion) ctia hoan vi nay néu i < j va j ding trudc i trong hoan vi. Chang

han, hoan vi

2.4,1,5,6,3

c6 nam nghich thé, cu thé: (1,2),(1,4), (3,4), (3,5), (3,6). Cudi ciing, vi cac gia tri trong
cac cap nghich thé 1a can duge ddi chd (nghia la duge so sanh) nén s lan so sanh can
thiét néu dung thuat toan sti bot sé it nhat phai bang s6 nghich thé ctia day cho ban

dau. Nghia 1a, néu goi I 1a s6 nghich thé thi
X>1
T do6 suy ra
E[X] > E[]] (1.3)

Nhung néu, ¢ < j thi ta dat

1.4) 1 néu (7,7) 1a mot nghich thé cia day cho ban dau
LJ) =
0 néu ngudc lai

thi ta ¢co

I=>_> 16.7)

i<j
Do vay, theo tinh chat ctia k¥ vong ta c6

B[] =YY E[I(i, )] (1.4)

J i<y
Bay gio, néu i < j, ta c6
E[I(i,7)] = P{j dtng trudc i trong day cho ban dau}

Nhung néu thit ty ciia day cho ban dau 1a mot thit tir bat ky trong n! thi ty ngdu nhién
c6 thé co, thi ¢ thé thay rang kha nang ¢ ding trudc j cling ngang bing kha nang j ding

truée ¢, nén

B[, )] =

11



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Do vay, vi ¢6 C? cip ¢,7 ma i < j nén tit 7?7 suy ra

E[l] = % _ n(n4— 1)

Tt phuong trinh (1.2), (1.3) va phuong trinh trén ta dugce

n(n —1)
4

n(n —1)

< EX] < =

Nhu vay, néu v6i n du 16n, s6 lan so sanh trung binh can dén khi sap xép n gia tri béi

thuat toan sti bot sé dao dong tit n?/4 dén n?/2.

Dé dua ra dudc cong thiic phuong sai cho mot tong, ta can dén khai niem hiép
phuong sai.

Hiép phuong sai (covariance) clia hai bién ngau nhién X va Y dugce dinh nghia nhu sau
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
Sau day 1a cac tinh chat co ban clia hiép phuong sai.

Meénh dé 1.5.1. Cho cic bién ngau nhién X,Y, Z bat kj va hdng so c:

Tinh chét 5 tong quat len 1a

n n

Cov <zj; Xi’Zj;YZ) = ZZCOU(Xi,Y})

i=1 j=1

Cong thiic nay c6 thé duge ding dé suy ra phuong sai cho tdng céc bién ngau nhién

Var (i Xi) =Cov <i Xi,iX])
= ZZCOU(Xi,Xj)

i=1 j=1

= Zn: Cov(X;, X;) + zn: Z Cov(X;, X;)
i=1

i=1 j#i

= ivar(Xi)+2iZCO’U(Xi,Xj) (1.5)

i=1 j<i

12



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Vi Cov(X,Y) = 0 khi X va 'Y doc lap, nén tit phuong trinh trén suy ra néu cac bién ngau
nhién doc lap thi

Var (i: Xi> = Zn: Var(X;)

Vidu 1.1 e. S6 thanh cong trong mot day n phép thit doc 1ap, méi phép thit c6 két qua
thanh cong vdi xac suat p hodc that bai véi xac suat 1 — p, duge goi 1a mot bién ngau
nhién nhi thic v6i cdc tham s6 n va p. Hay tinh gia tri ki vong va phuong sai cia bién
ngau nhién nay.

Loi gidi. Néu X 1a mot bién ngau nhién nhi thitc v6i cac tham s6 n va p, thi
P{X =i}=Cp'(1-p)""i=0,..,n (1.6)

Trong khi ta c6 thé tinh gia tri ki vong va phuong sai ctia X tryc tiép tit (1.6), thi s& dé

dang hon néu ta ding biéu dién

i=1

¥ 1 néu phép thit ¢ 1a thanh cong

0 néu phép thit ¢ 1a that bai

Vi mdi X; 1a mot bién ngiu nhién Bernoulli véi

E[X;] = p, Var(X;) =p(1 —p)

v6i gid thiét cac X; doc lap dé thoa man phuong sai ctia mot tong bang téng cac phuong

sai.

Vi du 1.1 f. Bai toan suu tap vé. Gia sit c6 m loai vé khac nhau, va tai mdi thoi diém
ngudi ta chi mua mot vé 1a mot loai bat ky trong cac loai nay. Néu goi X 1a s6 vé ma mot
ngudi can mua theo thit tir dé c6 mai loai it nhat mot vé, tim gia tri ky vong va phuong
sai cua X.

Loi gidi. Dé xac dinh E[X], ta goi X; 14 s6 vé can thiét them vio, sau khi da c6 i loai vé

13



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

phan biét, cho dén khi ¢6 thém mot loai vé méi, ¢ = 0, ...,m — 1. Khi do,

Bay gio, khi da c6 i loai vé phan biet, mdi vé mdi sé 1a mot loai méi véi xac suat (m—i)/m.
Nhu vay, X; 1a mot bién ngau nhién hinh hoc vé6i tham s6 (m — 1) /m. Do do,

m—1 m—1 m

Elx] = Y E[X, = m”iz, :mz%

=1 =1 =1

Hon nita, vi dé thay rang cac bién ngau nhién X;,i = 0,...,m — 1 doc lap, nén ta c6

v6i dieu kién trén c6 duge 1a do phuong sai ciia mot bién ngau nhién hinh hoc ¢6 tham

s6 pla (1 —p)/p*

Chu y. Ta c6 thé chi ra ring

lim. (Z 1/z’—1og<m>) — 4

=1

véi vy &~ 0.57721 dugde goi 1a hing s6 Euler, tit d6 ta dugc

E[X] ~ mlog(m)

E[X] = Y E[X] =) —— :mz%

i=1 1=1 =1

0 day, ta néi rang a,, ~ b,, khi lim %= = 1. Hon nita, ta ciing c6 thé chi ra ring

m— 00 bm

Ta cb

Var(X) ~ m*n?/6
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Vidu 1.1 g. Mot bai toan suu tap vé khac. V6i gia thiét nhu trong vi du 1.1e, hay
tim k¥ vong va phuong sai clia s6 loai phan biét trong mot tap gom n vé.

Loi gigi. Ky hieu X 1a s6 loai phan biét, va
X=>X
i=1

v6i
1 néu c6 vé loai i trong bo suu tap
X; =
0 néu nguoc lai

Vi X; 1a mot bién ngau nhién Bernoulli, nén ta c6

E[X] =1 (mT—l)"
Var(X;) = (m7—1>" (1 _ (T_l>n) (1.7)

-Eeinfi- (]

Hon nita, vi X;X; cling la Bernoulli, véi ¢ # j, nén

3

Suy ra

v6i Ay, 1a bién c¢b suu tap co chita it nhat mot vé loai k. Vi

P(A;4;) =1 —P((A;4;)°)
=1—P(AY U AF)
= 1—P(AY) — P(A]) + P(A AY)

Do dé, véi i # 7,

Cov(X;, X;) =1-2 (mT_l)n+ (mT_Q)n - {1 a (mT_l)T

_ (m_z B (m_—l v (1.8)
7)

m

Nhu vay, tiu cadc phuong trinh (1.5

i o (352 (1352 o (25 (55

~—
—~
)—l
~



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Vi du 1.1 h Budc nhay (Runs). Gia stt X1, ..., X,, 1a mot ddy cdc bién ngau nhién nhij
thitc doc lap, va mdi bién X; sé nhan véi xac suat p. Mot diy con lién tiép cuc dai gom

toan gia tri 1 dude goi la mot bude nhay. Chéng han, day
1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0

1a ¢6 bude nhdy 3. Goi R 1a s6 budce nhay, hay tim E[R], Var(R).
Loi gidi. Dat I; bang 1 néu c6 mot buée nhay bat dau tai X;, va bang 0 néu ngugc lai.
Véii=1,...,n, khi do

R= anfi (1.9)

El] =P{X;.1=0,X; =1} =p(l —p) v6ii>1

ZJE =p+(n—1)p(1 - p)

Gio ta can tinh Var(R). Gia stt n > 2, tit phuong trinh (1.9) ta c6

Var(R ZV(LT‘ —|—2ZZCOU L, I;)

7j=2 i<j

Vi I; 14 mot bién ngau nhién Bernoulli nén
Var (I;) = E[L](1 — E[])
Ngoai ra, ¢ thé thay rang I; va I; s& doc lap khii < j — 1, tit d6
Cov(l;,1;) =0, i<j—1
Bén canh do, vi I;_;1; = 0, nén
Cov(1lj_1,1;) = —E[l; ,E[L;] = —=E[;_1p(1 — p)
Nhu vay, khi n > 2, ta dugc
Var(R) = Var(Iy) + va +2Cov(11, Is) + 2Zcov i1, L)

Jj=2 j=3

=p(1—p)+ (n— Dp(1 = p)[1 —p(1 — p)] — 2p*(1 — p) — 2(n — 2)p*(1 — p)*
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Néu ta dit
c=p(1—p)[1—p(l-p)]—20°(1-p)?

thi ta c6 thé viét lai nhu sau
Var(R) = (n —2)c+p(1 —p)*(2 - p)

Mot céch khac dé tinh E[R] va Var(R) la dung phuong phap dé quy. Néu ki hieu R; la
s6 bude nhdy trong day X7, ..., X; thi ro rang

Ry=Rj 1+ 1, (1.10)

Nhu vay, véi j > 2,
E[R;] = E[R;—1] + p(1 —p)

Bat dau tit E[R;] = p, ta suy ra dugc
E[Rn] =p+(n—1)(1 —p)
Tuong tu, véi j > 2, tir (1.10) suy ra

Var(R;) = Var(Rj—1) + Var(Il;) + 2Cov(R;_1, I;)

Ma
Cov(Rj_1,1;) = Cov(Rj—s + I;_41, 1))
= Cov(Rj_3,1;) + Cov(I;_1,1;)
- COU( Jj=1 )
= —E[I; 1 ]E[];]

Do vay, v6i j > 2,
Var(R;) = Var(Rj-1) + p(1 = p)[1 — p(1 = p)] = 2p(1 — p)E[; 4]
Vi Var(R;) = p(1 — p), dé quy ta dugc

Var(Ry) = p(1 —p) +p(1 —p)[1 —p(1 —p)] = 2p*(1 = p)
p(1=p)*(2 —p)

Vé6i j > 3, dé quy ta dugc
Var(R;) = Var(R;_1) + ¢
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Vay nén

Var(R,) = Var(Ry) + (n —2)c

Bay gio ta néi dén mot ting dung clia bai toan trén, dé la cho phan chi dan ctia mot
quyen sach. Phan chi dan 14 phan gom mot danh sach cac tit ndo dé c6 trong quyén sach
va ing v6i mdi tir 1 phan liet ke tat ci cic trang siach c6 xuat hieén tu dé6. Gia sit muc
chi dan sé liet ké cac trang theo phan doan; nghia 13, néu mot tit ndo dé xuat hién & cac
trang 2,3,4,7,8,9,10 va 12, thi trong bang chi dan n6 sé duge viét thanh ba phan doan
2 —4,7—10,12. Gio gia st ta quan tam dén s6 phan doan trong phan chi dan clia mot
tit nao d6, véi gia thiét tit nay sé xuat hien doc lap trén mdi trang, trong tong sb6 n trang
clia quyén sach, véi xac suat p. Néu ki hieu X; bing 1 néu tit nay xuét hien & trang 4, thi
c6 thé thay ngay ring s6 phan doan ciia cac trang cho tit nay chinh la bing s6 budc nhay
ctia day X1, ..., X,,, do d6 trung binh va phuong sai cia n6 sé dugce tinh duge nho cac két

qua trén.

1.6 Ham moment tong quat va bién doéi Laplace
Ham moment tong quat ctia bién ngdu nhien X dude dinh nghia nhu sau

o(t) = E[e"]

N6 duge goi 1a ham moment tong quat ciia X vi moment cac bac khac nhau ctia X c6

thé suy tit viec dao ham lien tiép ¢(t), va xét cdc dao ham nay tai t = 0. Chang han

!

¢ (t) = E[Xe™]

1"

¢ () = E[X*e"]
va tong quat
¢! (t) = E[X"e"]
Xét tai t =0 thi
¢"(0) = E[X"]
Vi du 1.1 i. Phan phéi hinh hoc. Bién ngiu nhién X dudc goi 1a c¢6 phan phéi hinh
hoc v6i tham s6 p néu

P{X =n}=p¢" 'n=12.
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

v6i ¢ = 1 — p. Nhu vay, hAm moment tong quét ctia X 13

¢(t) = E[e™]
_ Z etnpqnfl
n=1
:pet Z(qet)n 1
n=1
__pe
1 —get
Dao ham ta duce
5 (1) = (1 — ge')pe' + pe'qet _ pet
(1 —qget)? (1 —get)?
5 (1) = (1 — get)?pet + 2pet(1 — qel)get
B (1—qget)!
Xét tai t = 0 ta dudce
D 1
ElX]| = = -
X=a=r 5
Epx? = 0= O)P*p+2p(1—qq p*(p+2q) 1+4g
(1-q)* (1—q)* p?
Do vay,
l1—p
Var(X) = E[X?] - E*[X] = =

Néu X va Y doc lap thi
E[et(XJrY)] — E[etXetY] — E[etX]E[etY]

N6i cach khac, ham moment tong quéat ctia mot tong cac bién ngau nhién doc lap bang
tich cdc ham moment tong quat ciia timg bién ngdu nhién thanh phan.

Mot tinh chat quan trong khac ctia ham moment tdng quat dé 1a c6 mot tuong tng
mot-mot gitta ham moment tdng quat véi ham phan phéi ciia mot bién ngdu nhién. Nhu
vay, mot ham moment tong quat xac dinh duy nhat mot ham phan phoi.

Vi du 1.1 j. Mot bién ngu nhien X dude goi 1a c¢6 phan phdi chuan véi trung binh g
va phuong sai 0? néu ham mat do xac suat ctia né 1a

1
f(z) = —e_(x_“)2/2"2, —00 < x < 400

\2Tmo

19



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Khi t = 0,0 = 1, ta néi X c6 phan phbi chuan tiéu chuan.

Ham moment tdng quat ctia bién ngdu nhién c6 phan phdi chuan tiéu chuan Z la

—+00
1
E[etZ] = \/_Q_ﬂ— / €t$€7x2/2dl'
+oo
1 2
_ —(z*—2tx)/2
=— | e dx
2T /

“+oo
1
_ t2)2 / —(z—t)2/2d
= /f— e X
V2T

2
_ 2

Bay gio, ta thdy néu Z la mot bién ngiu nhién c6 phan phéi chuan tieu chuan, thi
X = 0Z + p sé la bién ngau nhién c6 phan phéi chuan véi trung binh x4 va phuong sai
o?; nhu vay,

E[etac] _ E[et(aZ+,LL)] _ etuE[etoZ] _ eut+02t2/2

Gia st X va Y la cac bién ngau nhién c6 phan phdi chuan doc lap véi trung binh p, va

11y, v phuong sai o va o; khi d6
E[e" )] = E[e¥]E[e™] = exp{(sa + )t + (0 + 0})t?/2}

Do tinh duy nhét clia ham moment téng quét, nén tit trén ta thiy ring tong clia cac

bién ngau nhién c6 phan phdi chuan doc lap sé 1a mot bién ngau nhien c¢6 phan phdi chuan.
(I

Cho bién ngau nhién khong am X, ta dinh nghia bién déi Laplace g(t),t > 0, ciia

X nhu sau

Ta thay rang, bién doi Laplace xét tai t chinh 1a moment tong quat xét tai —t. Bién doi
Laplace c6 diém thuan 1gi hon ham moment tong quat 1a khi bién ngdu nhién 1a khong
am, tic 1a X > 0 va ¢ > 0, thi

0<e™<1

Nghia 14, bién doi Laplace luon c6 gia tri nim giita 0 va 1, tit d6 cho thay cac bién ngau

nhién khong am ma c6 cling bién déi Laplace thi ciing phai cé ciing phan phdi.
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1.7 Ky vong c6 diéu kién

Néu X va Y la hai bién ngdu nhién 1r6i rac, thi ham khéi luong xac suat cé dieu
kién ctia X v6i diéu kien Y = y duge dinh nghia bai
P{X =2Y =y}
P{Y =y}
va ky vong c6 diéu kién ciia X véi diéu kien Y = y duge dinh nghia béi

EX|Y =y =) P{X=2|Y=y}

P{X=z|Y=y}=

Tuong ty, néu X va Y c¢6 ham mat do dong thsi f(z,y), thi hAm mat do xac suat cé
diéu kién ciia X véi dicu kién Y = y duge dinh nghia béi

_ flzy)
fX\Y(‘r | y) - fY(y)

va ky vong c6 dieu kién ciia X véi dieu kien Y = y duge dinh nghia béi

B Y=ol = [ afar(e |
Chi y rang, trong tat cd cac cong thic trén van ding trong truong hgp khong co diéu
kién ngoai trit ring bay gio cac xac suat dang duge tinh toan véi dieu kien 1a bién cb
Y =uy.
Gia st E[X | Y] 1a mot ham theo bién Y (ki higu 1a E[X | Y = y]), mot két qua vo clng
quan trong la

E[X] = E[E[X | Y]] (1.11)

Néu Y 1a mot bién ngdu nhieén roi rac, thi (1.11) chinh la
E[X]=) E[X|Y =yP{Y =y}

Khi Y lién tuc thi (1.11) chinh 1a

o0

EWFj/EWIYzwh@My

—00

Trong truong hop X va Y ¢6 ham mat do dong thoi f(z,y),

7E[X 1Y =ylfy(y)dy = 7 7:cfxy(x\y)fy(y)dwdy
ijxf(:v,y)dxdy
e
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Truong hgp roi rac chiing minh tuong ty. Nhu vay, ta thay E[X] chinh la trong lugng
trung binh ctia cac ky vong ciia cac ky vong c6 diéu kien ctia X véi dicu kien Y = v,
trong d6 mdi s6 hang E[X | Y = y] ¢6 trong lugng bing xac suat (hodc mat do xac suat
trong truong hgp lién tuc) dé Y = y. Ké qua nay thuong duge dimg dé tinh gia tri ky
vong clia X mot cach dé dang hon bang viéc dit diéu kieén lén gia tri clia bién ngau nhién
tht hai Y. Cac vi du sau sé minh hoa cho di¢u nay.

Vi du 1.1 k. Téng mot sd ngiu nhién cac bién ngdu nhién. Gid st X, Xo, ...
1a mot day cac bién ngau nhien doc lap c6 ciing phan phdi, c6 ham moment tong quat
dx(t) = Elexp{tX;}], vd gid stt N 1a mot bién ngau nhién nhan gi4 tri nguyen khong am,

doc lap véi cac X;. Tim trung binh va phuong sai ctia

i=1

Loi gidi. Dé giai bai toan trén, dau tién ta xac dinh ham moment tong quat ctia S. Vi c6

thé tinh dugc ham moment tdng quét clia tong mot sé ¢b dinh céc bién ngiu nhién doc
lap, nén ta sé bat dau bang viéc dat diéu kién leén gia tri ctia IV,

_ N -

Elexp{tS} | N =n] =E |exp {tZX,} |N=n

L =1 J

=E |exp {tZXl} | N=n

L =1 i

=E |exp {tZX,}] do su doc lap gitta N va X;
L i=1

= (¢x(1))"

Do do,
Elexp{tS} | N] = (ox(t)"

Suy ra

¢s(t) = Elexp{tS}] = E[(¢x(t))"]
Dé xac dinh gia tri k¥ vong va phuong sai ctia S, dao ham ¢g(t) ta duge
E[N (ox ()" ¢ (1)]
E[N (¢x(8))" " ox (t) + N(N = 1)(ox (£)) V> (¢x (1))*]

g(t)
dg(t)

Xét tai t = 0 cho ta
E[S] = E[NE[X]] = E[N]E[X]
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E[S?] = E[NE[X?]] + N(N — 1)E*[X]
= E[N]Var(X) + E[N*E*[X]

Vay

Var(S) = E[S?] — E?[S]
= E[N]Var(X) + E*[X]Var(N)
(]
Vi du 1.1 1. Xét mot danh sach gom m phan tit, véi m 1a mot s6 16n, va gid sit ta quan

tam dén s6 phan tit phan bigt trong danh sach. Nghia la, néu ky hiéu n(i) 1a s6 lan ma

phan tit & vi trf thi 7 xuat hién trong danh sach, thi ta can tinh

1
dZW

=1

Goi X la bién ngau nhién ma né nhan mot trong cac gia tri 1,2, ...,m, va ta sé tim d bang

cach xac dinh s6 lan phan tit nam & vi tri X xuat hién trong danh sach. Vi

E [ﬁ} - iﬁp{x -

Nhu vay, bang viec dua vao cac bién ngau nhién X, ..., X}, doc lap, mdi bién nhan mot

trong cac gia tri 1,2,...,m, ta c6 thé ding

m b 1
E;nX

dé tim d.

Mot khoé khian ctia phuong phép trén la viee xac dinh gid tri n(X), n6é phu thuoc nhieu
vao kich thude ctia danh sach. C6 mot cach hieu qua hon nhu sau: goi X 1a bién ngau
nhién ma né nhan mot trong cac gia tri 1,...,m, va ta xét phan t& nam & vi tri X trong
danh sach. Luét qua danh sich mot lugt, bat dau tir phan tt dau tién cho dén khi bat

gap phan ti giong v6i phan tit dang xét, néu lan dau tién ta bat gap phan ti nay 1 6 vi
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tri X thi dat I = 1; ngugc lai dat I = 0. (Chéng han, gid st X = 1200 va phan ti & vi tri
1200 1a A, néu lan xuét hién dau tién ctia A trong danh sach 1a tai vi trf 44 thi T = 0).
Gia st cho biét n(X), thi vi phan tit ta dang xét 1a phan tt ndm & vi tri X, sé xuét hien
tai moi vi tri trong s6 n(X) vi tri ma né xuat hieén, nén

1

E[I [ n(X)] =

Lay k¥ vong hai vé ta dugc

1-a[gt] -2

Nhu vay, c6 thé tim dugce gia tri d bang cach lap lai m lan qué trinh trén dé dugc m lan

gia tri trung binh cta I.

Vi du 1.1 m. Bai toan déng gé6i (A Bin Packing Problem). Gié si ta ¢6 cac vat
nao d6 ma trong lugng cia ching doc lap véi nhau va c¢6 phan phdi déu trén khodng
(0,1), can dugc xép vao mot day cac thiing ma mdi thimg chi ¢6 thé chita t6i da mot don
vi trong luong. Céac vat duge xép mot cach tuan ti, dau tién tit thiing 1, cho dén khi c¢6
mot vat ndo dé ma ¢ trong lugng vuot qué trong luong cho phép cé thé them vao thing,
nghia la néu thém vat nay vao thi thiing sé c6 trong luong vugt qua 1. Tai thoi diém nay,
thung 1 sé duge déng goi lai. Cac vat tiép khac duge xép tiép theo vao thing 2 va qua
trinh ct tiép tuc nhu vay cho dén hét. Chang han, néu trong luong ctia sau vat nao do la
0.40, 0.36,0.44,0.22,0.10, 0.62 thi cic vat 1 va 2 sé dugc xép vao thung 1, cac vat 3,4,5
sé dude xép vao thiing 2, vat 6 sé 1a vat dau tien dude xép vao thing 3. Goi B; 1a s6 vat

duge xép vao thiing 7, ta quan tam

E

> Bi| =) ElB]

14 s6 vat trung binh dude xép vao n thiing dau tién.

Ta bat dau bang viéc xac dinh s6 vat trung binh dude xép vao thing 1. Bay gio néu
ta ky hieu Uy, U,, ... 1a mot diy cac bién ngau nhién doc lap va c6 ciing phan phdi deu

tren khoang (0, 1), biéu dién 1an lugt cho cac trong lugng va dit

N:min{n:iUi>1}

i=1

thi ré rang N — 1 14 s6 vat c6 trong thing 1. Dé xac dinh E[N], ta xét bai toan tong quat
hon la tim
m(z) =E[N(z)] v6i0<z<1
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N(:v):min{n:iUi>a:}

i=1
Nghia 1a, N(z) chinh 1 s6 bién ngdu nhién, c6 phan phdi déu trén khoang (0,1), t6i thiéu
ma ta can thém vao cho dén khi téng ciia ching vuct qua z,0 < 2 < 1. Dat diéu kien len
U cho ta )

BN = [ BIN@) | U = s)dy (1.12)

Tuy nhién,
1 néuy > x
E[N(z) | Ui = 4] = (1.13)
I+m(z—y) néuy<cz
Diéu trén c6 thé thay truc tiép khi y > z; khi y < 2, vi néu bién ngiu nhién dau tién
nhan gia tri y, thi tai thoi diém nay ta c6 duge mot bién ngdu nhién va van phai them
vao cac bién ngau nhién khac cho dén khi téng clia cac bién ngdu nhién nay vudt qua

xz —y. Thay (1.13) vao phuong trinh (1.12) ta dugc
mia) =1+ [ mle - y)dy
0
= 1+/ m(u)du
0

bDao ham ta dugce

hay

Lay tich phan ta dugc

hay

Vi m(0) =1, suy ra k = 1; nghia la,
m(z) =e

Nhu vay,
E[B,] =E[N(1)—-1]=m(l)—1=e—-1

va vi thé s6 vat trung binh xép trong thiing 1 1a e — 1. (Mot diéu tha vi 1a tit trén ta co6

thé thay s6 bién ngau nhién, c6 phan phdi déu trén khoang (0,1), trung binh ma cé tong
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vuot 1 chinh bing e!).

Bay gio ta xét vat dau tien dugc xép vao thung 4, v6i i > 1. Vi day la vat c¢6 trong
lugng 16n hon dung lugng con lai ctia thung truée, nén suy ra trong lugng ciia né la mot
bién ngau nhién c6 phan phéi déu trén (0,1) v6i diéu kién 16n hon trong lugng (ngau
nhién) nao d6. Tuy nhién, vi trong lugng clia vat nay 16n hon gid tri clia mot bién ngau
nhién nao dé c¢6 phan phdi déu trén (0,1), nén s6 vat trung binh xép chung thung véi
n6 sé it hon so véi thing 1 (14 thiing ma vat dau tien duge xép vao c6 trong lugng ngau

nhién phan phéi déu tren (0, 1]). Nghia 13,

Suy ra
E

Zn:Bi <n(e— 1)]

Dé dat duge mot can toét hon, gia st ngay khi ta gap mot vat ma né nang quéa dé xép
dude vao thiing dang xép, thi khong nhitng ta sé dit vat nay vao thiing mdi ma ta con
dong goi ngay thing méi nay lai. (Chang han, néu nam vat dau tién c6 trong lugng la
0.40, 0.36, 0.44, 0.22,0.90, thi cac vat mot va hai sé duge xép vao thung 1, vat ba sé dugdc
xép vao thung 2, vat bén duge xép vao thiing 3, con vat nam sé 1a vat dau tien duge xép

vao thung 4). Gia st goi B; 1a s6 vat dudce xép vao thung ¢ theo cach nay, thi

1 néu n chin

e—1 néunlé

Ro6 rang la

nén ta dat dugc mot can tot hon

E ne néu n chin
>
m—_21)e+€_1 néu n lé

>5
i=1

Hon nita, vi e — 1 & 1.718, nén véi n chdn

n

S5

i=1

1.359n < E < 1.718n
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1.8 Bién ngiu nhién phan phéi mi

Bién ngau nhién liéen tuc khong am X dude goi 1 ¢6 phan phéi mil véi tham s6 A

néu ham mat do ciia n6 c6 dang
flz) =X 2>0
Ham phan phdi ctia n6 c¢6 dang

F(z) = / e Mdr =1—e M
0

N 2 2 2 21N
Ham moment tong quat cua no la

bDao ham ta dugce
! A 1 2A
¢(t):m, ¢(t):m

Suy ra
E[X]=1/\, Var(X)=2/A -1/ =1/)?

Mot tinh chat quan trong ctia bién ngau nhién phan phéi mi d6 1a n6 khong c6 tri nhd,

véi ta goi mot bién ngau nhién khong am X 1a khong c6 tri nhé néu, véi moi s > ¢, ¢ > 0,
P{X >s+t]| X >t} =P{X > s} (1.14)

Néu ta xem X nhu & thoi gian song clia mot vat ndo dé, thi phuong trinh trén néi rang
xac suat dé vat nay séng soét it nhat s + ¢t gio, véi diéu kien né da sbéng sot t gio, 1a bing
xac suat dé no6 séng sot it nhat s gio. No6i cach khac, néu vat nay séng sot t6i thoi diém t,
thi phan phéi cia tong thoi gian séng sot con lai ctia né 1a gidng v6i phan phoi thoi gian
song lic dau ciia né; nghia 14, vat nay khong nhé dude rang né da song soét duge dén thoi

diém ¢. Phuong trinh (1.14) tuong duong
P{X > s+ 1} = P{X > s}P{X >t}

Vi phuong trinh trén duge théa man khi X c6 phan phdi mii (do e 25 = e=25¢=*) nen
suy ra cac bién ngau nhién phan phéi mii 1 cac bién ngau nhién khong c6 tri nhé.
Vi du. Xét mot buu dién trong dé c¢6 hai ban dién thoai. Gia sit ¢co6 A buée vao buu dién

dé goi dien thi co thay ring ong B dang goi dién ¢ mot ban va ban con lai thi ong C dang
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goi. Gia st them ring co A sé st dung dién thoai ngay sau khi ong B hosic C' goi xong.
Néu coi tong thoi gian khach hang goi dién trén mot ban dién thoai 1a ¢6 phan phéi mit
v6i trung binh 1/), thi x4c suat dé co A la ngudi cudi ciing, trong ba ngudi trén, rdi buu
dién 1a bang bao nhieu?
Loi gigi. Cau tra 1oi dat dude bing cach sau: Xét thoi diém A tim thay duge ban dien
thoai r6i dau tien dé goi. Tai thoi diém nay, hodc B hodc C phai c6 mot ngudi vita roi di,
con ngudi kia van dang goi. Tuy nhién, do tinh khong c6 tri nhé ctia bién ngau nhién phan
phéi mil, nén tong thsi gian ma ngudi con lai dang goi dién 14 c6 phan phdi mii véi trung
binh 1//). Nghia la, gibng nhu ong &y chi vita méi bat dau goi dién tai thsi diem nay.
Nhu vay, do tinh déi xitng, xac suat dé ong ay vita goi dien xong trude co A phai bang 1/2.
(]
Tinh khong cé trf nhé con duge minh hoa bdi ham tdéc dé héng ctia phan phdi
mil. Xét mot bién ngiu nhién duong lién tuc X c¢6 ham phan phdi F va ham mat do f.
Ham toc do hong r(¢) duge dinh nghia bdi

HONIO
F(t) 1—F(t)

r(t) =

Dé giai thich ham téc do hong r(t), ta gia st mot vat nao do, co thoi gian séng X, da
séng s6t dude t gio, va bay gi ta mudn biét xac suat dé n6 khong thé séng sét them thoi
gian dt nita 1a bao nhicéu. Nghia 13, ta quan tam xac suat P{X € (¢t,t +dt) | X > t}. Ta

-

CO

P{X € (t,t +dt), X >t}
P{X >t}

_ P{X e (t,t+dt)}

B P{X >t}

P{X € (t,t+dt) | X >t} =

Bay gio gia st thoi gian séng ciia vat nao dé 1a c6 phan phdi mii. Khi d6, do tinh khong
c6 tri nhé clia bién ngau nhién phan phéi mi, nén thoi gian séng con lai clia mot vat da
c6 t nam tudi la c6 phan phdi mii giéng véi phan phdi ciia thoi gian séng clia mot vat
méi. Nhu vay, ham tdc do héng 1a mot hing s6. That vay,

_ S A
r(t) = F0) = =

Vay ham téc do héng ctia phan phéi mit chinh bang tham s6 A\ ctia né, thusng con dude

goi 14 téc do ctia phan phdi mil.

28



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Vi LF(s) = —f(s)ds, va log(F(0)) = 0, nén tich phan hai vé phuong trinh

-4
ta duge .

| rieds = —og(Fie)
hay

Do vay, ham toc do héng r(¢) xac dinh mot cach duy nhat ham phan phdi F. Vi mot bién
ngau nhién khong cé tri nhé sé c6 tdc do hong bang hing s6, do dinh nghia cia né, nén
tit phuong trinh trén ta thay duy nhét cdc bién ngau nhién phan phdi mii 1a khong c6 tri
nhé.

Néu X1, ..., X,, 1a cac bién ngau nhién doc lap va c6 phan phoi mil v6i cac toc do
[i1, ..., [ln, thi bién ngau nhién nhé nhat trong ching c6 phan phéi mi véi téc do bang

tong cac toc do tren. That vay,
P{min X; > z} = P{min X; > z, v6i moi i =1, ...,n}

= H]P{Xi > x} (do su doc lap)
i=1
— H e Hi®
i=1
:exp{—z,uix} (1.15)
i=1

Mot diéu hitu ich vé gia tri nhé nhat trong tap cic bién ngau nhién phan phéi mi do 1a
né doc lap véi viec sip thi tu cac bién ngdu nhién trong tap nay. Dé thay ro diéu nay, ta
gia st iy, ..., 1, la mot hoan vi cta 1,...,n. Khi do,

P{min X; >z, X;, <.. < X, }
P{X; <..<X,}
~ P{min X; > 2}P{X;, <..<X;, |minX; > 2}
P{X; <..<X,,}

= P{min X; > x}

P{min X; >z | X, <...< X, } =

v6i phuong trinh cudi cliing 1a diing tinh chat khong c6 tri nhé ctia bién ngau nhién phan

phéi mit dé suy ra dudc ring

" min X; > LL'} = ]P){le < ... < Xin}
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Dé tinh xac suat X, la gia tri nho nhat, dat diéu kien len X, ta dugc
]P){X] = mle} = / ]P){Xj = nnn)(Z | Xj — x}luje*ltjwdx
1 O i

= / P{X; >z, v6imoi i # j | X; = z}pje " dx
0

%
= / H e it em Mt dy
0 i#j
Wy
D i K
Nghia I3, xac suit dé X; 1a nhd nhat trong n bién ngau nhién phan phéi mi doc 1ap chinh
la bing toc do ciia X chia cho tong tat ca cac téc do clia n bién ngu nhién phan phoi
mi nay.
Vi du. Phan tich thuat toan tham lam cho bai toan phan céong. C6 mot nhom
gom n nguoi dude phan cong n cong viéc, véi mdi ngusi duge phan cong mot cong viéc.
Néu nguoi ¢ duge phan cong viéc j thi ta mat mot chi phi la C; ;. Nhu vay, ta ¢6 mot tap
gom n? gia tri C;j,i,j = 1,...,n. Bai todn phan cong c6 dién la lam sao dé tong chi phi 1a
thap nhat. Tuy nhién, kha 1 khé dé xac dinh duge chinh xac phan cong t6i wu nhéat. Ta
sé xem xét hai thuat toan sau dé tim ra dugc phan cong t6i wu. Thuat toan dau tien bit
dau bang viéc phan cong ngudi 1 v6i cong viec ma lam cho chi phi 14 thap nhat, nghia
la ngusi 1 sé duge phan cong cong viéc ji, véi C; = min; C; ;. Sau d6, loai cong viéc
nay ra, va ngudi 2 lai duge phan cong cong viéc ma lam cho chi phi 1a thap nhat. Ci nhu
thé cho dén khi tat cd n nguoi déu da dugce phan cong. Theo cach nay, ta luon chon duge
cong viec tot nhat cho tiing ngudi, vi thé ta sé goi n6 la thuat toan tham lam A.
Thuat toan thit hai ta goi la thuat toan tham lam B. Xét tat cd n? gia tri chi phi ¢6
thé c6 va chon cap i1, j1 sao cho Ci, j, la gia tri nho nhat. Khi d6, ta phan cong cho ngudi
i1 cong viec j;. Sau do, loai bo tat ca cac gia tri chi phi ma lién quan dén ci nguoi i,
hoiic cong viec j1, (nghia 1a con lai (n — 1)? gid tri chi phi) va ct tiép tuc nhu thé cho dén
hét. Nghia 1a, tai mdi budce ta chon ra mot ngudi va mot cong viéc sao cho chi phi 1a thap
nhat trong s6 tat cd nguoi va cong viéc con lai chua duge phan cong. Véi gia thiét C; ;
tao nén mot tap gom n? bién ngau nhién phan phdéi mii doc lap, méi bién ngau nhién c6
trung binh 1, thuat toan nao trong hai thuat toan trén cho tong chi phi trung binh thap
hon?
Loi gidi. Dau tién ta xét thuat toan A. Goi C; 1a chi phi ing v6i nguoi 4,7 = 1,....,n. RO
rang, C; 1a gia tri nhé nhat trong n bién ngau nhién phan phdi mi doc lap, moi bién
ngau nhién c6 téc do 1; bsi phuong trinh (1.15) nén C; sé la bién ngiu nhién phan phoi

mil c6 toc do n. Tuong tu, Cy 14 gia tri nhé nhat trong n — 1 bién ngau nhién phan phdi
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mil doc lap véi toc do 1 nén né sé 1a mot bién ngau nhién phan phéi mii ¢6 toc do n — 1.
Tong quat, C; sé c6 phan phéi mit v6i toc do n —i+1,i = 1, ...,n. Nhu vay, tong chi phi
trung binh tinh theo thuat toan A la

n

E4[tong chi phi] = E[C] + ... + C,] = Z

=1

1
()

Gio ta xét thuat toan B. Goi C; la chi phi cho cap ngudi-viéc thit ¢ duge phan cong bdi
thuat toan nay. Vi €y la nho nhét trong tat cd n? gia tri C;;, nén Cy ¢6 phan phéi mi
véi toc do n?. Bay gio, do tinh chat khong c6 tri nhé ctia bién ngdu nhién phan phoi mi,
nén cac C;; ma 16n hon C sé 1a cac bién ngau nhién phan phdi ma doc lap, ¢6 toc do 1.
Do vay, Cy bang C} cong véi gia tri nhoé nhat trong (n — 1)? bién ngau nhién phan phdi
mil doc 1ap c6 toc do 1. Tuong tu, C3 bing Cy cong v6i gia tri nhé nhét trong (n — 2)2
bién ngau nhién phan phéi mii téc do 1, va et nhu thé. Vay neén, ta c6

E[C)] = 1/n?

E[Cy] = E[Cy] +1/(n — 1)?

E[C;3] = E[Co) + 1/(n — 2)°

E[C)] = E[Cj] +1/(n—j +1)°

E[C,] = E[C,—1] + 1
Suy ra

E[C)] = 1/n?
E[Cy] = 1/n* +1/(n —1)?

E[C,]=1/n*+1/(n—1)*+ ..+ 1

Cong tat ca cac E[C;] lai v6i nhau ta duge
, "1
Ep[tong chi phi] =n/n*+ (n—1)/(n —1)*+...+1= E -
i
i—1

Nhu vay, tong chi phi trung binh khi diing hai thuat toan trén la nhu nhau.
Vi du. Ta c6 n vat, véi cac trong lugng khac nhau, can duge phan phéi vao hai thing

sao cho trong luong chénh léch gitta hai thung 14 nhé nhat. Mot thuat toan kha don gidn
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1 ta sé dat vat 1 vao thiing 1 va vat 2 vao thung 2, sau d6 dat lan luot ting vat trong
cac vat con lai vao thiing hien dang c6 trong luong thap hon. Ching han, néu n = 6, va
cac vat lan lugt c6 cac trong lugng 1a 5,8,12,6,2, 10, thi vat 1 sé duge dat vao thung 1,
vat 2 duge dat vao thung 2, vat 3 duge dat vao thung 1, vat 4,5,6 duge dat vao thung 2
va trong lugng chénh léch gitta hai thung lic nay la bang 9.

(a) Tim trong lugng trung binh gitta hai thing khi n vat c6 trong lugng la cac bién ngau
nhién doc 1ap ctiing phan phéi mi véi toc do .

(b) Tim trong lugng trung binh ctia thung ning hon.

Loi gidi. Khong can bat k¥ tinh toan nao ta cling c¢6 thé két luan rang trong luong chénh
lech trung binh gitta hai thing 13 1/X. D6 1a vi méi 1an ¢6 mot vat méi duge dat vao mot
thiing nao d6, do khdi lugng chénh léch gitta hai thiing 13 mot bién ngau nhién khong c6
trf nhd, nén n6 c6 phan phdi mii v6i téc do A. (Chang han, xét bai todn tuong tu: C6 hai
den pin, méi den can mot pin dé sang, va gia sit ta c6 trong tay n pin ma thoi gian chay
ctia chting 13 cac bién ngau nhién c6 phan phdi mi cung toc do X. Gia stt, méi lan c6 mot
pin nao dé chay hét thi né sé duge thay thé béi mot pin méi. Khi do6, c6 thé thay ngay
rang do tinh chat khong cé tri nhé ctia bién ngdu nhien phan phéi mii nén tai thoi diem
ma chi c6 mot den dang sang thi thoi gian sang con lai clia né sé 1a mot bién ngau nhién
¢6 phan pho6i mil véi toc do N).

Dé xac dinh trong lugng trung binh ctia thiing nang hon, ta goi X la trong luong cla
thiing nang hon, va Y 1a trong luong ctia thing nhe hon. Khi d6, vi X + Y la tong trong
luong clia tat ca céc vat, nén

E[X] +E[Y] = n/A

Hon nita, tit cau (a) ta c¢6

E[X] -~ E[Y] = 1/

Do vay,

Vi du. Mot bién thé ctia thuat toan cho bai toan trong vi du trén, thuong cho két qua
cai tién hon, 14 dau tién ta sé sip xép cac vat theo thit tu trong luong gidm dan, sau do
ap dung thuat toan. Vé6i cach nay, tim trong lugng chénh léch gitta cac thung khi n = 3,
biét rang trong luong cac vat c6 phan phéi mii véi ciing toc do .

Loi giai. Ky hieu X;) la trong lugng ctia vat nho thi ¢ trong 3 trong lugng, ¢ = 1,2, 3.
Do tinh khong c6 tri nho ctia bién ngau nhién phan phoi mi, cuing véi két qua gia tri nhd

nhat trong tap cac bién ngau nhién phan phdéi mi thi cling c6 phan phéi mi véi toc do
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bang tong téc do ciia cac bién ngdu nhién trong tap, nén ta co

Xy la bién ngdu nhién phan phéi mi ¢6 téc do 3\
Xoy— Xy la bién ngau nhién phan phéi mii c¢6 téc do 2\
X3 — Xy la bién ngdu nhién phan phéi mi ¢6 toc do A

Hon nita, ciing tit tinh chat khong c6 trf nhé ctia bién ngau nhién phan phéi mi ma ba
bién ngau nhién trén 1a doc lap v6i nhau. Do d6, néu goi Y va Z la cac bién ngau nhién

doc 1ap va c¢6 phan phdi mii véi cac toc do tuong tng 1a X va 3\, thi ta thay
E[[X@) — (Xa) + X@)ll = E[|X3) — Xa) — X2]
B[y - 7]
—E[lY - Z||Y < ZJP{Y < Z}+E[|Y — Z| | Y > Z]P{Y > Z}

_E[Z-Y|Y<Z+EY-Z|Y>2)]°

4 4
11 13
=512 (do tinh khong c¢6 tri nhd)
_ 0
~6A

O
Vi du tiép theo sé gidi thieu mot cach tiép can mang tinh xac suat cho viéc thit lai
cac dong nhat thitc da thic.
Vi du. Xét n+ 1 vat c6 thoi gian song 1a X,Y;, i = 1,...,n doc lap vdi nhau, véi X c6
phan phdi mi toc do X, va Y;,i = 1,...,n c6 phan phdi mil ciing toc do p. Tim xac suat
dé vat c6 thoi gian séng X song sot lau nhat.

Loi gidi. Xac suat can tim 1a
p=P{X =max(X,Y,....Y,)}
Ta dinh nghia cac bién c¢6 A, ..., A, nhu sau
A; = { gia tri nhé thi i trong day X, Y3, ..., Y, la mot Y, nao d6 }

Khi do
Bay gio, gid st dong nhat moi vat v6i bién ngau nhién chi thoi gian séng ciia n6. Ding
tinh chat khong tri nhé ctia bién ngau nhién phan phdi mi, ta suy ra duge véi dieu kien

§ vat dau tien bi chét la cac vat Y, thi tai thoi diém vat thit j bi chét, thoi gian séng ctia
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vat X sé c6 phan phdi mii véi téc do A\ va thoi gian sdng clia n — j vat Y con lai sé c¢6
phan phéi mii vé6i téc do p. Do vay,
(n—Jj)p
P{A, | A.. A, 1} = ——F—
(n—J)p+A
Suy ra

Tuy nhién, c6 mot cach tiép can khac dé giai bai toan nay, do la dat diéu kien len X.
p= / P{X = max(X,Y1,....Y,) | X = a2} e Mdx
0
= / P{Y; < z,i=1,...,n} e *dz (do sy doc lap)
0
= / (1 —e )" Ne ™ Mdy
0
:/ ZC’@(—l)ie_i“z/\e_’\zdx
= (—1)iqu/\/ e e gy
, 0
_ Z (=1)'CaA
N A+

u dién p, ta c6 dong nhat thic

Toin = (Z1D)ICEA
Hm+/\_; A+ ip

=1

Bay gio gia stt, v6i mot cach doc lap, ta muodn thit lai dong nhat thic trén. Ro rang dong
nhat thic trén tuong duong véi

H()\—FZM) Hzpli)\ :ZOW =0

i=1 =1

Do vé trai 1a mot da thic, nén dong nhat thic trén biéu dién mot da thic rieng theo A
va p dong nhat biang 0. Nhung vi mot da thitc khac khong theo hai (hodc mot s6 hitu
han) bién khong thé dong nhat bing 0 trén mot tap c6 do do (Lebesgue) duong, nén
néu da thiic 14 khong dong nhat bang 0, thi xac suat dé no bang 0 tai cac gia tri p
va A ngdu nhién niao do la bing 0. Do vay, tat ca diéu ching ta can lam dé thiét lap
dang thitc nay la tao ra hai bién ngdu nhién doc lap, c¢6 phan phdi déu trén (0,1), A
sé nhan gia tri ciia bién ngdu nhién thi nhat, g sé nhan gia tri cia bién ngiu nhién
thit hai, vd kiém tra xem dong nhat thtc trén cé thoa mén véi cac gia tri clia u va A

khong. Néu c6, ta cé thé két luan, véi xac suat 1, dong nhét thiic trén ding v6i moi p va A

34

O



Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

1.9 Cac dinh 1y vé gi6i han

Luat s6 16n duge dua ra vao thé ky XV II. Luat s6 16n chi ra ring khi ta chon
ngau nhién cac gia tri (miu thit) trong mot day cac gia tri (quan thé), néu kich thudce
day mau thit cang 16n thi cac dic trung thong ké (trung binh, phuong sai...) ctia mau thit
cang "gan" véi cac dic trung thong ké ctia quan thé. Cac nha Toan hoc phan biét hai

phat biéu khéac nhau ctia Luat s6 16n, 1 Luat s6 16n yéu va Luat sé 16n manh.

1.9.1 Luat sé 16n yéu

Luat s6 16n yéu con duge goi la Dinh ly Khintchine: néu X1, ..., X,, 14 n bién ngau
nhién doc 1ap, ciing phan phoi xac suat véi phuong sai hitu han va ky vong E[X] thi, véi
moi sO thuc e duong, xdc sudt dé khodng cach gitta trung binh tich liy &1F=F2n v ky
vong E[X] 16n hon ¢ 1a tién vé 0 khi n tién dén vo clng, ttic

{ Xi+Xo+.. + X,

lim P

n—-+4o00o

- E[X]‘zs}zo

Dinh 1y dudc chitng minh bang cach st dung Bat dang thitic Bienaymé — Tchebyshev clia

Chebyshev, ma sé dugc trinh bay r6é hon trong phan sau.

Var(Y
By ~E[Y]| > <} < VY
Bién ngdu nhien Y, = 1+=4Xe ¢6 ky vong
E|X
Ky, = "B gy
n
va phuong sai
Var(Y, Var(Y,
Var(Y,) = n ar2( ) - ar(Ys)
n n
Tit bat dang thitc Chebyshev, ta c6
X1+ Xo+...+ X, Y,
P{ 14+ Xo+ .+ _E[X]‘ 25} < Vw“(2 )
n ne

Vé phéi tién vé 0 khi n tién ra vo cting. Dinh 1y duge chiing minh.

Theo dinh nghia hoi tu clia bién ngdu nhien, thi Y, hoi tu theo xac suat vé E[X].

1.9.2 Luat s6 16n manh

Néu X, X, ..., X,, 1a n bién ngdu nhién doc lap, cing phan phdi xac suat véi ky
vong E[X] httu han, thi

p{ lim M:E[X]} _

n—-+4o00o n
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

Nghia la trung binh tich liy 21+=+Xe hoj ty hau chic chin vé E[X].
Nhu vay, Luat s6 16n (yéu hay manh) khing dinh rang khi n da l1én, trung binh s6 hoc

c6 thé xap xi ky vong.

1.9.3 Dinh ly gi6i han trung tam

Trong xac suat, Dinh 1y giéi han trung tam la mot dinh 1y noi tiéng va cé vai tro
quan trong, né 1a két qua vé sy hoi tu yéu ciia mot diy cac bién ngau nhién. V6i dinh 1y
nay, ta co két qua la tong ciia cac bién ngdu nhién doc lap va phan phdi dong nhat theo
cting mot phan phoi xac suat sé hoi tu vé mot bién ngau nhién nao do.

Trong truong hop don gian nhat, cac bién ngau nhién 1a doc lap, c6 cing ky vong va
phuong sai. Mot cach tdng quat, tong clia cac bién ngdu nhien sé ting vo dinh khi s6 bién
ngau nhién tang. Do dé dé c6 mot két qua hitu han, ta han ché sy ting clia tong bang
cach lay tong trit di gia tri trung binh va rat gon bang cach chia cho cin bac hai clia
phuong sai. V6i mot s6 diéu kién nita thi phan phdi xac sudt ctia bién ngau nhién gian
luge sé hoi tu vé mot phan phdi chuan.

S hoi tu ducse ddm bao trong truong hop don gian nay. Tuy nhién ciing ton tai sy hoi tu
trong truong hgp cac bién ngau nhién khong cting phan phéi, nhung van phai dam béo
diéu kien khong c6 bién ngau nhién nao c6 phan phéi troi hon hodc gay anh hudng dén
phan phdi ciia cac bién ngau nhién khéac. Dieu nay dude ddm bao béi diéu kien Lindeberg
va diéu kién Lyapunov. Mot s6 phién ban khéc ctia dinh 1y cfing cho phép su phu thuoc
yéu gitta cac bién ngau nhieén.

O day chi d& cap dén Dinh 1y gi6i han trung tam cho truong hop cac phan phdi c6 phuong
sai htru han.

Néu X, Xs, ... 1a cdc bién ngau nhién doc 1ap va c6 ciing phan phdi véi ky vong
va do lech tieu chuan o, thi S, = 7| X; s& c6 phan phdi xap xi phan phéi chuan, khi
n du 1én.

Nhu da biét, S, c6 ky vong nu va do léch tieu chuan o /\/n. Dé lam ré hon sy hoi tu nay,

ta dat
Sy —np

ov/n

dé c6 dudge ky vong va do lech tiéu chuan ctia Z, lan lugt 1a 0 va 1.

Zn

Néu phan phéi ctia Z,, hoi tu vé phan phdi chuan N(0, 1) khi n tién dén vo cling (tiic la
hoi tu theo phan phdi), thi ciing c¢6 nghia 1a: néu @ 13 ham phan phéi tich liy ciia N(0, 1),
thi v6i moi s6 thuc z,

lim P{Z, < z} = ®(z)

n—oo
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Chuong 1. KIEN THUC CO BAN VE XAC SUAT

hay mot cach tuong duong

ToX— 1 ?
n—00 U\/ﬁ /27 oo

Dinh 1§ trén cho thay dit X; c6 thé la bién ngiu nhién roi rac hay lién tuc bat ky, nhung
tong chuan héa Z,, clia ching, khi n di 16n, sé tiém can véi phan phoi tiéu chuan. Dicu
nay giadi thich vi sao phan phéi chuan lai pho bién va quan trong trong thuc té. Dinh 1y
gi6i han trung tam dudc xem nhu 1a hon da tang cia thong ké. Trong thuc té, véi n
xap xi 30, ta c6 thé ting dung Dinh 1y giéi han trung tam. Dudi day, ta dua ra cac két

qué chinh khi 4p dung Dinh 1§ gi6i han trung tam cho khéi da dién ngau nhién Gauss.

1.9.4 Dinh 1y giéi han trung tam cho khbi da dién Gauss

LAy ngau nhién n diém doc lap trong R? theo phan phdi chuan tic. Khi do, bao 16i
K, clia n diém trén dudc goi 1a khéi da dién ngdu nhién Gauss. Ta sé chitng minh ring
theé tich va s6 mat ctia K,, théa man dinh 1y giéi han trung tam. Dudi day la cac két qua
chinh.

Ky hieu ¥, = U la phan phdi chuan tic trong RY, va ham mat do clia né la

1 —z?
wd = w = (27T)d/2 exp{ 9 }

trong d6, 22 = |z|? 14 binh phuong ctia chuan Euclide ctia = trong Ry. Ta sé chi st dung

k¥ hiéu nay véi d > 2, v6i d = 1 thi phan phoi chuan tic c6 ham mat do la

1 —a?
= Gy P {T}

v6i ham phan phoi ®.

V6i d > 2 va lay ngdu nhién mot tap gom n diem doc lap X, = {x1, 20, ..., 7, } tit
R, theo phan phdi chuan tac ¥, khi d6 bao 16i K,, = Conv(zy, 13, ..., z,) ctia n diém trén
duge goi 1a khéi da dién ngau nhién Gauss. Day la mot trong nhitng moé hinh chinh
ctia Iy thuyét khéi da dién ngau nhién, duge dua ra bdi Rényi va Sulanke vao nhiing
nam 1960. Muc dich chinh ctia 1y thuyét nay 1a dé nghién citu cac phan phéi ciia cac dic
trung chinh (vi du nhu thé tich) ctia khéi da dién ngAu nhién.

Mot "hon da tang" trong 1y thuyét xac suat 1a dinh 1y gi6i han trung tam. Mot day
cac bién ngau nhién X,, théa man dinh 1y giéi han trung tam néu véi moi ¢,

X, —EX
lim P | ———=<t) —-®(t)=0
n—o0 VarX,
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Mot phéng doan tif nhién va quan trong trong 1y thuyét cic khéi da dien ngau nhién
la cac dic trung chinh cia K, thoa man dinh 1y giéi han trung tam, khi n — oo. Su phéng
doan nay da c6 trong khodng vai chuc nam, va mot vai két qua dic biet da duge ching
minh. O day, ta sé chi dua ra két qué lien quan dén thé tich va sb mat ctia khéi da dien
ngau nhién (c6 1& day la hai tham s6 duge quan tam nhat).

Cho mot da dién 161 K, ki hidu Vol(K) va fy(K) la thé tich va sé mit ctia khéi da

dien K ting véi khong gian c6 s chieu s.

Dinh 1y 1.9.1. Cho d la mot s6 nguyén co dinh lén hon 2. Khi dé, ton tai mot ham

e(n) — 0 khi n — oo thda man:

‘1@ <V0l(Kn) ~EVOI(K,) _ t) a0
VarVol(K,)

<e(n)

vdi mot gia try t.

Dinh 1y 1.9.2. Cho d la mot s6 nguyén co dinh lén hon 2 va s la mot s6 nguyén khong

am nhé hon hodc bang d — 1. Khi dé, ton tai mot ham e(n) — 0 khi n — oo théa man:

‘IP) <fs(Kn) _ Efs(Kn) S t) . (I)(t)
Varfs(K,)

< e(n)

vdi mot gid try t.

Chi ¥ ring, trong hai dinh 1y trén ta c6 thé lay £(n) = (logn)~(¢=1/4+e0)

1.10 B4t dang thic Markov

Trong 1y thuyét xac suat, Bat dang thiic Markov cho ta xac sudt can trén dé mot
ham khong am ctia mot bién ngau nhién 16n hon ho#c bang mot hiang s6 duong nao do.
Bat ding thitc nay duge dit tén theo nha toan hoc ngusi Nga Andrey Markov.

Bat dang thiic Markov lien quan dén gia tri k¥ vong trong xac suat, va no chi ra
dugce cac can, tuy c6 do chinh xac khong cao 1am, nhung van 14 hitu ich déi véi ham phan
phoi tich liy ctia bién ngau nhién.

V6i ngon ngit 1y thuyét do do, Bat ding thiic Markov duge phéat bicu ring: néu
(X, Q, u) 1a mot khong gian do duge, f 1a mot ham do duge nhan gia tri thue, va ¢t > 0,
thi

e € X 1) = 1) < ¢ [ 17ldn
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D6i v6i truong hop dic biet 1a khi khong gian nay c¢6 do do 1 (ttic 1a khong gian xéc suat),
thi ta c6 thé phat biéu lai nhu sau: néu X 1a mot bién ngdu nhién va a > 0, thi

RS

P{X| 2 a} = —

Ching minh.

Dau tién ta sé& chiing minh cho truong hop khong gian xac suat vi truong hop nay don
gian hon.

Trudng hgp dic biét (ly thuyét xac suét). Cho bién c6 E bat k¥, goi I 1a ham chi
tieu clia E. Nhu vay, I(|x|>e) = 1 néu bién ¢6 |X| > a xdy ra, va |x|>q) = 0 néu bién cod

| X| < a xay ra. Khi d6, véi a > 0,
al(x|za) < [X]

Lay k¥ vong hai vé, ta dugc
Elal(x|za)] < E[|X]]

Gio lai dé ¥ ring, vé trai ctia bat phuong trinh trén lai tuong duong véi
aBllx)>q)] = aP{|X] = a}

Nhu vay ta dugc
aP{|X] > a} < E[|X]]

va vi @ > 0, nén ta co thé chia hai vé cho a.
Trudng hdp téng quat (ly thuyét do do). Cho A la mot tap do duge bat ky, dat 1,4
1a ham chi tieu ctia tap A, nghia 1a 14(z) = 1 néu z € A, va bang 0 néu ngugc lai. Néu

tap A; 1a tap duge dinh nghia béi A, = {z € X | |f(z)| > t}, thi

0 <tla, <|[f]1a, <|f]

/ﬂAtdug/ \f\d;LS/ Fldp
X Ay X

Gio lai chii ¥ rdng vé trai ciia bat ding thiic trén tuong duong véi

Do do

t/ Ladp = tp(Ayr)
X

Do vay

tn({e € X | |f(@)] > 1)) < /X \Fldu
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va vit > 0 nén ta c6 thé chia hai vé bat dang thiic trén cho ¢, vay

e e X | 1f(@)] = 1)) < / Fldu

O
Vi du. Bat dang thiic Boole. Dit 1{A;},i = 1,...,n, la ham chi tiéu ctia cac bién cb
At =1,...,n. Ky hiéu

N=> I{A}
=1
1a s6 bién ¢b xay ra trong n bién ¢b tren. Ap dung bat ding thitc Markov, ta c6
P{N > 1} < E[N] (1.16)

Tuy nhién, vi N > 1 ¢6 nghia 1a c6 it nhat mot bién cd xay ra, va

_ Z E[I{A;}] = Z P(A

nén ta thay bat ding thic (1.16) 1a tuong duong véi bat déang thitc sau, duge goi 1 Bat
ding thic Boole,

¢ (00) < Srn

1.11 Bt dang thic Chebyshev

Bét diing thiic Chebyshev, dugc dat theo tén nha toan hoc Pafnuty Chebyshev, phat
biéu rang d6i véi mot s6 lieu mau hoiic mot ham phan phdi xac suat bat ky, hau hét céc
gia tri 14 gan véi gia tri trung binh, hon nita con chi ra moé ta dinh lugng cho khai niém
"hau hét" va "gan vai'.

Dac biét ta c6: tinh tit tam gia tri trung binh, ¢6 khong qua 1/4 céc gia tri 16n hon 2
lan do léch tiéu chuan, khong qua 1/9 cac gia tri 16n hon 3 lan do léch tieu chuan, khong
qua 1/25 cac gia tri 16n hon 5 lan do lech tiéu chuan,... Tong quat, c6 khong qué 1/k? céc
gi4 tri 16n hon k 1an do léch tieu chuan tinh tit tam gia tri trung binh.

Bat déng thiic Chebyshev c6 thé duge phat biéu mot cach tong quat theo 1y thuyét
do do, phat biéu theo ngén ngit xac suat 1a mot truong hop dic biét, trudng hop khong

gian ¢6 do do 1.
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1.11.1 Phat biéu theo 1y thuyét dé do

Gia st (X, Q, p) la mot khong gian do duge, va f 1a mot ham do duge nhan gié tri
thyc tren X. Khi d6, véi moi s6 thuyc ¢t > 0 bat ky,

e € X 1f@| 2 0) < 5 [

Tong quat hon, néu g 1a mot ham do duge khong am nhan gia tri thuc, khong giam trén

mién gia tri cta f, thi
1
plle € X |f@| 2 th < oo [ go s
(gt) Jx

v6i ¢(t) duge dinh nghia nhu sau

1.11.2 Phat biéu theo xac suat

Gia st X 1a mot bién ngau nhién c¢6 ky vong p v phuong sai hitu han 2. Khi do,
v6i moi s6 thye k > 0 bat ky,

1
P{X — p 2 ko} < 72

Ta chi quan tam truong hop k& > 1, vi v6i truong hop & < 1 1a hién nhién dang. Phat
biéu trén tuong duong véi ,

P{IX —ul 2} < %
Vi du nhu khi k& = v/2, ta sé thay rang c6 it nhat mot nita céc gia tri nim trong khoang
(4 = V20, + V20).
Dinh 1§ nay 1a hitu ich, cho di cac can dua ra c6 thé c6 do chinh xéc khong cao 1im,
nhung vi né ¢6 thé 4p dung cho bién ngau nhién cé phan phdi bat ky, va vi ta c6 thé tinh
cac can nay trong khi khong can biét nhiéu thong tin vé phan phdi ctia bién ngau nhién
ngoai trir gia tri ky vong va phuong sai.
Vi du. Gia st X la bién ngdu nhién c6 phan phéi mi véi tham sé6 A. Ta c6 E[X]| =
1/A,D(X) = 1/A% Khi d6, can Chebyshev 1a

1 1
Pz = v
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Chiing minh.
Trudng hop 1y thuyét do do téng quat. Dat A, = {x € X | f(x) > t}, va goi 14, 1a
ham chi tieu ctia tap A;. Khi d6, dé thay ring

0<g(t)la, <gofly, <gof

Do dé
g(t)Ofdué/g(t)Ofdu

X

g(t)M(At)Z/Xg(t)lAtdlug/

Ay
Chia hai vé bat dang thtic trén cho g(t), ta dugc bat ding thiic can ching minh.
Trudng hop xac suat. Bat ding thic Markov phat biéu ring: v6i moi bién ngdu nhién
nhan gia tri thyc Y va véi moi sé duong a, ta co

E[Y]]

a

P{Y] > a} <

Mot cach dé chitng minh bat ding thitc Chebyshev 1a ap dung bat ding thitc Markov véi
bién ngau nhien Y = (X — u)? va a = (k)%

Ta ciing ¢6 thé ching minh truc tiép nhu sau: Cho A 1a mot bién ¢ bat k¥, goi 14 1a ham
chi tiéu ctia A. Khi do,

P{X —p| > ko} = E[I|X—m2ka]

= E[I1x -/ (ko)221]

(X,;, u)] _1E(X-p? 1

<E
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Bat dang thic Chernoff va ting dung

2.1 BAat dang thitc Chernoff

Herman Chernoff da tim ra mot cach dé suy ra dudc can cho diy céc bién ngau
nhién doc lap. Tat ci cac can dude suy ra tit cadch nay ciia 6ng ngay nay dude biét dén
nhu 1& can Chernoff.

Phuong phap ctia Chernoff tap trung quanh viéc xac dinh can cho mot bién ngau
nhién X bang cach nghién ctu bién ngdu nhién e, thay vi X. C6 nhiéu dang can
Chernoff, ta thuong gip dang co ban nhat 1a dang cong, hoac dang tién lgi hon 1a dang
nhan. Can Chernoff 13 mot hé qua tit Bat dang thiic Markov.

2.1.1 Can Chernoff
Gia st X c¢6 ham moment tong quat ¢(t) = E[etX]. Khi d6, v6i moi ¢ > 0 bat ky,
P{X >c} <e ™ ¢(t), néut >0
P{X <c} <e ™ p(t), néut <0

Ching minh.
Véi t > 0,

P{X > c} = P{e'* > ¢} <E[e'*]e™ (do bat dang thiic Markov)

Tuong tu véi t < 0.
O

Vi can Chernoff xac dinh véi moi ¢, nén ta c6 thé dat duge can t6t nhat bang cach

chon ¢ sao cho cyc tiéu e~*“¢(t). Nghia la, v6i t > 0,
P{X > c} = P{e'* > e} < E[e!¥]e "
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E[etX

P{X > ¢} <min

t>0  elc
Tuong tu, véi t < 0,
P{X <c} =P{e™* > e} <E[e]e '

E[@tX

PiX e} < rin<1(1;1 ete

Vi du. Néu X la bién ngdu nhién c6 phan phoi Poisson véi trung binh A, thi ¢(t)

exp{A(e’ — 1)}. Do vay, can Chernoff sé la

P{X > n} < exp{A(e' — 1) — nt}

Gia tri cfia t ma lam cyc tiéu vé phai 1a gia tri ma lam cyc tiéu A(e! — 1) — nt, chinh la

gia tri t dé ¢! = n/\. Dé t khong am thi can n/\ > 1. Vay
e M de)"

nn

P{X >n} <exp {)\ <§)} (A/n)* =

2.1.2 Bat dang thiic Chernoff

Mot trusng hop dac biet ctia can Chernoff 1a Bat ding thic Chernoff. Gia si

X1, ..., X, 1a cdc bién ngau nhién doc lap c¢6 E[X;] = 0 va | X;| < 1 v6i moi 7. Dat

X=> X
i=1
va gid st 02 1a phuong sai ctia X. Khi do,
P{|X| > ko} < 2e*/* v6imoi 0 < k < 20
Vi du. Gia stt X, ..., X,, 14 cdc bién ngau nhién doc lap. Dt
X=>X
i—1
Khi d6, néu P{X, =1} = P{X; = —1} = 1/2 va a > 0, thi
P{X >a} <e @/

T do suy ra
P{|X| > a} < 2e~/*"
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2.2 Can Chernoff cho téng cac bién ngau nhién Bernoulli
doc lap.
B6 dé 2.2.1. Cho 0 < p <1, khi dé
petP) 4 (1 — ple™™ < /3 (2.1)

B6 dé 2.2.1 duge dimg dé tim can Chernoff cho téng cac bién ngiu nhién Bernoulli

doc lap.

Bo6 dé 2.2.2. Cho X;,i = 1,...n la cic bién ngdu nhién Bernoulli doc lap, dat X =
Z?Zl X;. Kht do, vdi moia >0

P{X —E[X] > a} < e 2/" (2.2)
P{X — E[X] < —a} < e 2@/7 (2.3)

Chiing minh.
V6i a > 0 vat > 0 bat ky

P{X — E[X] > a} = P{!&XEXD > (a1

< e_ta]E[et(X_E[X])}

=e "“E |exp {i tH(X; — ]E[Xz])}]

=1

— e—taE Het(XL—]E[Xz]]

i=1

=™ ﬁE [et(xi_E[Xi]} (do tinh chat doc lap) (2.4)
i=1
Vi X; la cac bién ngau nhién Bernoulli doc 1ap v6i tham s6 (1, p) nén theo (2.1), ta c6
E [et(Xi—E[Xi]} — pet(l—p) +(1— p)e_tp
< et/3
St dung két qua nay vao (2.4), ta duge

P{X —E[X] > a} < ¢ t2e"/

Lay t = 4a/n ta dugc (2.2).

Béng lap luan tuong tu ta cling chiing minh duge (2.3). O

45



Chuong 2. BAT bANG THUC CHERNOFF VA UNG DUNG

Vi du.Gia sit ¢c6 n quan sat Bernoulli doc lap, xac suat thanh cong ctia méi quan sat 1a
p. Tim giéi han xac suat sao cho s6 thanh cong it nhat 1a 1 + « lan gia tri k¥ vong clia
ching, véi a > 0.

Loi gidi.

Ky hieu X,, la s6 phép thit thanh cong. Khi d6, 4p dung bat dang thiic (2.2), ta c6

P{X, — E[X,] > aE[X,]} < exp{-2(aE[X,])*/n}
Vi E[X,] = np, nén
P{X, — E[X,] > aE[X,]} < exp{—2na’p’}

Diéu nay chi ra rdng, xac suat trén sé giam t6i 0 (theo ham mi) khi n — oo.
O
Néu X 1a bién ngau nhién nhi thiic véi cac tham s6 (n, p), thi cac can Chernoff (2.2)
va (2.3) sé la
P{|X —np| > a} < 2e72/"

Khi p nhd, cac can Chernoff c¢6 thé dugc cai tién t6t hon nhu sau

P{|X — np| > a} < 2e~%/G)
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Chuong 3

Xap x1 Poisson

3.1 Bién ngau nhién Bernoulli

3.1.1 Bién ngau nhién Bernoulli va bién ngiu nhién nhi thic

Gia st ¢6 mot phép thit, hay mot thi nghiém, ma két qua ctia né dude xem nhu 13
hodc mot thanh cong, hodc mot that bai. Néu ta dat X = 1 khi két qua phép thit 13 mot
thanh cong va X = 0 khi két qua phép thit 14 mot that bai, thi ham khéi lugng xac suat
cua X la

p(0) =P{X =0} =1-p
p(1)

v6i p,0 < p < 1, 1a x4c suat dé phép thit thanh cong.

P{X =1} =p (3.1)

Mot bién ngiu nhien X dugc goi 1a bién ngau nhién Bernoulli (duge dit tén
theo nha todn hoc ngusi Thuy Si James Bernoulli) néu ham khéi lugng xac suat ciia no6
duge cho béi phuong trinh (3.1) véi p € (0,1) nao do.

Bay gio gia st ¢6 n phép thit doc lap, moéi phép thit c6 két qua thanh cong véi xac
suét p va that bai véi xac suat 1 — p, duge thuce hien. Néu goi X biéu dién cho sb6 thanh
cong xay ra trong n phép thi tren, thi X duge goi la mot bién ngau nhién nhi thiic
véi cac tham s6 (n,p). Nhu vay, bién ngau nhién Bernoulli chinh 14 bién ngau nhién nhij
thitc v6i cac tham s6 (1, p).

Ham khoi lugng xac suit ctia mot bién ngau nhién nhi thic véi cac tham s6 (n, p) duge
cho bdi

p(i) = Cop'(1 —p)"~* (3.2)
Phuong trinh (3.2) ¢6 duge dau tien 1a do xac suat ctia mot day rieng bat ky n két qua
gom i thanh cong va n — i that bai 1a bang p'(1 — p)"~¢, do gia thiét cac phép thit doc
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lap. Va vi ¢6 C! day khac nhau ciia n két qua ma trong d6 c6 ¢ thanh cong va n — i that
bai, nén ta c6 phuong trinh (3.2). Chang han, néu n = 4,i = 2, thi c6 C? = 6 cach dé
trong bén phép thit nay cé hai thanh cong, cu thé,

(te,te, tb, th), (te, th, te, th), (te, th, th, te), (tb, te, te, th), (tb, te, th, te), (tb, tb, te, te)

(v6i gid st két qua (tc, te, th, tb) c¢6 nghia 1a hai phép thit dau tien thanh cong va hai
phép thit sau bi that bai). Vi m6i mot trong cac két qua nay 1a c6 xac suat xdy ra bang
p?(1 — p)?, nén xac suat can tim cho bién c6 c¢6 hai thanh cong trong bon phép thir sé 1a
Cip*(1—p)*.

Chu y réng, vi tong tat ca cic xac suat 1a bang 1, nén

ip( Z WA =p) =+ (1-p)"=1

Vi du. C6 nam dong xu can bang duge tung lén, néu giad thiét cac két qua la doc lap,
hay tim ham khdi lugng xac suat clia s6 mat ngiia xuat hien.

Loi giai. Néu goi X 1a s6 mit ngtta xuat hién, thi X 13 mot bién ngau nhién nhi thiic
véi cac tham s6 (n =5,p = 1/2). Do d6, tit phuong trinh (3.2), ta c6

n-a() () -5

=) () -3
- () -2
a-a() () -2
o= () -3
- () -4
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3.1.2 CaAc tinh chit ctia bién ngau nhién nhi thic

Bay gio ta sé nghién citu cac tinh chat ctia mot bién ngau nhién nhi thic véi cac

tham s6 n va p. Dau tién, ta tinh gia tri ki vong va phuong sai ctia no.

n

E[X" =Y iFCip'(1—p)"

i=0
Z kcz nfi
Diung dong nhat thic
iC! =nC't

suy ra

Xk_ankl lzll_p)n—i

=ﬂw§:U+D“%%ﬂﬂl—mWPj (véij=i—1)
i=0

— npE[(Y + 1)

v6i Y 1 mot bién ngau nhién nhi thitc v6i cac tham s6 n — 1,p. Thé k = 1 vao phuong
trinh trén, ta dugc
E[X] =np

Thé k = 2 vao phuong trinh trén, ta dugc
E[X?] = npE[Y + 1]
= np[(n —1)p +1]
Vi E[X] = np nén
Var(X) = E[X?] - (B[X])?
= np[(n — 1)p + 1] — (np)*
= np(1 —p)
Vay, néu X 1a mot bién ngau nhién nhi thic véi cac tham s6 n va p, thi
E[X] =np
Var(X) = np(1 —p)

Ménh dé sau sé chi r6 ham khéi lugng xac suat ctia mot bién ngau nhién nhi thic

dau tién sé ting lén roi sau d6 gidm xudéng nhu thé nao.
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Meénh dé 3.1.1. Néu X la mot bién ngau nhién nhj thicc vdi cic tham so6 (n,p), vdi
0<p<1,thh khi k chay tw 0 dén n, P{X =k} dau tién sé tang dan mot cich don diéu
va sauw dé gidm dan mot cach don diéu, dat gid tri lon nhat khi k la s6 nguyén lon nhat

ma nhé hon hodc bang (n + 1)p.

Ching minh.
Ta sé& chiing minh meénh dé bang viéc xét P{X = k}/P{X = k — 1} va viéc x4c dinh xem

véi gia tri nao cua k thi phan thic trén 16n hon hodc nho hon 1. Ta c6

P{X=k}  GowPd-p)*
P{X =k —1} B W—H?—;!Llc—l)!pk_l<1 — p)n—h+l
_(n—k+1)p
k(1—p)

Do vay, P{X = k} > P{X = k — 1} khi va chi khi
(n—k+1)p>k(1—p)

hay tuong duong, néu va chi néu
E<(n+1)p

va ménh dé duge ching minh.

3.2 Bién ngau nhién Poisson

3.2.1 Bién ngau nhién Poisson va mau Poisson

Mot bién ngau nhien X duge goi 1a mot bién ngau nhién Poisson véi tham sb
A > 0 néu
P{X =i} =e /i, i=0,1,..

Ham moment tdng quat ciia né dude suy ra nhu sau:
o(t) = E[e"]
[e.e]
Z ele ™\ /4
i=0

= Z(et/\)i/i!

=0

= exp{A(e' — 1)}
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Dao ham ta ducce

6 (1) = A’ expfA(e — 1)}

"

¢ (t) = (A" exp{A(e' — 1)} + e’ exp{A(e — 1)}
Suy ra

E[X]=¢'(0) =\
Var(X)=¢ (0) —E2X] = X2+ A = A2 =\
Bién ngau nhién Poisson thuong duge biét dén nhu 1a mot xap xi cho phan phoéi clia

bién ngdu nhién nhi thic (n,p) khi n 16n, vd p nhé. Néu X 1a mot bién ngdu nhién nhi

thic (n,p), thi véi A = np, ta c6

- Z'(nnl i !()‘/n)i(l — /\/n)n—i

nn—1)..(n =i+ N (1 -X/n)"
n il (1—=X\/n)

Véi n 16n va p = A/n nho,
P{X =i} ~ e \/i!

Tt trén suy ra, so6 thanh cong trong n phép thit doc lap, trong dé6 mdi phép thit 14 thanh
cong véi xac suat p, xap xi mot bién ngau nhién Poisson véi tham s6 A = np.

Hon nita, c6 thé phat biéu diéu nay cho truong hgp rong hon, dé la khong can cac
phép thit phai c6 cling xac suat thanh cong, ma chi can cac xac suat nay la nho. Dé co
dugc phét biéu trén cho truong hgp nay, ta sé gia st cac phép thit 1a doc lap, phép thi
thit 4 thanh cong véi xac suat p;, v6i cac p;, i = 1,...,n 1a nhé. Néu dat X; = 1 khi phép
thit tht ¢ thanh cong, va biang 0 khi ngugce lai, thi s6 thanh cong, k¥ hieu 1a X, c¢6 thé

duge biéu dién béi
X=> X
i=1

Vi mdi X; 1a mot bién ngdu nhieén Bernoulli (hay nhi thiic), nén ham moment tong quat
cua no la
E[e'™] = pie’ +1 —p; = 1+ pi(e — 1)
Bay gig, dung két qua 1a, véi |z| nho,
e ~1+4+x
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nén suy ra duge rang vi p;(e’ — 1) 1a nho khi p; nhé, nén
E[e] ~ exp{pi(e’ — 1))

Vi ham moment tong quéat ctia mot tong cac bién ngdu nhién doc lap thi bing tich cla

2 N 2 2 2 ~ ~ N ~
cac ham moment tong quat cia ching, nén tir trén suy ra

E[e] ~ Hexp{pi(et — 1)} =exp {Zpi(et — 1)}

v6i gid thiét X xap xi mot bién ngdu nhién Poisson véi trung binh Y, p;.

Tiép theo, ta xét dén viéc cac phép thit khong nhitng khong c6 cling xac suat thanh
cong dé c¢6 s6 thanh cong 1a c6 phan phdi xap xi phan phdi Poisson, ma con khong can
dén diéu kien doc lap, tic 1a gia st sy doc lap gitta cac phép thit 1a yéu. Ching han, nhic
lai Bai toan phu hop, véi n ngusi, moi ngusi chon mot mia mot cach ngdu nhién cac
mil nhu 1& viéc thyc hién n phép thit, véi ta goi phép thit thit ¢ 1a thanh cong néu nguoi ¢

chon dugce chinh cii mii ctia minh, thi véi A; 14 bién ¢6 phép thit thit ¢ thanh cong, ta co
P(4;) = 1 va P(A; | A)) = L,j #1i
n n—1
Do d6, khi xét cac phép thit 1a khong doc lap, thi nghia 1a gitta chiing xuat hién sy phu
thuoc yéu, khi n 16n. Chinh vi diéu nay, cong véi xac suat dé phép thit thanh cong la nho,
khi n 16n, suy ra dugce rang s6 nguodi chon ding mii ciia chinh minh sé c¢6 phan phdi xap
xi phan phdi Poisson véi trung binh 1.

Xét mot day gom n phép thit, véi phép thit thit i c6 xac suat thanh cong 1a p;, phat
biéu "néu tat cd cic p; déu nhé va cdc phép thi la doc lap vdi nhau ting doi mot hodc it
nhat la phu thuoc ‘yéu’, thi so thanh cong zudt hién trong day phép thii nay sé cé phan
phéi zdp i phan phoi Poisson vdi trung binh > ¢ p;" dude goi 1a mau Poisson.

Vi du. Bai toan ngay sinh nhat. Day 1a mot bai toan co dién, trong xéac suat goi la
Bai toan sinh nhat, trong dé gia thiét rang mdi mot ngudi trong sd n ngudi sé c6 ngay
sinh mot cach doc 1ap v6i nhau va la mot trong 365 ngay ctia nam. Bai toan la hay xac
dinh gia tri nhé nhat clia n dé c6 it nhat hai ngusi c6 cling ngay sinh. Vi xéac suat dé n
ngay sinh clia n nguoi trén déu khac nhau 1a bing 365.364...(365 — n + 1) /365", nén dé
thay ring khi n = 23 thi x4c suat dé tat ca n ngudi nay déu c6 ngay sinh khac nhau la
nho hon 1/2.

Ta c6 thé xap xi xac suat trén bang cach dilng mau Poisson nhu sau: ta coi mdi cap trong
s6 C? cap hai nguoi i # j 1a mot phép thi, va ta néi rang phép thit 7, 7 1A mot thanh cong

néu ngudi ¢ va j ¢6 cung ngay sinh. Néu dat A;; 1a bién ¢6 phép thi 4, j thanh cong, thi
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C? bién cb A;; 1a khong doc lap véi nhau hoan toan, ma gitta ching c6 sut phu thudc yeu.
(Thuc vay, dé thay ring ching doc 1ap v6i nhau ting doi mot, titc 1a hai bién c6 bat ky
A;j va A, sé doc lap v6i nhau)

Do P(A;;) = 1/365, nén sé hop 1y dé gia st ring s6 thanh cong 1a ¢6 phan phdi xap xi
Poisson vdi trung binh C?/365 = n(n — 1)/730. Nhu vay,

P{khong c6 hai ngusi ndo c¢6 cting ngay sinh} = P{khong thanh cong}
~ exp{—n(n —1)/730}
S6 nguyen nhé nhat dé xap xi trén nhé hon 1/2 1a gia tri n sao cho
n(n —1) > 7301log(2) = 505.997

Giai ra ta dugc két qua chinh xac n = 23.

Gia stt bay git ta lai muén biét n can 16n bao nhiéu dé xac suat khong c6 ba ngusi
nio trong n ngudi cé ciing ngay sinh 14 nhé hon 1/2.Trong khi viéc tinh toan dé c6 dugc
xac suat chinh xac gio day la mot bai toan td hop phic tap, thi don gian hon la ta di
tim mot xap xi tot cho né. Dau tién ta hinh dung ting v6i mdi bo ba trong s6 C2 bo ba
i, 7,k 1a mot phép thi, véi phép thit 4, 7,k duge xem 14 mot thanh cong néu ca ba nguoi
i, 7,k c6 cing ngdy sinh. Gia thiét s6 thanh cong 13 xap xi mot bién ngiu nhién Poisson
v6i trung binh bing

3
n

3652

Dé kiém tra lai xdc sudt gan ding clia bién c6 khong c6 thanh cong nao sé nhé hon 1/2

C?P{c4 ba ngudi i, j, k c6 cling ngay sinh} =

khi n > 84. Tuy nhién, ta c6 thé cai tién xap xi Poisson nay dé cho két qua t6t hon dia
trén su phu thudc yéu giita cac phép thit. Chang han, xac suat cé diéu kien dé phép thi
1,2,4 1a mot thanh cong, véi diéu kién phép thit 1,2, 3 thanh cong, bing 1/365.

Mot cach tiép can hay hon 13 ta gid sit ting véi moi ngay trong s6 365 ngay ciia nam 13
mot phép thit, v6i phép thit i duge goi 1a thanh cong néu c¢6 ba ngudi trd lén trong sé n
nguoi c6 ngay sinh 1a ngay 7. Vi s6 nguoi c6 ngay sinh nhat vao ngay 7 13 mot bién ngau
nhién nhi thic véi cac tham s6 n, p = 1/365, nén p;, xac suat dé phép thit i thanh cong,

12 bang
2

pi=1- CJ(1/365)(364/365)"

=0
Vi ta c6 thé thay mot cach tryc gidc ring 365 phép thit nay 1a phu thuoc yéu, nén xac
suat dé khong c6 thanh cong nao c6 thé duge xap xi bdi P, = exp{—365p;}. Mot tinh
toan sau d6 cho thay

]P84 - 054, P87 - 0502, ]ng - 0495
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Vi thé viéc chi ra rang v6i 88 ngudi, xac suat dé cé it nhat ba ngudi c6 cling ngay sinh 13
xap xi 0.5. (Thuec té, tinh toan chinh x4c chi ra duge 88 qua thyc 1a s6 ngudi it nhat ma

ta can.)

Vi du. Gié st ¢6 m qua bong duge dit vao n céi binh, v6i moi qué bong duge dat vao
binh ¢ mot cach doc lap véi xac suat p;, > ., p; = 1. Néu ta goi X; la bién ngdu nhien
chi tiéu cho bién c6 binh 4 1a tréng khong, nghia 1a X; bang 1 néu binh i trong khong va

bing 0 néu nguge lai, thi s6 binh tréng khong, goi 1a X, c6 thé duge bicu dién bai

X=>X
i1
Néu m da 16n dé mdi xac suit
P{X;i=1} = (1 —p)"

1a nhd, thi ta c6 thé xem dude rang X c6 phan phdi xap xi phan phdi Poisson vé6i trung

binh A =3"" (1 — p;)™. Nghia la,
P{X =i} ~e\/il, i>0

Bang sau so sanh cic xap xi trén so véi cac xac suat chinh xic khi n = 4,m = 20,

vap; = i/10.
i P{X =i} Gia tri xap xi
0 0.8669 0.8746
1 0.1323 0.1171
2 0.0008 0.0079

3.2.2 Tong Poisson ciia cAc bién ngau nhién

Cho X1, Xy, ... Ia day cac bién ngau nhién doc lap, ciing phan phdi va ¢6 ham phan
phdi F, va gid st rang day bién ngau nhién nay doc lap v6i bién ngau nhién N, 1a bién

ngau nhién Poisson c¢6 trung binh A. Khi d6, bién ngau nhién

dudc goi 14 mot bién ngdu nhién tong Poisson véi tham sb Poisson A va ham phan phoi

thanh phan F.
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Ham moment tdng quat ciia bién ngau nhién tong Poisson S duge xac dinh bang

viec lay diéu kién trén N.

E[e’] =Y E[e" | N = n]P{N = n}

n=0
= ZE[et(X1+"‘+X") | N =n]e™*\"/n!
n=0
= E[e A ]em N ) (3.3)

I
=)

n

(éx(t)"e A" /n!

[
NE

Il
o

n

=exp{A(ox(t) — 1)} (3.4)

trong do
ox(t) = Ele™]
va phuong trinh (3.3) dugc suy ra tit tinh chat doc lap ciia N vé6i ddy bién ngau nhién
X,i> 1.
Ap dung phuong trinh (3.4), ta dudc

E[S] = AE[X]
Var(S) = A\E[X?]

trong d6 X c6 phan phdi F.
Xét truong hop dac biet khi F' 124 mot phan phdi rai rac, khi d6 ta c6 thé biéu
dién lai bién ngAu nhién S nhu la mot bicu dién tuyén tinh ctia cAc bién ngdu nhién

Poisson. Trudc tién, ta xét Ménh dé sau:

Meénh dé 3.2.1. Gid st N, s6 cdc phép thit sé wdy ra, la mot bién ngau nhién Poisson
vdi trung binh X\, va gid st moi phép thi thit j,7 = 1,..., k, zdy ra doc lap vdi xdc sudt
pj,Z?zl = 1. Néu ki hieu N;,j = 1,....k, la so lan phép thi thi j xdy ra, thi cdc bién
ngau nhién Nj,j =1,..,k, la cdc bién ngdu nhién Poisson vdi cdic trung binh tuong ting

la )\pj,j = 1, ceny k.

Chiing minh.
Cho cac s6 nguyén khong am bat ky ni,no, ..., ng, va dit n = Zle n;. Khi d6, vi N =

2521 Nj, nén ta co6
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Gia st rang, c6 n phép thit xdy ra, vi moéi phép thit thit j 1a doc lap véi xdc suat
pjyj =1,...,k, nén suy ra Ny, ..., Ny ¢c6 mot phan phéi nhiéu chiéu véi cac tham sb n va

P, .- Pk- Vi Vaya

n! i m
]P){N ’)’L], = 1, ,k’ | N = n} = mpllpkk

nén suy ra rang

. n! =A\N /0]
P{N; =n;,j :1,...,k}:Fp1 : A" /n

k
=TT Om) )
j=1
Suy ra diéu phai ching minh.
Tiép theo, ta xét S = Zf\il X; 1a mot bién ngau nhién tong Poisson va X; la cac
bién ngau nhién rdi rac théa man
k
P{X;=j}=p;, ) pj=1
j=1

Néu ki higu N; 1a s6 1an X; bing j, khi d6 ta c¢6 thé biéu dién lai bién ngdu nhién tong

Poisson S nhu sau

trong do, theo Ménh dé (3.2.1) thi cac bién ngdu nhien N;,j = 1,..., k, 1a cac bién ngau
nhién Poisson doc lap véi trung binh tuong tng la Ap;,j = 1,...,k. Ta co thé tinh toan

trite tiép ky vong va phuong sai clia bién ngau nhién tong Poisson S nhu sau:

= > JEING| = Y iap; = AELX]

Var(S ZJQVGT’ Z]Q)\pj = \E[X?]

7j=1
3.3 Danh gia do chinh xac khi xap xi tong cac bién
ngau nhién Bernoulli déc lap béi mot bién ngau
nhién Poisson

Trong phan nay ta sé xem xét viéc xap xi mot tong cac bién ngau nhién Bernoulli

doc l1ap bdi mot bién ngau nhién Poisson 1a chinh xac ¢d nao. Gia st ta muén xap xi mot
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tong cac bién ngdu nhien Bernoulli doc lap véi cac trung binh tuong @ng pi, ps, ..., Pn.
Dau tién, bat dau v6i mot day Y7, Ys, ..., Y, cac bién ngau nhién Poisson doc lap, véi Y; co
trung binh p;, ta sé xay dung mot day cac bién ngau nhién Bernoulli doc lap X, Xo, ..., X,

v6i cac tham s py, pa, ..., pn sa0 cho
P{X; # Y} <p;, v6imdii

Dat X =30 X;vaY =37V, tasé dung diéu kien trén dé két luan dugc riang
P{X#AY}<> p}
i—1

Cudi cling, ta sé chi ra ring tit bat dang thic tren suy ra dude, v6i mot tap céc sb thuc
A bat ky,
PLX € A) B[y € 4} < 31

i=1
Va vi X la tdng ciia cac bién ngdu nhién Bernoulli doc lap va Y 1a mot bién ngiu nhién
Poisson, nén tit bat dang thitc trén sé cho ta can ma ta mong mudn.

Dé lam 16 qué trinh trén, goi Y;,i = 1,...,n la cac bién ngau nhién Poisson doc lap
v6i cac trung binh tuong tng p;. Ky hieu, Uy, Us, ..., U, 1a cac bién ngau nhién doc lap,
dong thoi doc lap vdi Y;, va théa man

0  v6i xac suat (1 — p;)ebi

U; =

1 v6i xac suat 1 — (1 — p;)ePs
Dinh nghia trén cho ta tng dung clia bat dang thic
e?P>1-p

véi gid thiét (1 — p;)ePs < 1.
Bay gio ta dinh nghia cac bién ngau nhién X;,i = 1,...,n bdi

0 néuY,=U;,=0
X, =

1 néu ngudc lai

)
D
<\
—
o
=
a2
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Chuong 3. XAP Xi POISSON

RG rang, néu X; = 0 thi Y; ciing phéi bang 0 (do dinh nghia ctia X;). Do d6, ta thay

P{X; #Yi} =P{X; =1,V; # 1}
=P{Y; =0,X; = 1} + P{Y; > 1}
=P{Y; =0,U; = 1} + P{V; > 1}
=e"[1—(1-p)e”]+1—e? —pe™
=pi—pie”
<p; (vil—e?<p)

Dat X =7 X, vaY ="V vachu y rdng X la tong cac bién ngdu nhién Bernoulli
doc lap va Y 1a bién ngéu nhién Poisson véi gia tri ky vong E[Y] = E[X] = Y"" | p;. Cling
dé ¥ rang, tit X # Y suy ra X; # Y; v6i mot vai gia tri 4 nao do, vi thé

P{X £Y} <P{X; #Y;, v6i mot vai gia tri ¢ nao dé}

<Y P{X;#Y:} (dobat ding thiic Boole)
i=1

n
<>}
=1
Véi bién ¢6 B bat k¥, ky hieu I 1a bién chi tiéu ctia bién c¢d6 B va dugde dinh nghia béi

1 néu B xay ra
Ip =

0 néu nguoc lai
Chu ¥ rang, v6i mot tap sé thuc A bat ky,
Iixeay — Iyeay < Iixzyy

Ta c6 dicu nay 13 do mot bién chi tieéu chi c6 thé nhan gia tri 0 hodc 1, nén vé trai bang
1 chi khi Iyxeay =1 va Iiyeay =0, suyra X € AvaY ¢ A nghiala X # Y, vi vay vé
phéi ciing bang 1. Lay k¥ vong hai vé bat dang thitc trén, ta dugc

P{X e A} —P{Y e A} <P{X #Y}
Thay doi vai tro ctia X va Y véi cach lam tuong tu, ta duge

P{Y e A} —P{X € A} <P{X #Y}
Vi vy, ta c6 thé két luan |

P{Y e A} —P{X € A} <P{X #Y}
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Chuong 3. XAP Xi POISSON

Nhu vay, ta c¢6 thé ching minh duge, véi A = > p;,

P {Zn:X c A} -y e;x‘
i=1 ’

€A

n
<> 1}
=1

Cha y. Khi tat ca p; déu bang p, thi X tré thanh bién ngiu nhién nhi thitc. Do d6, tu
chitng minh trén ta c6 thé suy ra dudc ring véi mot tap cac sé6 nguyen khong am A bat
ky,

< np?

S Cini(1 - pyi - 30 )

7!
i€A icA
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Két luan

Luan van tién hanh nghién cttu van dé rat co ban ctlia Iy thuyét xac suat, bén canh
d6 luan vian ciing dua ra dugc mot sé tinh chat dic biét ctia bién ngau nhién c6 phan
phdi mi, mdi quan hé dac biét gitta bién ngau nhién nhi thic va bién ngiu nhién Poisson,
cling nhut mot s6 mo hinh xic suat thuong dude ap dung trong Tin hoc, day 1a van dé
mang tinh thuc tién cao. Ngoai ra, luan van ciing gidi thiéu mot s6 két qua mdi lien quan
dén dinh 1y giéi han trung tam ciia khoi da dién Gauss va cac két qua lien quan dén do
chinh xac khi xdp xi mot tong bién ngau nhién Bernoulli doc lap bing mot bién ngau
nhién Poisson.

Tuy nhién, luan van mdi chi ditng lai & viéc nghién citu cac kién thitc co ban va dua
ra mot so6 két qua vé xac suat thuong duge ap dung trong thuc té ma chua di sau vao
nghién cttu linh vire nay. Vi vay, tac gid kinh mong nhan duge sy déng gop v kién ciia cac
thay co, ban be dong nghiép va nhitng ngusi quan tam dén cac linh vuc nay dé tac gia
hoan thién hon vé mit kién thiic, ciing nhu hoan chinh ban luan van dé c6 thé ing dung

trong thuc tién.

60



Tai liéu tham khao

[1] Nguyén Duy Tién, V@i Viét Yen, Ly thuyét zdc suat, Nha xuat ban Giao duc, 2000.

[2] Nguyén Duy Tién,Gidi tich ngau nhién, phan 3, Nha xuat ban dai hoc Qubc gia Ha
Noi, 2001.

[3] Van Va, Imre Barany, Central limit theorems for Gaussian polytopes, Institure of

Mathematical Statistics, 2007.

[4] AD Barbour, Louis H.Y Chen, Stein’s Method and Applications (Vol 4, 5), World
Scientific, 2005.

[5] Douglas C. Montgomery, George C. Runger, Applied Statistics and Probability for
Engineers, John Wiley, 2003.

[6] M. KELBERT, Y. SUHOV, Probability and Statistics by Exzample, Vol 1, Cambridge
University Press, 2005.

[7] Sheldom M.Ross, Probability models for computer science, San Francisco New York

Boston, 2002.

[8] T.T Soong, Fundamentals of Probability and Statistics for engineers, John Wiley,
2004.

61



	Li m u
	Kin thc c ban v xác sut
	Các tiên  c ban
	Xác sut có iu kin và s c lp
	Bin ngu nhiên
	Giá tri ky vong và phng sai
	Ky vong và phng sai cua tng các bin ngu nhiên
	Hàm moment tng quát và bin i Laplace
	Ky vong có iu kin
	Bin ngu nhiên phân phi mu
	Các inh lý v gii han
	Lut s ln yu
	Lut s ln manh
	Ðinh lý gii han trung tâm
	Ðinh lý gii han trung tâm cho khi a din Gauss

	Bt ng thc Markov
	Bt ng thc Chebyshev
	Phát biu theo lý thuyt  o
	Phát biu theo xác sut


	Bt ng thc Chernoff và ng dung
	Bt ng thc Chernoff
	Cn Chernoff
	Bt ng thc Chernoff

	Cn Chernoff cho tng các bin ngu nhiên Bernoulli c lp.

	Xp xi Poisson
	Bin ngu nhiên Bernoulli
	Bin ngu nhiên Bernoulli và bin ngu nhiên nhi thc
	Các tính cht cua bin ngu nhiên nhi thc

	Bin ngu nhiên Poisson
	Bin ngu nhiên Poisson và mu Poisson
	Tng Poisson cua các bin ngu nhiên 

	Ðánh giá  chính xác khi xp xi tng các bin ngu nhiên Bernoulli c lp bi mt bin ngu nhiên Poisson

	Kt lun
	Tài liu tham khao

