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Lời mở đầu

Toán học là cơ sở nền tảng cho sự ra đời và phát triển của Tin học, và ngày nay

cùng với sự phát triển của xã hội, vai trò của Toán học ngày càng trở nên quan trọng

trong các lĩnh vực ứng dụng thực tế, đặc biệt là trong Tin học. Do đó, tác giả đã được

giao đề tài “Ứng dụng xác suất trong Tin học” để làm luận văn tốt nghiệp thạc sĩ.

Luận văn gồm 3 chương:

Chương 1 Kiến thức cơ bản về xác suất. Chương này giới thiệu các kiến thức cơ sở

về xác suất. Đồng thời, tác giả có giới thiệu một số kết quả mới về định lý giới hạn trung

tâm cho khối đa diện Gauss.

Chương 2 Bất đẳng thức Chernoff và ứng dụng. Chương này giới thiệu một cách

tổng quát về bất đẳng thức Chernoff và ứng dụng của nó, đồng thời cũng giới thiệu cách

tính cận Chernoff cho tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập.

Chương 3 Xấp xỉ Poisson. Chương này giới thiệu kỹ hơn về biến ngẫu nhiên nhị thức

và biến ngẫu nhiên Poisson cùng các tính chất đặc biệt của các biến ngẫu nhiên này.

Do kiến thức còn có những hạn chế và thiếu sót, vì vậy tác giả kính mong nhận

được các ý kiến đóng góp của các thầy cô, cùng bạn bè đồng nghiệp để bản luận văn này

được hoàn thiện hơn.

Qua đây, tác giả xin được gửi lời biết ơn sâu sắc nhất đến người hướng dẫn khoa

học GS TS. Nguyễn Duy Tiến đã tạo mọi điều kiện và chỉ bảo tận tình trong suốt

quá trình tác giả nghiên cứu để hoàn thành được bản luận văn. Đồng thời, tác giả cũng

xin gửi lời biết ơn chân thành đến các thầy cô trong khoa Toán - Cơ - Tin trường Đại

học KHTN - Đại học Quốc Gia Hà Nội đã truyền đạt những kiến thức quý báu và tạo

mọi điều kiện để tác giả hoàn thành quá trình nghiên cứu luận văn. Cuối cùng, tác giả

xin được gửi lời cảm ơn chân thành đến tập thể lớp Cao học khóa 2006 − 2008, bạn bè

và người thân đã luôn động viên, giúp đỡ tác giả hoàn thành bản luận văn này.

Hà Nội, năm 2009

Học viên

Nguyễn Thị Hà Tĩnh
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Chương 1

Kiến thức cơ bản về xác suất

1.1 Các tiên đề cơ bản

Mặc dù ra đời từ thế kỷ XV II, nhưng mãi đến năm 1929 nhà Toán học người Nga,

A.N.Kolmogorov mới xây dựng được cơ sở Toán học chắc chắn cho lý thuyết xác suất

bằng cách đề xuất hệ tiên đề cho lý thuyết xác suất dựa trên lý thuyết tập hợp và độ đo.

Xét một phép thử nào đó. Gọi S là tập tất cả các kết quả có thể có của phép thử,

tập này được gọi là không gian mẫu (sample space). Một biến cố A là một tập con của

không mẫu S . Ta gán cho biến cố A một số P (A), được gọi là xác suất (probability)

của biến cố A, và số này phải thỏa mãn các tiên đề sau.

Tiên đề 1.1.1.

0 ≤ P (A) ≤ 1

Tiên đề 1.1.2.

P (S) = 1

Tiên đề 1.1.3. Nếu A1, A2... là dãy các biến cố xung khắc từng đội một bất kỳ, thì

P

(
i=∞⋃
i=1

P (Ai)

)
=

i=∞∑
i=1

P (Ai)

Từ hệ tiên đề trên, ta có thể suy ra một số tính chất cơ bản của xác suất.

(a) Nếu A ⊂ B thì P (A) ≤ P (B)

(b) P (AC) = 1− P (A), với AC = S\A là biến cố đối của A

(c) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

1.2 Xác suất có điều kiện và sự độc lập

Xét một phép thử là tung một đồng xu hai lần, mỗi lần tung có thể xuất hiện mặt

ngửa hoặc mặt sấp. Không gian mẫu của phép thử này là

S = {(n, n), (n, s), (s, n), (s, s)}

Giả sử rằng các kết quả trên có khả năng xuất hiện như nhau, và vì thế nên có xác

suất là 1/4. Giờ ta giả sử rằng lần tung thứ nhất xuất hiện mặt sấp: với điều kiện này,

xác suất để cả hai lần tung đều xuất hiện mặt sấp là bao nhiêu? Để tính được xác suất

này, ta xét như sau: với điều kiện lần tung thứ nhất xuất hiện mặt sấp thì lần tung thứ

hai sẽ có nhiều nhất hai khả năng, cụ thể là {(s, n), (s, s)}. Vì hai trường hợp này có khả

năng xảy ra như nhau nên chúng có xác suất bằng nhau, và do tổng các xác suất có điều

kiện này phải có tổng bằng 1 nên với điều kiện lần tung thứ nhất xuất hiện mặt sấp thì

xác suất để cả hai lần tung đều xuất hiện mặt sấp là 1/2.

Nếu ký hiệu A là biến cố cả hai lần tung đều xuất hiện mặt sấp và B là biến cố lần

tung đầu tiên xuất hiện mặt sấp, thì xác suất ta vừa tính ở trên được gọi là xác suất có

điều kiện của A với điều kiện B đã xảy ra, kí hiệu là P (A | B). Một công thức tổng quát

cho P (A | B) có thể đạt được theo phương pháp tương tự như đã sử dụng trong ví dụ

về tung đồng xu ở trên. Cụ thể, nếu biến cố B đã xảy ra thì để biến cố A cũng xảy ra,

ta cần phải có biến cố A và B cùng xảy ra; nghĩa là biến cố AB xảy ra. Vì các khả năng

đều xét trong trường hợp B đã xảy ra, nên B trở thành một không gian mẫu mới và vì

thế xác suất để biến cố AB xảy ra trong không gian mẫu mới này sẽ bằng xác suất của

AB chia cho xác suất của B. Nghĩa là, với P (B) > 0

P (A | B) =
P (AB)

P (B)

Tương tự như ví dụ trên, xác suất có điều kiện P (A | B) của A với điều kiện của B đã

xảy ra, nói chung không bằng P (A), xác suất không có điều kiện của A. Trong trường

hợp đặc biệt, khi P (A | B) = P (A) thì ta nói rằng A độc lập với B. Từ định nghĩa của

P (A | B), ta thấy rằng điều kiện để A độc lập với B là

P (AB) = P (A)P (B)

Khái niệm độc lập có thể mở rộng cho hơn hai biến cố như sau: các biến cố A1, ..., An

được gọi là độc lập với nhau nếu

P (Ai1 , ..., Air) = P (Ai1)P (Ai2)...P (Air)

với i1, ..., ir là một tập con bất kỳ của {1, ..., n}.
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

1.3 Biến ngẫu nhiên

Xét một phép thử có không gian mẫu S mà trên đó các xác suất được định nghĩa

theo các biến cố của S . Một biến ngẫu nhiên X là một hàm thực của các phần tử của

không gian mẫu. Cho một tập số thực C bất kỳ, xác suất để X nhận giá trị trong tập hợp

C là bằng với xác suất của biến cố X−1(C). Nghĩa là,

P (X ∈ C) = P (X−1(C))

với X−1(C) là biến cố bao gồm tất cả các kết quả s ∈ S sao cho X(s) ∈ C.

Hàm phân phối

Hàm phân phối F của biến ngẫu nhiên X được định nghĩa bởi

F (x) = P (X ≤ x) = P{X ∈ (−∞, x]}

với mọi số thực x. Ta kí hiệu F để biểu diễn 1− F , tức là

F (x) = 1− F (x) = P{X > x}

Một biến ngẫu nhiên được gọi là rời rạc nếu tập giá trị có thể có của nó là một

tập hữu hạn hoặc vô hạn đếm được. Cho X là một biến ngẫu nhiên rởi rạc, ta định nghĩa

hàm khối lượng xác suất p(x) của X là

p(x) = P{X = x}

Nếu xi, i ≥ 0, biểu diễn các giá trị có thể có của X thì

F (x) =
∑
i:xi≤x

p(x)

Một biến ngẫu nhiên được gọi là liên tục nếu tồn tại một hàm f(x), được gọi là

hàm mật độ xác suất của X, sao cho với một tập số C bất kỳ

P{X ∈ C} =

∫
C
f(x)dx

Mối quan hệ giữa hàm phân phối F và hàm mật độ xác suất f của biến ngẫu nhiên

liên tục X được biểu diễn như sau

F (y) = P{X ∈ (−∞, y]} =

∫ y

−∞
f(x)dx
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Lấy đạo hàm hai vế, ta có

F
′
(y) = f(y)

Ta sẽ có một biểu diễn trực giác hơn cho hàm mật độ xác suất bằng chú ý rằng

P{a− ε/2 < X < a+ ε/2} =

∫ a+ε/2

a−ε/2
f(x)dx ≈ εf(a)

khi ε là nhỏ. Nói cách khác, xác suất để X nhận giá trị trong một khoảng nào đó có độ

dài ε quanh điểm a là xấp xỉ εf(a), như vậy f(a) là một độ đo để xem biến ngẫu nhiên

X gần a cỡ nào.

Trong nhiều trường hợp ta không chỉ quan tâm hàm phân phối của từng biến ngẫu

nhiên, mà còn là mối quan hệ giữa hai hoặc nhiều hơn các biến ngẫu nhiên. Để định rõ

mối quan hệ giữa hai biến ngẫu nhiên X và Y , ta định nghĩa hàm phân phối đồng thời

của chúng như sau:

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}

Nghĩa là, F (x, y) là xác suất để cả X ≤ x và Y ≤ y. Hàm phân phối của từng biến ngẫu

nhiên X và Y có thể đạt được từ hàm phân phối đồng thời bằng cách

FX(x) = lim
y→∞

F (x, y), FY (y) = lim
x→∞

F (x, y)

với FW là kí hiệu hàm phân phối của biến ngẫu nhiên W .

Nếu cả X và Y là biến ngẫu nhiên rời rạc, thì ta định nghĩa hàm khối lượng xác

suất đồng thời của chúng là

p(x, y) = P{X = x, Y = y}

Ta nói rằng X và Y là đồng thời liên tục với hàm mật độ xác suất đồng thời f(x, y), nếu

với các tập số thực bất kỳ C và D

P{X ∈ C, Y ∈ D} =

∫
C

∫
D
f(x, y)dydx

Nếu X và Y là đồng thời liên tục thì

P{X ∈ C} = P{X ∈ C, Y ∈ (−∞,∞)} =

∫
C

∫ ∞
−∞

f(x, y)dydx

Điều này cho thấy X là liên tục với hàm mật độ

fX(x) =

∫ ∞
−∞

f(y)dy

Hai biến ngẫu nhiên được gọi là độc lập nếu với các tập số thực bất kỳ C và D

P{X ∈ C, Y ∈ D} = P{X ∈ C}P{Y ∈ D}
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Đẳng thức trên được suy ra từ

F (x, y) = F (x)F (y)

với mọi x và y. Hơn nữa, với mọi x và y, các biến ngẫu nhiên X và Y sẽ là độc lập trong

trường hợp rời rạc nếu

P{X = x, Y = y} = P{X = x}P{Y = y}

và trong trường hợp đồng thời liên tục nếu

f(x, y) = fX(x)fY (y)

Ta cũng có thể định nghĩa hàm phân phối đồng thời của một số bất kỳ các biến

ngẫu nhiên X1, ..., Xn bởi

F (x1, ..., xn) = P{X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn}

với mọi x1, ..., xn.

1.4 Giá trị kỳ vọng và phương sai

Trong lý thuyết xác suất ( và đặc biệt là đánh bạc), giá trị kỳ vọng (expectation)

của một biến ngẫu nhiên là tổng xác suất của mỗi kết quả có thể của thử nghiệm nhân

với giá trị của kết quả đó. Như vậy, nó biểu diễn giá trị trung bình mà người ta "mong

đợi" thắng cược nếu đặt cược liên tục nhiều lần với khả năng thắng cược là như nhau.

Chú ý rằng, bản thân giá trị đó có thể không được mong đợi theo nghĩa thông thường,

nó có thể ít có khả năng xảy ra hoặc không thể xảy ra. Một trò chơi hoặc một tình huống

trong đó giá trị kỳ vọng cho người chơi bằng 0 (không có thắng hoặc thua chung cuộc)

được gọi là một "trò chơi công bằng" (fair game).

Định nghĩa toán học

Thông thường, nếu X là một biến ngẫu nhiên xác định trên một không gian xác

suất (Ω,P), thì giá trị kỳ vọng của X, ký hiệu là E[X], được định nghĩa như sau

E[X] =

∫
Ω

XdP

trong đó sử dụng tích phân Lebesgue. Lưu ý rằng không phải mọi biến ngẫu nhiên đều

có một giá trị kỳ vọng, do có thể không tồn tại tích phân (ví dụ phân bố Cauchy). Hai
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

biến ngẫu nhiên có cùng phân bố xác suất sẽ có giá trị kỳ vọng bằng nhau.

Nếu X là một biến ngẫu nhiên rời rạc nhận các giá trị xi, i ≥ 1, thì kỳ vọng của X

được tính như sau

E[X] =
∑
i

xiP{X = xi}

Ví dụ 1.1 a. Biến ngẫu nhiên chỉ tiêu của biến cố A, ký hiệu IA hoặc I{A} được xác

định bằng công thức sau

IA =

1 nếu A xảy ra

0 nếu AC xảy ra

Từ định nghĩa của IA, ta suy ra

E[IA] = 1.P(A) + 0.P(AC) = P(A)

Một biến ngẫu nhiên mà chỉ nhận hai giá trị 0 hoặc 1 thường được gọi là biến ngẫu nhiên

Bernoulli. Như vậy, giá trị kỳ vọng của một biến ngẫu nhiên Bernoulli chính là xác suất

để biến ngẫu nhiên nhận giá trị 1.

2

Ví dụ 1.1 b. Xét một dãy các phép thử độc lập, mỗi phép thử sẽ thành công với xác

suất p, 0 < p < 1, hoặc thất bại với xác suất 1 − p. Nếu X biểu diễn cho số thứ tự của

phép thử mà là thành công đầu tiên, thì X được gọi là biến ngẫu nhiên có phân phối

hình học với tham số p. Hãy tính giá trị kỳ vọng của X.

Lời giải. X sẽ bằng n nếu tất cả n− 1 phép thử đầu tiên đều thất bại và phép thử thứ n

là thành công. Vì các phép thử là độc lập nên

P{X = n} = p(1− p)n−1, n ≥ 1

Do đó

E[X] =
∞∑
n=1

np(1− p)n−1 = 1/p

với đẳng thức trên có được là do, với 0 < a < 1,

∞∑
n=1

nan−1 =
∞∑
n=1

d

da
an =

d

da

∞∑
n=1

an =
1

(1− a)2

2

Nếu X là một biến ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ xác suất f(x), thì giá trị kỳ

vọng của X được tính như sau

E[X] =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Giờ giả sử ta quan tâm đến giá trị kỳ vọng của biến ngẫu nhiên g(X) với g(.) là một hàm

tùy ý nào đó. Vì g(X) sẽ nhận giá trị g(x) khi X nhận giá trị x, nên có thể thấy ngay

rằng E[g(X)] là trung bình trọng lượng của các giá trị có thể có của g(x), với trọng lượng

của g(x) chính là xác suất (hoặc mật độ xác suất trong trường hợp liên tục) để X nhận

giá trị x. Kết quả trên thể hiện trong mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.4.1.

E[g(X)] =


∑
x

g(x)P{X = x} nếu X rời rạc

∞∫
−∞

g(x)f(x)dx nếu X liên tục với hàm mật độ f

Nếu hàm g(x) = ax+ b, mệnh đề 1.1.1 chỉ ra rằng với các hằng số a, b

E[aX + b] = aE[X] + b

Phương sai

Phương sai của một biến ngẫu nhiên X, ký hiệu là V ar(X), được định nghĩa như

sau

V ar(X) = E[(X − E[X])2]

Ví dụ 1.1 c. Tìm phương sai của biến ngẫu nhiên Bernoulli X có E[X] = p.

Lời giải. Vì

(X − E[X])2 =

(1− p)2 với xác suất p

(0− p)2 với xác suất 1− p

nên

V ar(X) = (1− p)2p+ p2(1− p) = p(1− p)

2

Từ trên ta có phương sai của X là

V ar(X) = E[X2]− (E[X])2

và với các hằng số a và b bất kỳ,

V ar(aX + b) = a2V ar(X)

Trong lý thuyết xác suất, phương sai của một biến ngẫu nhiên là một độ đo sự phân

tán của biến ngẫu nhiên quanh giá trị trung bình của nó, nó hàm ý các giá trị của biến
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

ngẫu nhiên đó thường ở cách giá trị kỳ vọng bao xa.

Phương sai của biến ngẫu nhiên giá trị thực là moment trung tâm bậc hai. Phương

sai của một biến ngẫu nhiên là bình phương của độ lệch tiêu chuẩn. Định nghĩa này áp

dụng cho cả biến ngẫu nhiên rời rạc và liên tục.

1.5 Kỳ vọng và phương sai của tổng các biến ngẫu

nhiên

Một mở rộng của Mệnh đề (1.4.1) cho trường hợp hai chiều là: nếu g là một hàm

của các biến ngẫu nhiên X và Y , thì

E[g(X,Y )] =


∑

x

∑
y g(x, y)P{X = x, Y = y} nếu X,Y rời rạc∫∞

−∞
∫∞
−∞ g(x, y)f(x, y)dxdy nếu X,Y đồng thời liên tục với mật độ f

Nếu cho g(x, y) = x+ y thì từ trên dễ dàng thấy

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]

Tổng quát, với một số hữu hạn bất kỳ các biến ngẫu nhiên, bằng phương pháp quy nạp,

ta có

E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E[Xi] (1.1)

Ví dụ 1.1 d. Thuật toán sủi bọt (The Bubble Sort)

Giả sử ta có một tập gồm n giá trị phân biệt x1, ..., xn mà ta muốn đặt chúng theo

thứ tự tăng dần, hay còn gọi là sắp xếp chúng. Sủi bọt là một thuật toán ta có thể dùng.

Ta sẽ bắt đầu với một dãy số cho trước nào đó, tuần tự đi qua các phần tử của dãy, và

sẽ đổi chỗ cặp phần tử nào mà không theo thứ tự tăng dần như ta mong muốn. Cụ thể,

đầu tiên giá trị thứ nhất và thứ hai sẽ được so sánh với nhau, ta sẽ đổi chỗ chúng nếu giá

trị thứ hai là nhỏ hơn; sau đó giá trị mới ở vị trí thứ hai sẽ được so sánh với giá trị ở vị

trí thứ ba, và hai giá trị này sẽ đổi chỗ nếu giá trị sau nhỏ hơn giá trị trước,... Tiếp tục

như vậy cho đến khi giá trị cuối cùng trong dãy được so sánh và cũng có thể đổi chỗ nếu

cần. Quá trình này được lặp lại và được tiếp tục cho đến khi tất cả các giá trị của dãy

đều được sắp xếp. Chẳng hạn, nếu dãy ban đầu được cho như sau

5 3 8 7 0 9 6 4 1
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

thì các lần sắp xếp liên tiếp trong lượt so sánh đầu tiên sẽ như sau (với gạch ngang trên

đầu là chỉ giá trị đang được so sánh trực tiếp với giá trị đứng ngay sau):

3 5̄ 8 7 0 9 6 4 1

3 5 8̄ 7 0 9 6 4 1

3 5 7 8̄ 0 9 6 4 1

3 5 7 0 8̄ 9 6 4 1

3 5 7 0 8 9̄ 6 4 1

3 5 7 0 8 6 9̄ 4 1

3 5 7 0 8 6 4 9̄ 1

3 5 7 0 8 6 4 1 9̄

Dễ thấy rằng, sau lượt so sánh đầu tiên, giá trị lớn nhất sẽ chính là giá trị nằm ở vị trí

cuối cùng. Như vậy, ở lượt so sánh thứ hai ta không cần phải xét đến giá trị cuối cùng

này, và sau lượt so sánh thứ hai ta sẽ có được hai giá trị lớn nhất của dãy nằm ở hai vị

trí cuối cùng. Kết quả này cũng tương tự cho các lần so sánh tiếp theo và cứ như thế, các

giá trị được sắp xếp theo giá trị tăng dần. Thuật toán này được gọi là Thuật toán sủi

bọt vì cách di chuyển các giá trị nhỏ hơn lên phía trên gợi cho ta hình ảnh giống các bọt

bong bóng nổi lên trong nước.

Thuật toán này kết thúc ngay cả khi không có một sự đổi chỗ nào xảy ra ở ngay

lượt so sánh đầu tiên, hoặc cũng có khi phải qua tới tổng số n− 1 lượt so sánh. Vì ở lượt

so sánh thứ i ta cần thực hiện n − i lần so sánh, nên trong trường hợp xấu nhất ta sẽ

phải cần tới n− 1 + n− 2 + ... + 1 = n(n− 1)/2 lần so sánh. Nếu ta ký hiệu 1 thay thế

cho giá trị nhỏ nhất, 2 thay cho giá trị thứ hai, và cứ tiếp tục như thế, thì trường hợp

xấu nhất sẽ xảy ra nếu dãy ban đầu được cho là

n, n− 1, n− 2, ..., 3, 2, 1

Tuy nhiên, không có lý do gì đặc biệt để cho rằng dãy được cho ban đầu sẽ có các phần

tử xếp theo chiều giá trị giảm dần, nên điều này sẽ khiến ta nghĩ đến số lần so sánh cần

thiết trung bình khi mà dãy ban đầu được cho một cách ngẫu nhiên. Vì thế, sẽ là hợp

lý nếu ta coi dãy được cho có một thứ tự bất kỳ trong n! thứ tự ngẫu nhiên có thể có.

Nếu ký hiệu X là số lần so sánh cần đến khi thuật toán sủi bọt kết thúc, thì ta quan tâm

E[X] là giá trị kỳ vọng của X. Trong khi rất khó để tính rõ ràng E[X], thì ta lại có thể

đạt được các cận cho nó. Đầu tiên, vì với mỗi thứ tự ngẫu nhiên ban đầu,

X ≤ n(n− 1)/2
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nên

E[X] ≤ n(n− 1)

2
(1.2)

Để đạt được một cận khác nữa, ta cần đến khái niệm số nghịch thế của một hoán

vị. Cho một hoán vị bất kỳ i1, ..., in của 1, 2, ..., n, ta nói rằng cặp có thứ tự (i, j) là một

nghịch thế (inversion) của hoán vị này nếu i < j và j đứng trước i trong hoán vị. Chẳng

hạn, hoán vị

2, 4, 1, 5, 6, 3

có năm nghịch thế, cụ thể: (1, 2), (1, 4), (3, 4), (3, 5), (3, 6). Cuối cùng, vì các giá trị trong

các cặp nghịch thế là cần được đổi chỗ (nghĩa là được so sánh) nên số lần so sánh cần

thiết nếu dùng thuật toán sủi bọt sẽ ít nhất phải bằng số nghịch thế của dãy cho ban

đầu. Nghĩa là, nếu gọi I là số nghịch thế thì

X ≥ I

Từ đó suy ra

E[X] ≥ E[I] (1.3)

Nhưng nếu, i < j thì ta đặt

I(i, j) =

1 nếu (i, j) là một nghịch thế của dãy cho ban đầu

0 nếu ngược lại

thì ta có

I =
∑
j

∑
i<j

I(i, j)

Do vậy, theo tính chất của kỳ vọng ta có

E[I] =
∑
j

∑
i<j

E[I(i, j)] (1.4)

Bây giờ, nếu i < j, ta có

E[I(i, j)] = P{j đứng trước i trong dãy cho ban đầu}

Nhưng nếu thứ tự của dãy cho ban đầu là một thứ tự bất kỳ trong n! thứ tự ngẫu nhiên

có thể có, thì có thể thấy rằng khả năng i đứng trước j cũng ngang bằng khả năng j đứng

trước i, nên

E[I(i, j)] =
1

2
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Do vậy, vì có C2
n cặp i, j mà i < j nên từ ?? suy ra

E[I] =
C2
n

2
=
n(n− 1)

4

Từ phương trình (1.2), (1.3) và phương trình trên ta được

n(n− 1)

4
≤ E[X] ≤ n(n− 1)

2

Như vậy, nếu với n đủ lớn, số lần so sánh trung bình cần đến khi sắp xếp n giá trị bởi

thuật toán sủi bọt sẽ dao động từ n2/4 đến n2/2.

2

Để đưa ra được công thức phương sai cho một tổng, ta cần đến khái niệm hiệp

phương sai.

Hiệp phương sai (covariance) của hai biến ngẫu nhiên X và Y được định nghĩa như sau

Cov(X, Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]

Sau đây là các tính chất cơ bản của hiệp phương sai.

Mệnh đề 1.5.1. Cho các biến ngẫu nhiên X, Y, Z bất kỳ và hằng số c:

1. Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ]

2. Cov(X,X) = V ar(X)

3. Cov(X, Y ) = Cov(Y,X)

4. Cov(cX, Y ) = cCov(X, Y )

5. Cov(X, Y + Z) = Cov(X, Y ) + Cov(X,Z)

Tính chất 5 tổng quát lên là

Cov

(
n∑
i=1

Xi,
n∑
i=1

Yi

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Yj)

Công thức này có thể được dùng để suy ra phương sai cho tổng các biến ngẫu nhiên

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
= Cov

(
n∑
i=1

Xi,
n∑
j=1

Xj

)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj)

=
n∑
i=1

Cov(Xi, Xi) +
n∑
i=1

∑
j 6=i

Cov(Xi, Xj)

=
n∑
i=1

V ar(Xi) + 2
n∑
i=1

∑
j<i

Cov(Xi, Xj) (1.5)
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Vì Cov(X, Y ) = 0 khi X và Y độc lập, nên từ phương trình trên suy ra nếu các biến ngẫu

nhiên độc lập thì

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi)

Ví dụ 1.1 e. Số thành công trong một dãy n phép thử độc lập, mỗi phép thử có kết quả

thành công với xác suất p hoặc thất bại với xác suất 1 − p, được gọi là một biến ngẫu

nhiên nhị thức với các tham số n và p. Hãy tính giá trị kỳ vọng và phương sai của biến

ngẫu nhiên này.

Lời giải. Nếu X là một biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số n và p, thì

P{X = i} = Ci
np

i(1− p)n−i, i = 0, ..., n (1.6)

Trong khi ta có thể tính giá trị kỳ vọng và phương sai của X trực tiếp từ (1.6), thì sẽ dễ

dàng hơn nếu ta dùng biểu diễn

X =
n∑
i=1

Xi

với

Xi =

1 nếu phép thử i là thành công

0 nếu phép thử i là thất bại

Vì mỗi Xi là một biến ngẫu nhiên Bernoulli với

E[Xi] = p, V ar(Xi) = p(1− p)

nên

E[X] =
n∑
i=1

E[Xi]

V ar(X) =
n∑
i=1

V ar(Xi) = np(1− p)

với giả thiết các Xi độc lập để thỏa mãn phương sai của một tổng bằng tổng các phương

sai.

2

Ví dụ 1.1 f. Bài toán sưu tập vé. Giả sử có m loại vé khác nhau, và tại mỗi thời điểm

người ta chỉ mua một vé là một loại bất kỳ trong các loại này. Nếu gọi X là số vé mà một

người cần mua theo thứ tự để có mỗi loại ít nhất một vé, tìm giá trị kỳ vọng và phương

sai của X.

Lời giải. Để xác định E[X], ta gọi Xi là số vé cần thiết thêm vào, sau khi đã có i loại vé
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phân biệt, cho đến khi có thêm một loại vé mới, i = 0, ...,m− 1. Khi đó,

X =
m−1∑
i=1

Xi

Bây giờ, khi đã có i loại vé phân biệt, mỗi vé mới sẽ là một loại mới với xác suất (m−i)/m.

Như vậy, Xi là một biến ngẫu nhiên hình học với tham số (m− i)/m. Do đó,

E[X] =
m−1∑
i=1

E[Xi] =
m−1∑
i=1

m

m− i
= m

m∑
i=1

1

i

Hơn nữa, vì dễ thấy rằng các biến ngẫu nhiên Xi, i = 0, ...,m− 1 độc lập, nên ta có

V ar(X) =
m−1∑
i=1

V ar(Xi) = m

m−1∑
i=1

i

(m− i)2

với điều kiện trên có được là do phương sai của một biến ngẫu nhiên hình học có tham

số p là (1− p)/p2.

2

Chú ý. Ta có thể chỉ ra rằng

lim
m→∞

(
m∑
i=1

1/i− log(m)

)
= γ

với γ ≈ 0.57721 được gọi là hằng số Euler, từ đó ta được

E[X] ∼ m log(m)

vì

E[X] =
m−1∑
i=1

E[Xi] =
m−1∑
i=1

m

m− i
= m

m∑
i=1

1

i

Ở đây, ta nói rằng am ∼ bm khi lim
m→∞

am

bm
= 1. Hơn nữa, ta cũng có thể chỉ ra rằng

lim
m→∞

m∑
i=1

1

i2
=
π2

6

Ta có
m−1∑
i=1

i

(m− i)2
=

m−1∑
i=1

m

(m− i)2
−

m−1∑
i=1

m− i
(m− i)2

nên

V ar(X) ∼ m2π2/6
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Ví dụ 1.1 g. Một bài toán sưu tập vé khác. Với giả thiết như trong ví dụ 1.1e, hãy

tìm kỳ vọng và phương sai của số loại phân biệt trong một tập gồm n vé.

Lời giải. Ký hiệu X là số loại phân biệt, và

X =
m∑
i=1

Xi

với

Xi =

1 nếu có vé loại i trong bộ sưu tập

0 nếu ngược lại

Vì Xi là một biến ngẫu nhiên Bernoulli, nên ta có

E[Xi] = 1−
(
m− 1

m

)n
V ar(Xi) =

(
m− 1

m

)n(
1−

(
m− 1

m

)n)
(1.7)

Suy ra

E[X] =
m∑
i=1

E[Xi] = m

[
1−

(
m− 1

m

)n]
Hơn nữa, vì XiXj cũng là Bernoulli, với i 6= j, nên

E[XiXj] = P{XiXj = 1} = P(AiAj)

với Ak là biến cố sưu tập có chứa ít nhất một vé loại k. Vì

P(AiAj) = 1− P((AiAj)
C)

= 1− P(ACi ∪ ACj )

= 1− P(ACi )− P(ACj ) + P(ACi A
C
j )

= 1− 2

(
m− 1

m

)n
+

(
m− 2

m

)n
Do đó, với i 6= j,

Cov(Xi, Xj) = 1− 2

(
m− 1

m

)n
+

(
m− 2

m

)n
−
[
1−

(
m− 1

m

)n]2

=

(
m− 2

m

)n
−
(
m− 1

m

)2n

(1.8)

Như vậy, từ các phương trình (1.5), (1.7) và (1.8), ta có

V ar(X) = m

(
m− 1

m

)n(
1−

(
m− 1

m

)n)
+m(m− 1)

[(
m− 2

m

)n
−
(
m− 1

m

)2n
]

= m

(
m− 1

m

)n
+m(m− 1)

(
m− 2

m

)n
−m2

(
m− 1

m

)2n

2

15



Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Ví dụ 1.1 h Bước nhảy (Runs). Giả sử X1, ..., Xn là một dãy các biến ngẫu nhiên nhị

thức độc lập, và mỗi biến Xi sẽ nhận với xác suất p. Một dãy con liên tiếp cực đại gồm

toàn giá trị 1 được gọi là một bước nhảy. Chẳng hạn, dãy

1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0

là có bước nhảy 3. Gọi R là số bước nhảy, hãy tìm E[R], V ar(R).

Lời giải. Đặt Ii bằng 1 nếu có một bước nhảy bắt đầu tại Xi, và bằng 0 nếu ngược lại.

Với i = 1, ..., n, khi đó

R =
n∑
i=1

Ii (1.9)

Vì

E[I1] = P{X1 = 1} = p

E[Ii] = P{Xi−1 = o,Xi = 1} = p(1− p) với i ≥ 1

nên

E[R] =
n∑
i=1

E[Ii] = p+ (n− 1)p(1− p)

Giờ ta cần tính V ar(R). Giả sử n ≥ 2, từ phương trình (1.9) ta có

V ar(R) =
n∑
i=1

V ar(Ii) + 2
n∑
j=2

∑
i<j

Cov(Ii, Ij)

Vì Ii là một biến ngẫu nhiên Bernoulli nên

V ar (Ii) = E[Ii](1− E[Ii])

Ngoài ra, có thể thấy rằng Ii và Ij sẽ độc lập khi i < j − 1, từ đó

Cov(Ii, Ij) = 0, i < j − 1

Bên cạnh đó, vì Ij−1Ij = 0, nên

Cov(Ij−1, Ij) = −E[Ij−1E[Ij] = −E[Ij−1p(1− p)

Như vậy, khi n ≥ 2, ta được

V ar(R) = V ar(I1) +
n∑
j=2

V ar(Ij) + 2Cov(I1, I2) + 2
n∑
j=3

Cov(Ij−1, Ij)

= p(1− p) + (n− 1)p(1− p)[1− p(1− p)]− 2p2(1− p)− 2(n− 2)p2(1− p)2
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Nếu ta đặt

c = p(1− p)[1− p(1− p)]− 2p2(1− p)2

thì ta có thể viết lại như sau

V ar(R) = (n− 2)c+ p(1− p)2(2− p)

Một cách khác để tính E[R] và V ar(R) là dùng phương pháp đệ quy. Nếu kí hiệu Rj là

số bước nhảy trong dãy X1, ..., Xj thì rõ ràng

Rj = Rj−1 + Ij (1.10)

Như vậy, với j ≥ 2,

E[Rj] = E[Rj−1] + p(1− p)

Bắt đầu từ E[R1] = p, ta suy ra được

E[Rn] = p+ (n− 1)(1− p)

Tuơng tự, với j ≥ 2, từ (1.10) suy ra

V ar(Rj) = V ar(Rj−1) + V ar(Ij) + 2Cov(Rj−1, Ij)

Mà

Cov(Rj−1, Ij) = Cov(Rj−2 + Ij−1, Ij)

= Cov(Rj−2, Ij) + Cov(Ij−1, Ij)

= Cov(Ij−1, Ij)

= −E[Ij−1]E[Ij]

Do vậy, với j ≥ 2,

V ar(Rj) = V ar(Rj−1) + p(1− p)[1− p(1− p)]− 2p(1− p)E[Ij−1]

Vì V ar(R1) = p(1− p), đệ quy ta được

V ar(R2) = p(1− p) + p(1− p)[1− p(1− p)]− 2p2(1− p)

= p(1− p)2(2− p)

Với j ≥ 3, đệ quy ta được

V ar(Rj) = V ar(Rj−1) + c
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

Vậy nên

V ar(Rn) = V ar(R2) + (n− 2)c

Bây giờ ta nói đến một ứng dụng của bài toán trên, đó là cho phần chỉ dẫn của một

quyển sách. Phần chỉ dẫn là phần gồm một danh sách các từ nào đó có trong quyển sách

và ứng với mỗi từ là phần liệt kê tất cả các trang sách có xuất hiện từ đó. Giả sử mục

chỉ dẫn sẽ liệt kê các trang theo phân đoạn; nghĩa là, nếu một từ nào đó xuất hiện ở các

trang 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10 và 12, thì trong bảng chỉ dẫn nó sẽ được viết thành ba phân đoạn

2 − 4, 7 − 10, 12. Giờ giả sử ta quan tâm đến số phân đoạn trong phần chỉ dẫn của một

từ nào đó, với giả thiết từ này sẽ xuất hiện độc lập trên mỗi trang, trong tổng số n trang

của quyển sách, với xác suất p. Nếu kí hiệu Xi bằng 1 nếu từ này xuất hiện ở trang i, thì

có thể thấy ngay rằng số phân đoạn của các trang cho từ này chính là bằng số bước nhảy

của dãy X1, ..., Xn, do đó trung bình và phương sai của nó sẽ được tính được nhờ các kết

quả trên.

1.6 Hàm moment tổng quát và biến đổi Laplace

Hàm moment tổng quát của biến ngẫu nhiên X được định nghĩa như sau

φ(t) = E[etX ]

Nó được gọi là hàm moment tổng quát của X vì moment các bậc khác nhau của X có

thể suy từ việc đạo hàm liên tiếp φ(t), và xét các đạo hàm này tại t = 0. Chẳng hạn

φ
′
(t) = E[XetX ]

φ
′′
(t) = E[X2etX ]

và tổng quát

φ(n)(t) = E[XnetX ]

Xét tại t = 0 thì

φ(n)(0) = E[Xn]

Ví dụ 1.1 i. Phân phối hình học. Biến ngẫu nhiên X được gọi là có phân phối hình

học với tham số p nếu

P{X = n} = pqn−1, n = 1, 2...
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Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

với q = 1− p. Như vậy, hàm moment tổng quát của X là

φ(t) = E[etX ]

=
∞∑
n=1

etnpqn−1

= pet
∞∑
n=1

(qet)n−1

=
pet

1− qet

Đạo hàm ta được

φ
′
(t) =

(1− qet)pet + petqet

(1− qet)2
=

pet

(1− qet)2

φ
′′
(t) =

(1− qet)2pet + 2pet(1− qet)qet

(1− qet)4

Xét tại t = 0 ta được

E[X] =
p

(1− q)2
=

1

p

E[X2] =
(1− q)2p+ 2p(1− q)q

(1− q)4
=
p2(p+ 2q)

(1− q)4
=

1 + q

p2

Do vậy,

V ar(X) = E[X2]− E2[X] =
1− p
p2

2

Nếu X và Y độc lập thì

E[et(X+Y )] = E[etXetY ] = E[etX ]E[etY ]

Nói cách khác, hàm moment tổng quát của một tổng các biến ngẫu nhiên độc lập bằng

tích các hàm moment tổng quát của từng biến ngẫu nhiên thành phần.

Một tính chất quan trọng khác của hàm moment tổng quát đó là có một tương ứng

một-một giữa hàm moment tổng quát với hàm phân phối của một biến ngẫu nhiên. Như

vậy, một hàm moment tổng quát xác định duy nhất một hàm phân phối.

Ví dụ 1.1 j. Một biến ngẫu nhiên X được gọi là có phân phối chuẩn với trung bình µ

và phương sai σ2 nếu hàm mật độ xác suất của nó là

f(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

,−∞ < x < +∞
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Khi µ = 0, σ = 1, ta nói X có phân phối chuẩn tiêu chuẩn.

Hàm moment tổng quát của biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn tiêu chuẩn Z là

E[etZ] =
1√
2π

+∞∫
−∞

etxe−x
2/2dx

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−(x2−2tx)/2dx

= et
2/2 1√

2π

+∞∫
−∞

e−(x−t)2/2dx

= et
2/2

Bây giờ, ta thấy nếu Z là một biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn tiêu chuẩn, thì

X = σZ + µ sẽ là biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn với trung bình µ và phương sai

σ2; như vậy,

E[etx] = E[et(σZ+µ)] = etµE[etσZ ] = eµt+σ
2t2/2

Giả sử X và Y là các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn độc lập với trung bình µx và

µy, và phương sai σ2
x và σ2

y; khi đó

E[et(X+Y )] = E[etX ]E[etY ] = exp{(µx + µy)t+ (σ2
x + σ2

y)t
2/2}

Do tính duy nhất của hàm moment tổng quát, nên từ trên ta thấy rằng tổng của các

biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn độc lập sẽ là một biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn.

2

Cho biến ngẫu nhiên không âm X, ta định nghĩa biến đổi Laplace g(t), t > 0, của

X như sau

g(t) = φ(−t) = E[e−tX ]

Ta thấy rằng, biến đổi Laplace xét tại t chính là moment tổng quát xét tại −t. Biến đổi

Laplace có điểm thuận lợi hơn hàm moment tổng quát là khi biến ngẫu nhiên là không

âm, tức là X ≥ 0 và t ≥ 0, thì

0 ≤ e−tX ≤ 1

Nghĩa là, biến đổi Laplace luôn có giá trị nằm giữa 0 và 1, từ đó cho thấy các biến ngẫu

nhiên không âm mà có cùng biến đổi Laplace thì cũng phải có cùng phân phối.
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1.7 Kỳ vọng có điều kiện

Nếu X và Y là hai biến ngẫu nhiên rời rạc, thì hàm khối lượng xác suất có điều

kiện của X với điều kiện Y = y được định nghĩa bởi

P{X = x | Y = y} =
P{X = x, Y = y}

P{Y = y}

và kỳ vọng có điều kiện của X với điều kiện Y = y được định nghĩa bởi

E[X | Y = y] =
∑
x

P{X = x | Y = y}

Tương tự, nếu X và Y có hàm mật độ đồng thời f(x, y), thì hàm mật độ xác suất có

điều kiện của X với điều kiện Y = y được định nghĩa bởi

fX|Y (x | y) =
f(x, y)

fY (y)

và kỳ vọng có điều kiện của X với điều kiện Y = y được định nghĩa bởi

E[X | Y = y] =

∫ ∞
−∞

xfX|Y (x | y)dx

Chú ý rằng, trong tất cả các công thức trên vẫn đúng trong trường hợp không có điều

kiện ngoại trừ rằng bây giờ các xác suất đang được tính toán với điều kiện là biến cố

Y = y.

Giả sử E[X | Y ] là một hàm theo biến Y (kí hiệu là E[X | Y = y]), một kết quả vô cùng

quan trọng là

E[X] = E[E[X | Y ]] (1.11)

Nếu Y là một biến ngẫu nhiên rời rạc, thì (1.11) chính là

E[X] =
∑
x

E[X | Y = y]P{Y = y}

Khi Y liên tục thì (1.11) chính là

E[X] =

∞∫
−∞

E[X | Y = y]fY (y)dy

Trong trường hợp X và Y có hàm mật độ đồng thời f(x, y),

∞∫
−∞

E[X | Y = y]fY (y)dy =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xfX|Y (x | y)fY (y)dxdy

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xf(x, y)dxdy

= E[X]
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Trường hợp rời rạc chứng minh tương tự. Như vậy, ta thấy E[X] chính là trọng lượng

trung bình của các kỳ vọng của các kỳ vọng có điều kiện của X với điều kiện Y = y,

trong đó mỗi số hạng E[X | Y = y] có trọng lượng bằng xác suất (hoặc mật độ xác suất

trong trường hợp liên tục) để Y = y. Kết quả này thường được dùng để tính giá trị kỳ

vọng của X một cách dễ dàng hơn bằng việc đặt điều kiện lên giá trị của biến ngẫu nhiên

thứ hai Y . Các ví dụ sau sẽ minh họa cho điều này.

Ví dụ 1.1 k. Tổng một số ngẫu nhiên các biến ngẫu nhiên. Giả sử X1, X2, ...

là một dãy các biến ngẫu nhiên độc lập có cùng phân phối, có hàm moment tổng quát

φX(t) = E[exp{tXi}], và giả sử N là một biến ngẫu nhiên nhận giá trị nguyên không âm,

độc lập với các Xi. Tìm trung bình và phương sai của

S =
n∑
i=1

Xi

Lời giải. Để giải bài toán trên, đầu tiên ta xác định hàm moment tổng quát của S. Vì có

thể tính được hàm moment tổng quát của tổng một số cố định các biến ngẫu nhiên độc

lập, nên ta sẽ bắt đầu bằng việc đặt điều kiện lên giá trị của N ,

E[exp{tS} | N = n] = E

[
exp

{
t
N∑
i=1

Xi

}
| N = n

]

= E

[
exp

{
t

n∑
i=1

Xi

}
| N = n

]

= E

[
exp

{
t

n∑
i=1

Xi

}]
do sự độc lập giữa N và Xi

= (φX(t))n

Do đó,

E[exp{tS} | N ] = (φX(t))N

Suy ra

φS(t) = E[exp{tS}] = E[(φX(t))N ]

Để xác định giá trị kỳ vọng và phương sai của S, đạo hàm φS(t) ta được

φ
′

S(t) = E[N(φX(t))N−1φ
′

X(t)]

φ
′′

S(t) = E[N(φX(t))N−1φ
′′

X(t) +N(N − 1)(φX(t))N−2(φ
′

X(t))2]

Xét tại t = 0 cho ta

E[S] = E[NE[X]] = E[N ]E[X]
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và

E[S2] = E[NE[X2]] +N(N − 1)E2[X]

= E[N ]V ar(X) + E[N2]E2[X]

Vậy

V ar(S) = E[S2]− E2[S]

= E[N ]V ar(X) + E2[X]V ar(N)

2

Ví dụ 1.1 l. Xét một danh sách gồm m phần tử, với m là một số lớn, và giả sử ta quan

tâm đến số phần tử phân biệt trong danh sách. Nghĩa là, nếu ký hiệu n(i) là số lần mà

phần tử ở vị trí thứ i xuất hiện trong danh sách, thì ta cần tính

d =
m∑
i=1

1

n(i)

Gọi X là biến ngẫu nhiên mà nó nhận một trong các giá trị 1, 2, ...,m, và ta sẽ tìm d bằng

cách xác định số lần phần tử nằm ở vị trí X xuất hiện trong danh sách. Vì

E
[

1

n(Xi)

]
=

m∑
i=1

1

n(i)
P{X = i}

=
1

m

m∑
i=1

1

n(i)

nên

E
[

m

n(X)

]
= d

Như vậy, bằng việc đưa vào các biến ngẫu nhiên X1, ..., Xk độc lập, mỗi biến nhận một

trong các giá trị 1, 2, ...,m, ta có thể dùng

m

k

k∑
i=1

1

n(Xi)

để tìm d.

Một khó khăn của phương pháp trên là việc xác định giá trị n(X), nó phụ thuộc nhiều

vào kích thước của danh sách. Có một cách hiệu quả hơn như sau: gọi X là biến ngẫu

nhiên mà nó nhận một trong các giá trị 1, ...,m, và ta xét phần tử nằm ở vị trí X trong

danh sách. Lướt qua danh sách một lượt, bắt đầu từ phần tử đầu tiên cho đến khi bắt

gặp phần tử giống với phần tử đang xét, nếu lần đầu tiên ta bắt gặp phần tử này là ở vị

23



Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

trí X thì đặt I = 1; ngược lại đặt I = 0. (Chẳng hạn, giả sử X = 1200 và phần tử ở vị trí

1200 là A, nếu lần xuất hiện đầu tiên của A trong danh sách là tại vị trí 44 thì I = 0).

Giả sử cho biết n(X), thì vì phần tử ta đang xét là phần tử nằm ở vị trí X, sẽ xuất hiện

tại mỗi vị trí trong số n(X) vị trí mà nó xuất hiện, nên

E[I | n(X)] =
1

n(X)

Lấy kỳ vọng hai vế ta được

E[I] = E
[

1

n(X)

]
=

d

m

Như vậy, có thể tìm được giá trị d bằng cách lặp lại m lần quá trình trên để được m lần

giá trị trung bình của I.

2

Ví dụ 1.1 m. Bài toán đóng gói (A Bin Packing Problem). Giả sử ta có các vật

nào đó mà trọng lượng của chúng độc lập với nhau và có phân phối đều trên khoảng

(0, 1), cần được xếp vào một dãy các thùng mà mỗi thùng chỉ có thể chứa tối đa một đơn

vị trọng lượng. Các vật được xếp một cách tuần tự, đầu tiên từ thùng 1, cho đến khi có

một vật nào đó mà có trọng lượng vượt quá trọng lượng cho phép có thể thêm vào thùng,

nghĩa là nếu thêm vật này vào thì thùng sẽ có trọng lượng vượt quá 1. Tại thời điểm này,

thùng 1 sẽ được đóng gói lại. Các vật tiếp khác được xếp tiếp theo vào thùng 2 và quá

trình cứ tiếp tục như vậy cho đến hết. Chẳng hạn, nếu trọng lượng của sáu vật nào đó là

0.40, 0.36, 0.44, 0.22, 0.10, 0.62 thì các vật 1 và 2 sẽ được xếp vào thùng 1, các vật 3, 4, 5

sẽ được xếp vào thùng 2, vật 6 sẽ là vật đầu tiên được xếp vào thùng 3. Gọi Bi là số vật

được xếp vào thùng i, ta quan tâm

E

[
n∑
i=1

Bi

]
=

n∑
i=1

E[Bi]

là số vật trung bình được xếp vào n thùng đầu tiên.

Ta bắt đầu bằng việc xác định số vật trung bình được xếp vào thùng 1. Bây giờ nếu

ta ký hiệu U1, U2, ... là một dãy các biến ngẫu nhiên độc lập và có cùng phân phối đều

trên khoảng (0, 1), biểu diễn lần lượt cho các trọng lượng và đặt

N = min

{
n :

n∑
i=1

Ui > 1

}

thì rõ ràng N − 1 là số vật có trong thùng 1. Để xác định E[N ], ta xét bài toán tổng quát

hơn là tìm

m(x) = E[N(x)] với 0 ≤ x ≤ 1

24



Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

với

N(x) = min

{
n :

n∑
i=1

Ui > x

}
Nghĩa là, N(x) chính là số biến ngẫu nhiên, có phân phối đều trên khoảng (0, 1), tối thiểu

mà ta cần thêm vào cho đến khi tổng của chúng vượt quá x, 0 ≤ x ≤ 1. Đặt điều kiện lên

U1 cho ta

E[N(x)] =

∫ 1

0

E[N(x) | U1 = y]dy (1.12)

Tuy nhiên,

E[N(x) | U1 = y] =

1 nếu y > x

1 +m(x− y) nếu y ≤ x
(1.13)

Điều trên có thể thấy trực tiếp khi y > x; khi y ≤ x, vì nếu biến ngẫu nhiên đầu tiên

nhận giá trị y, thì tại thời điểm này ta có được một biến ngẫu nhiên và vẫn phải thêm

vào các biến ngẫu nhiên khác cho đến khi tổng của các biến ngẫu nhiên này vượt quá

x− y. Thay (1.13) vào phương trình (1.12) ta được

m(x) = 1 +

∫ x

0

m(x− y)dy

= 1 +

∫ x

0

m(u)du

Đạo hàm ta được

m
′
(x) = m(x)

hay
m

′
(x)

m(x)
= 1

Lấy tích phân ta được

log(m(x)) = x+ c

hay

m(x) = kex

Vì m(0) = 1, suy ra k = 1; nghĩa là,

m(x) = ex

Như vậy,

E[B1] = E[N(1)− 1] = m(1)− 1 = e− 1

và vì thế số vật trung bình xếp trong thùng 1 là e− 1. (Một điều thú vị là từ trên ta có

thể thấy số biến ngẫu nhiên, có phân phối đều trên khoảng (0,1), trung bình mà có tổng
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vượt 1 chính bằng e!).

Bây giờ ta xét vật đầu tiên được xếp vào thùng i, với i > 1. Vì đây là vật có trọng

lượng lớn hơn dung lượng còn lại của thùng trước, nên suy ra trọng lượng của nó là một

biến ngẫu nhiên có phân phối đều trên (0, 1) với điều kiện lớn hơn trọng lượng (ngẫu

nhiên) nào đó. Tuy nhiên, vì trọng lượng của vật này lớn hơn giá trị của một biến ngẫu

nhiên nào đó có phân phối đều trên (0, 1), nên số vật trung bình xếp chung thùng với

nó sẽ ít hơn so với thùng 1 (là thùng mà vật đầu tiên được xếp vào có trọng lượng ngẫu

nhiên phân phối đều trên (0, 1]). Nghĩa là,

E[Bi] ≤ E[B1] = e− 1

Suy ra

E

[
n∑
i=1

Bi ≤ n(e− 1)

]
Để đạt được một cận tốt hơn, giả sử ngay khi ta gặp một vật mà nó nặng quá để xếp

được vào thùng đang xếp, thì không những ta sẽ đặt vật này vào thùng mới mà ta còn

đóng gói ngay thùng mới này lại. (Chẳng hạn, nếu năm vật đầu tiên có trọng lượng là

0.40, 0.36, 0.44, 0.22, 0.90, thì các vật một và hai sẽ được xếp vào thùng 1, vật ba sẽ được

xếp vào thùng 2, vật bốn được xếp vào thùng 3, còn vật năm sẽ là vật đầu tiên được xếp

vào thùng 4). Giả sử gọi B∗i là số vật được xếp vào thùng i theo cách này, thì

E[B∗i ] =

1 nếu n chẵn

e− 1 nếu n lẻ

Rõ ràng là
n∑
i=1

Bi ≥
n∑
i=1

B∗i

nên ta đạt được một cận tốt hơn

E

[
n∑
i=1

Bi

]
≥


ne
2

nếu n chẵn

(n−1)e
2

+ e− 1 nếu n lẻ

Hơn nữa, vì e− 1 ≈ 1.718, nên với n chẵn

1.359n ≤ E

[
n∑
i=1

Bi

]
≤ 1.718n

2
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1.8 Biến ngẫu nhiên phân phối mũ

Biến ngẫu nhiên liên tục không âm X được gọi là có phân phối mũ với tham số λ

nếu hàm mật độ của nó có dạng

f(x) = λe−λx, x ≥ 0

Hàm phân phối của nó có dạng

F (x) =

∫ x

0

λe−λxdx = 1− e−λx

Hàm moment tổng quát của nó là

φ(t) =

∫ ∞
0

etxλe−λxdx

=
λ

λ− t
, t < λ

Đạo hàm ta được

φ
′
(t) =

λ

(λ− t)2
, φ

′′
(t) =

2λ

(λ− t)3

Suy ra

E[X] = 1/λ, V ar(X) = 2/λ2 − 1/λ2 = 1/λ2

Một tính chất quan trọng của biến ngẫu nhiên phân phối mũ đó là nó không có trí nhớ,

với ta gọi một biến ngẫu nhiên không âm X là không có trí nhớ nếu, với mọi s > t, t > 0,

P{X > s+ t | X > t} = P{X > s} (1.14)

Nếu ta xem X như là thời gian sống của một vật nào đó, thì phương trình trên nói rằng

xác suất để vật này sống sót ít nhất s+ t giờ, với điều kiện nó đã sống sót t giờ, là bằng

xác suất để nó sống sót ít nhất s giờ. Nói cách khác, nếu vật này sống sót tới thời điểm t,

thì phân phối của tổng thời gian sống sót còn lại của nó là giống với phân phối thời gian

sống lúc đầu của nó; nghĩa là, vật này không nhớ được rằng nó đã sống sót được đến thời

điểm t. Phương trình (1.14) tương đương

P{X > s+ t} = P{X > s}P{X > t}

Vì phương trình trên được thỏa mãn khi X có phân phối mũ (do e−λ(s+t) = e−λse−λt) nên

suy ra các biến ngẫu nhiên phân phối mũ là các biến ngẫu nhiên không có trí nhớ.

Ví dụ. Xét một bưu điện trong đó có hai bàn điện thoại. Giả sử cô A bước vào bưu điện

để gọi điện thì cô thấy rằng ông B đang gọi điện ở một bàn và bàn còn lại thì ông C đang
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gọi. Giả sử thêm rằng cô A sẽ sử dụng điện thoại ngay sau khi ông B hoặc C gọi xong.

Nếu coi tổng thời gian khách hàng gọi điện trên một bàn điện thoại là có phân phối mũ

với trung bình 1/λ, thì xác suất để cô A là người cuối cùng, trong ba người trên, rời bưu

điện là bằng bao nhiêu?

Lời giải. Câu trả lời đạt được bằng cách sau: Xét thời điểm A tìm thấy được bàn điện

thoại rỗi đầu tiên để gọi. Tại thời điểm này, hoặc B hoặc C phải có một người vừa rời đi,

còn người kia vẫn đang gọi. Tuy nhiên, do tính không có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân

phối mũ, nên tổng thời gian mà người còn lại đang gọi điện là có phân phối mũ với trung

bình 1//λ. Nghĩa là, giống như ông ấy chỉ vừa mới bắt đầu gọi điện tại thời điểm này.

Như vậy, do tính đối xứng, xác suất để ông ấy vừa gọi điện xong trước cô A phải bằng 1/2.

2

Tính không có trí nhớ còn được minh họa bởi hàm tốc độ hỏng của phân phối

mũ. Xét một biến ngẫu nhiên dương liên tục X có hàm phân phối F và hàm mật độ f .

Hàm tốc độ hỏng r(t) được định nghĩa bởi

r(t) =
f(t)

F (t)
=

f(t)

1− F (t)

Để giải thích hàm tốc độ hỏng r(t), ta giả sử một vật nào đó, có thời gian sống X, đã

sống sót được t giờ, và bây giờ ta muốn biết xác suất để nó không thể sống sót thêm thời

gian dt nữa là bao nhiêu. Nghĩa là, ta quan tâm xác suất P{X ∈ (t, t + dt) | X > t}. Ta
có

P{X ∈ (t, t+ dt) | X > t} =
P{X ∈ (t, t+ dt), X > t}

P{X > t}

=
P{X ∈ (t, t+ dt)}

P{X > t}

≈ f(t)dt

F (t)

= r(t)dt

Bây giờ giả sử thời gian sống của vật nào đó là có phân phối mũ. Khi đó, do tính không

có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ, nên thời gian sống còn lại của một vật đã

có t năm tuổi là có phân phối mũ giống với phân phối của thời gian sống của một vật

mới. Như vậy, hàm tốc độ hỏng là một hằng số. Thật vậy,

r(t) =
f(t)

F (t)
=
λe−λt

e−λt
= λ

Vậy hàm tốc độ hỏng của phân phối mũ chính bằng tham số λ của nó, thường còn được

gọi là tốc độ của phân phối mũ.
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Vì d
ds
F (s) = −f(s)ds, và log(F (0)) = 0, nên tích phân hai vế phương trình

r(s) =
f(s)

F (s)

ta được ∫ t

0

r(s)ds = − log(F (t))

hay

F (t) = exp

{
−
∫ t

0

r(s)ds

}
Do vậy, hàm tốc độ hỏng r(t) xác định một cách duy nhất hàm phân phối F . Vì một biến

ngẫu nhiên không có trí nhớ sẽ có tốc độ hỏng bằng hằng số, do định nghĩa của nó, nên

từ phương trình trên ta thấy duy nhất các biến ngẫu nhiên phân phối mũ là không có trí

nhớ.

Nếu X1, ..., Xn là các biến ngẫu nhiên độc lập và có phân phối mũ với các tốc độ

µ1, ..., µn, thì biến ngẫu nhiên nhỏ nhất trong chúng có phân phối mũ với tốc độ bằng

tổng các tốc độ trên. Thật vậy,

P{minXi > x} = P{minXi > x, với mọi i = 1, ..., n}

=
n∏
i=1

P{Xi > x} (do sự độc lập)

=
n∏
i=1

e−µix

= exp

{
−

n∑
i=1

µix

}
(1.15)

Một điều hữu ích về giá trị nhỏ nhất trong tập các biến ngẫu nhiên phân phối mũ đó là

nó độc lập với việc sắp thứ tự các biến ngẫu nhiên trong tập này. Để thấy rõ điều này, ta

giả sử i1, ..., in là một hoán vị của 1, ..., n. Khi đó,

P{minXi > x | Xi1 < ... < Xin} =
P{minXi > x,Xi1 < ... < Xin}

P{Xi1 < ... < Xin}

=
P{minXi > x}P{Xi1 < ... < Xin | minXi > x}

P{Xi1 < ... < Xin}

= P{minXi > x}

với phương trình cuối cùng là dùng tính chất không có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân

phối mũ để suy ra được rằng

P{Xi1 < ... < Xin | minXi > x} = P{Xi1 < ... < Xin}
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Để tính xác suất Xj là giá trị nhỏ nhất, đặt điều kiện lên Xj ta được

P{Xj = min
i
Xi} =

∫ ∞
0

P{Xj = min
i
Xi | Xj = x}µje−µjxdx

=

∫ ∞
0

P{Xi > x, với mọi i 6= j | Xj = x}µje−µjxdx

=

∫ ∞
0

∏
i 6=j

e−µixµje
−µjxdx

=
µj∑n
i=1 µi

Nghĩa là, xác suất để Xj là nhỏ nhất trong n biến ngẫu nhiên phân phối mũ độc lập chính

là bằng tốc độ của Xj chia cho tổng tất cả các tốc độ của n biến ngẫu nhiên phân phối

mũ này.

Ví dụ. Phân tích thuật toán tham lam cho bài toán phân công. Có một nhóm

gồm n người được phân công n công việc, với mỗi người được phân công một công việc.

Nếu người i được phân công việc j thì ta mất một chi phí là Ci,j. Như vậy, ta có một tập

gồm n2 giá trị Ci,j, i, j = 1, ..., n. Bài toán phân công cổ điển là làm sao để tổng chi phí là

thấp nhất. Tuy nhiên, khá là khó để xác định được chính xác phân công tối ưu nhất. Ta

sẽ xem xét hai thuật toán sau để tìm ra được phân công tối ưu. Thuật toán đầu tiên bắt

đầu bằng việc phân công người 1 với công việc mà làm cho chi phí là thấp nhất, nghĩa

là người 1 sẽ được phân công công việc j1, với C1,j1 = minj C1,j. Sau đó, loại công việc

này ra, và người 2 lại được phân công công việc mà làm cho chi phí là thấp nhất. Cứ như

thế cho đến khi tất cả n người đều đã được phân công. Theo cách này, ta luôn chọn được

công việc tốt nhất cho từng người, vì thế ta sẽ gọi nó là thuật toán tham lam A.

Thuật toán thứ hai ta gọi là thuật toán tham lam B. Xét tất cả n2 giá trị chi phí có

thể có và chọn cặp i1, j1 sao cho Ci1,j1 là giá trị nhỏ nhất. Khi đó, ta phân công cho người

i1 công việc j1. Sau đó, loại bỏ tất cả các giá trị chi phí mà liên quan đến cả người i1

hoặc công việc j1, (nghĩa là còn lại (n− 1)2 giá trị chi phí) và cứ tiếp tục như thế cho đến

hết. Nghĩa là, tại mỗi bước ta chọn ra một người và một công việc sao cho chi phí là thấp

nhất trong số tất cả người và công việc còn lại chưa được phân công. Với giả thiết Ci,j

tạo nên một tập gồm n2 biến ngẫu nhiên phân phối mũ độc lập, mỗi biến ngẫu nhiên có

trung bình 1, thuật toán nào trong hai thuật toán trên cho tổng chi phí trung bình thấp

hơn?

Lời giải. Đầu tiên ta xét thuật toán A. Gọi Ci là chi phí ứng với người i, i = 1, ..., n. Rõ

ràng, C1 là giá trị nhỏ nhất trong n biến ngẫu nhiên phân phối mũ độc lập, mỗi biến

ngẫu nhiên có tốc độ 1; bởi phương trình (1.15) nên C1 sẽ là biến ngẫu nhiên phân phối

mũ có tốc độ n. Tương tự, C2 là giá trị nhỏ nhất trong n− 1 biến ngẫu nhiên phân phối
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mũ độc lập với tốc độ 1 nên nó sẽ là một biến ngẫu nhiên phân phối mũ có tốc độ n− 1.

Tổng quát, Ci sẽ có phân phối mũ với tốc độ n− i+ 1, i = 1, ..., n. Như vậy, tổng chi phí

trung bình tính theo thuật toán A là

EA[tổng chi phí] = E[C1 + ...+ Cn] =
n∑
i=1

1

i

Giờ ta xét thuật toán B. Gọi Ci là chi phí cho cặp người-việc thứ i được phân công bởi

thuật toán này. Vì C1 là nhỏ nhất trong tất cả n2 giá trị Ci,j, nên C1 có phân phối mũ

với tốc độ n2. Bây giờ, do tính chất không có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ,

nên các Ci,j mà lớn hơn C1 sẽ là các biến ngẫu nhiên phân phối mũ độc lập, có tốc độ 1.

Do vậy, C2 bằng C1 cộng với giá trị nhỏ nhất trong (n − 1)2 biến ngẫu nhiên phân phối

mũ độc lập có tốc độ 1. Tương tự, C3 bằng C2 cộng với giá trị nhỏ nhất trong (n − 2)2

biến ngẫu nhiên phân phối mũ tốc độ 1, và cứ như thế. Vậy nên, ta có

E[C1] = 1/n2

E[C2] = E[C1] + 1/(n− 1)2

E[C3] = E[C2] + 1/(n− 2)2

...

E[Cj] = E[Cj−1] + 1/(n− j + 1)2

...

E[Cn] = E[Cn−1] + 1

Suy ra

E[C1] = 1/n2

E[C2] = 1/n2 + 1/(n− 1)2

...

E[Cn] = 1/n2 + 1/(n− 1)2 + ...+ 1

Cộng tất cả các E[Ci] lại với nhau ta được

EB[tổng chi phí] = n/n2 + (n− 1)/(n− 1)2 + ...+ 1 =
n∑
i=1

1

i

Như vậy, tổng chi phí trung bình khi dùng hai thuật toán trên là như nhau.

Ví dụ. Ta có n vật, với các trọng lượng khác nhau, cần được phân phối vào hai thùng

sao cho trọng lượng chênh lệch giữa hai thùng là nhỏ nhất. Một thuật toán khá đơn giản
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là ta sẽ đặt vật 1 vào thùng 1 và vật 2 vào thùng 2, sau đó đặt lần lượt từng vật trong

các vật còn lại vào thùng hiện đang có trọng lượng thấp hơn. Chẳng hạn, nếu n = 6, và

các vật lần lượt có các trọng lượng là 5, 8, 12, 6, 2, 10, thì vật 1 sẽ được đặt vào thùng 1,

vật 2 được đặt vào thùng 2, vật 3 được đặt vào thùng 1, vật 4, 5, 6 được đặt vào thùng 2

và trọng lượng chênh lệch giữa hai thùng lúc này là bằng 9.

(a) Tìm trọng lượng trung bình giữa hai thùng khi n vật có trọng lượng là các biến ngẫu

nhiên độc lập cùng phân phối mũ với tốc độ λ.

(b) Tìm trọng lượng trung bình của thùng nặng hơn.

Lời giải. Không cần bất kỳ tính toán nào ta cũng có thể kết luận rằng trọng lượng chênh

lệch trung bình giữa hai thùng là 1/λ. Đó là vì mỗi lần có một vật mới được đặt vào một

thùng nào đó, do khối lượng chênh lệch giữa hai thùng là một biến ngẫu nhiên không có

trí nhớ, nên nó có phân phối mũ với tốc độ λ. (Chẳng hạn, xét bài toán tương tự: Có hai

đèn pin, mỗi đèn cần một pin để sáng, và giả sử ta có trong tay n pin mà thời gian chạy

của chúng là các biến ngẫu nhiên có phân phối mũ cùng tốc độ λ. Giả sử, mỗi lần có một

pin nào đó chạy hết thì nó sẽ được thay thế bởi một pin mới. Khi đó, có thể thấy ngay

rằng do tính chất không có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ nên tại thời điểm

mà chỉ có một đèn đang sáng thì thời gian sáng còn lại của nó sẽ là một biến ngẫu nhiên

có phân phối mũ với tốc độ λ).

Để xác định trọng lượng trung bình của thùng nặng hơn, ta gọi X là trọng lượng của

thùng nặng hơn, và Y là trọng lượng của thùng nhẹ hơn. Khi đó, vì X + Y là tổng trọng

lượng của tất cả các vật, nên

E[X] + E[Y ] = n/λ

Hơn nữa, từ câu (a) ta có

E[X]− E[Y ] = 1/λ

Do vậy,

E[X] =
n+ 1

2λ
, E[Y ] =

n− 1

2λ

2

Ví dụ. Một biến thể của thuật toán cho bài toán trong ví dụ trên, thường cho kết quả

cải tiến hơn, là đầu tiên ta sẽ sắp xếp các vật theo thứ tự trọng lượng giảm dần, sau đó

áp dụng thuật toán. Với cách này, tìm trọng lượng chênh lệch giữa các thùng khi n = 3,

biết rằng trọng lượng các vật có phân phối mũ với cùng tốc độ λ.

Lời giải. Ký hiệu X(i) là trọng lượng của vật nhỏ thứ i trong 3 trọng lượng, i = 1, 2, 3.

Do tính không có trí nhơ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ, cùng với kết quả giá trị nhỏ

nhất trong tập các biến ngẫu nhiên phân phối mũ thì cũng có phân phối mũ với tốc độ
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bằng tổng tốc độ của các biến ngẫu nhiên trong tập, nên ta có

X(1) là biến ngẫu nhiên phân phối mũ có tốc độ 3λ

X(2) −X(1) là biến ngẫu nhiên phân phối mũ có tốc độ 2λ

X(3) −X(2) là biến ngẫu nhiên phân phối mũ có tốc độ λ

Hơn nữa, cũng từ tính chất không có trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ mà ba

biến ngẫu nhiên trên là độc lập với nhau. Do đó, nếu gọi Y và Z là các biến ngẫu nhiên

độc lập và có phân phối mũ với các tốc độ tương ứng là λ và 3λ, thì ta thấy

E[|X(3) − (X(1) +X(2))|] = E[|X(3) −X(1) −X(2)|]

= E[|Y − Z|]

= E[|Y − Z| | Y < Z]P{Y < Z}+ E[|Y − Z| | Y > Z]P{Y > Z}

= E[Z − Y | Y < Z]
1
4

+ E[Y − Z | Y > Z]
3
4

=
1
3λ

1
4

+
1
λ

3
4

(do tính không có trí nhớ)

=
5
6λ

2

Ví dụ tiếp theo sẽ giới thiệu một cách tiếp cận mang tính xác suất cho việc thử lại

các đồng nhất thức đa thức.

Ví dụ. Xét n + 1 vật có thời gian sống là X, Yi, i = 1, ..., n độc lập với nhau, với X có

phân phối mũ tốc độ λ, và Yi, i = 1, ..., n có phân phối mũ cùng tốc độ µ. Tìm xác suất

để vật có thời gian sống X sống sót lâu nhất.

Lời giải. Xác suất cần tìm là

p = P{X = max(X, Y1, ..., Yn)}

Ta định nghĩa các biến cố A1, ..., An như sau

Ai = { giá trị nhỏ thứ i trong dãy X, Y1, ..., Yn là một Yk nào đó }

Khi đó

p = P{A1A2...An} = P{A1}P{A2 | A1}...P{An | A1...An−1}

Bây giờ, giả sử đồng nhất mỗi vật với biến ngẫu nhiên chỉ thời gian sống của nó. Dùng

tính chất không trí nhớ của biến ngẫu nhiên phân phối mũ, ta suy ra được với điều kiện

j vật đầu tiên bị chết là các vật Y , thì tại thời điểm vật thứ j bị chết, thời gian sống của

33



Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

vật X sẽ có phân phối mũ với tốc độ λ và thời gian sống của n − j vật Y còn lại sẽ có

phân phối mũ với tốc độ µ. Do vậy,

P{An | A1...An−1} =
(n− j)µ

(n− j)µ+ λ

Suy ra

p =
n∏
j=1

(n− j)µ
(n− j)µ+ λ

=
n∏
i=1

iµ

iµ+ λ

Tuy nhiên, có một cách tiếp cận khác để giải bài toán này, đó là đặt điều kiện lên X.

p =

∫ ∞
0

P{X = max(X, Y1, ..., Yn) | X = x}λe−λxdx

=

∫ ∞
0

P{Yi < x, i = 1, ..., n}λe−λxdx (do sự độc lập)

=

∫ ∞
0

(1− e−µx)nλe−λxdx

=

∫ ∞
0

n∑
i=0

Ci
n(−1)ie−iµxλe−λxdx

=
n∑
i=0

(−1)iCi
nλ

∫ ∞
0

e−iµxe−λxdx

=
n∑
i=0

(−1)iCi
nλ

λ+ iµ

Từ hai phương trình biểu diễn p, ta có đồng nhất thức
n∏
i=1

iµ

iµ+ λ
=

n∑
i=0

(−1)iCi
nλ

λ+ iµ

Bây giờ giả sử, với một cách độc lập, ta muốn thử lại đồng nhất thức trên. Rõ ràng đồng

nhất thức trên tương đương với

n∏
i=1

(λ+ iµ)

[
n∏
i=1

iµ

iµ+ λ
=

n∑
i=0

(−1)iCi
nλ

λ+ iµ

]
= 0

Do vế trái là một đa thức, nên đồng nhất thức trên biểu diễn một đa thức riêng theo λ

và µ đồng nhất bằng 0. Nhưng vì một đa thức khác không theo hai (hoặc một số hữu

hạn) biến không thể đồng nhất bằng 0 trên một tập có độ đo (Lebesgue) dương, nên

nếu đa thức là không đồng nhất bằng 0, thì xác suất để nó bằng 0 tại các giá trị µ

và λ ngẫu nhiên nào đó là bằng 0. Do vậy, tất cả điều chúng ta cần làm để thiết lập

đẳng thức này là tạo ra hai biến ngẫu nhiên độc lập, có phân phối đều trên (0, 1), λ

sẽ nhận giá trị của biến ngẫu nhiên thứ nhất, µ sẽ nhận giá trị của biến ngẫu nhiên

thứ hai, và kiểm tra xem đồng nhất thức trên có thỏa mãn với các giá trị của µ và λ

không. Nếu có, ta có thể kết luận, với xác suất 1, đồng nhất thức trên đúng với mọi µ và λ.

2

34



Chương 1. Kiến thức cơ bản về xác suất

1.9 Các định lý về giới hạn

Luật số lớn được đưa ra vào thế kỷ XV II. Luật số lớn chỉ ra rằng khi ta chọn

ngẫu nhiên các giá trị (mẫu thử) trong một dãy các giá trị (quần thể), nếu kích thước

dãy mẫu thử càng lớn thì các đặc trưng thống kê (trung bình, phương sai...) của mẫu thử

càng "gần" với các đặc trưng thống kê của quần thể. Các nhà Toán học phân biệt hai

phát biểu khác nhau của Luật số lớn, là Luật số lớn yếu và Luật số lớn mạnh.

1.9.1 Luật số lớn yếu

Luật số lớn yếu còn được gọi là Định lý Khintchine: nếu X1, ..., Xn là n biến ngẫu

nhiên độc lập, cùng phân phối xác suất với phương sai hữu hạn và kỳ vọng E[X] thì, với

mọi số thực ε dương, xác suất để khoảng cách giữa trung bình tích lũy X1+...+Xn

n
và kỳ

vọng E[X] lớn hơn ε là tiến về 0 khi n tiến đến vô cùng, tức

lim
n→+∞

P
{∣∣∣∣X1 +X2 + ...+Xn

n
− E[X]

∣∣∣∣ ≥ ε

}
= 0

Định lý được chứng minh bằng cách sử dụng Bất đẳng thức Bienaymé−Tchebyshev của

Chebyshev, mà sẽ được trình bày rõ hơn trong phần sau.

P{|Y − E[Y ]| ≥ ε} ≤ V ar(Y )

ε2

Biến ngẫu nhiên Yn = X1+...+Xn

n
có kỳ vọng

E[Yn] =
nE[X]

n
= E[X]

và phương sai

V ar(Yn) =
nV ar(Yn)

n2
=
V ar(Yn)

n

Từ bất đẳng thức Chebyshev, ta có

P
{∣∣∣∣X1 +X2 + ...+Xn

n
− E[X]

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ V ar(Yn)

nε2

Vế phải tiến về 0 khi n tiến ra vô cùng. Định lý được chứng minh.

Theo định nghĩa hội tụ của biến ngẫu nhiên, thì Yn hội tụ theo xác suất về E[X].

1.9.2 Luật số lớn mạnh

Nếu X1, X2, ..., Xn là n biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối xác suất với kỳ

vọng E[X] hữu hạn, thì

P
{

lim
n→+∞

X1 + ...+Xn

n
= E[X]

}
= 1
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Nghĩa là trung bình tích lũy X1+...+Xn

n
hội tụ hầu chắc chắn về E[X].

Như vậy, Luật số lớn (yếu hay mạnh) khẳng định rằng khi n đủ lớn, trung bình số học

có thể xấp xỉ kỳ vọng.

1.9.3 Định lý giới hạn trung tâm

Trong xác suất, Định lý giới hạn trung tâm là một định lý nổi tiếng và có vai trò

quan trọng, nó là kết quả về sự hội tụ yếu của một dãy các biến ngẫu nhiên. Với định lý

này, ta có kết quả là tổng của các biến ngẫu nhiên độc lập và phân phối đồng nhất theo

cùng một phân phối xác suất sẽ hội tụ về một biến ngẫu nhiên nào đó.

Trong trường hợp đơn giản nhất, các biến ngẫu nhiên là độc lập, có cùng kỳ vọng và

phương sai. Một cách tổng quát, tổng của các biến ngẫu nhiên sẽ tăng vô định khi số biến

ngẫu nhiên tăng. Do đó để có một kết quả hữu hạn, ta hạn chế sự tăng của tổng bằng

cách lấy tổng trừ đi giá trị trung bình và rút gọn bằng cách chia cho căn bậc hai của

phương sai. Với một số điều kiện nữa thì phân phối xác suất của biến ngẫu nhiên giản

lược sẽ hội tụ về một phân phối chuẩn.

Sự hội tụ đươc đảm bảo trong trường hợp đơn giản này. Tuy nhiên cũng tồn tại sự hội tụ

trong trường hợp các biến ngẫu nhiên không cùng phân phối, nhưng vẫn phải đảm bảo

điều kiện không có biến ngẫu nhiên nào có phân phối trội hơn hoặc gây ảnh hưởng đến

phân phối của các biến ngẫu nhiên khác. Điều này được đảm bảo bởi điều kiện Lindeberg

và điều kiện Lyapunov. Một số phiên bản khác của định lý cũng cho phép sự phụ thuộc

yếu giữa các biến ngẫu nhiên.

Ở đây chỉ đề cập đến Định lý giới hạn trung tâm cho trường hợp các phân phối có phương

sai hữu hạn.

Nếu X1, X2, ... là các biến ngẫu nhiên độc lập và có cùng phân phối với kỳ vọng µ

và độ lệch tiêu chuẩn σ, thì Sn =
∑n

i=1Xi sẽ có phân phối xấp xỉ phân phối chuẩn, khi

n đủ lớn.

Như đã biết, Sn có kỳ vọng nµ và độ lệch tiêu chuẩn σ/
√
n. Để làm rõ hơn sự hội tụ này,

ta đặt

Zn =
Sn − nµ
σ
√
n

để có được kỳ vọng và độ lệch tiêu chuẩn của Zn lần lượt là 0 và 1.

Nếu phân phối của Zn hội tụ về phân phối chuẩn N(0, 1) khi n tiến đến vô cùng (tức là

hội tụ theo phân phối), thì cũng có nghĩa là: nếu Φ là hàm phân phối tích lũy của N(0, 1),

thì với mọi số thực z,

lim
n→∞

P{Zn < z} = Φ(z)
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hay một cách tương đương

lim
n→∞

P
{∑n

i=1Xi − nµ
σ
√
n

< z

}
=

1√
2π

∫ z

−∞
e−x

2/2dx

Định lý trên cho thấy dù Xi có thể là biến ngẫu nhiên rời rạc hay liên tục bất kỳ, nhưng

tổng chuẩn hóa Zn của chúng, khi n đủ lớn, sẽ tiệm cận với phân phối tiêu chuẩn. Điều

này giải thích vì sao phân phối chuẩn lại phổ biến và quan trọng trong thực tế. Định lý

giới hạn trung tâm được xem như là hòn đá tảng của thống kê. Trong thực tế, với n

xấp xỉ 30, ta có thể ứng dụng Định lý giới hạn trung tâm. Dưới đây, ta đưa ra các kết

quả chính khi áp dụng Định lý giới hạn trung tâm cho khối đa diện ngẫu nhiên Gauss.

1.9.4 Định lý giới hạn trung tâm cho khối đa diện Gauss

Lấy ngẫu nhiên n điểm độc lập trong Rd theo phân phối chuẩn tắc. Khi đó, bao lồi

Kn của n điểm trên được gọi là khối đa diện ngẫu nhiên Gauss. Ta sẽ chứng minh rằng

thể tích và số mặt của Kn thỏa mãn định lý giới hạn trung tâm. Dưới đây là các kết quả

chính.

Ký hiệu Ψd = Ψ là phân phối chuẩn tắc trong Rd, và hàm mật độ của nó là

ψd = ψ =
1

(2π)d/2
exp

{
−x2

2

}
trong đó, x2 = |x|2 là bình phương của chuẩn Euclide của x trong Rd. Ta sẽ chỉ sử dụng

ký hiệu này với d ≥ 2, với d = 1 thì phân phối chuẩn tắc có hàm mật độ là

φ =
1

(2π)1/2
exp

{
−x2

2

}
với hàm phân phối Φ.

Với d ≥ 2 và lấy ngẫu nhiên một tập gồm n điểm độc lập Xn = {x1, x2, ..., xn} từ
Rd theo phân phối chuẩn tắc Ψ, khi đó bao lồi Kn = Conv(x1, x2, ..., xn) của n điểm trên

được gọi là khối đa diện ngẫu nhiên Gauss. Đây là một trong những mô hình chính

của lý thuyết khối đa diện ngẫu nhiên, được đưa ra bởi Rényi và Sulanke vào những

năm 1960. Mục đích chính của lý thuyết này là để nghiên cứu các phân phối của các đặc

trưng chính (ví dụ như thể tích) của khối đa diện ngẫu nhiên.

Một "hòn đá tảng" trong lý thuyết xác suất là định lý giới hạn trung tâm. Một dãy

các biến ngẫu nhiên Xn thỏa mãn định lý giới hạn trung tâm nếu với mọi t,

lim
n→∞

P
(
Xn − EXn√
V arXn

≤ t

)
− Φ(t) = 0
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Một phỏng đoán tự nhiên và quan trọng trong lý thuyết các khối đa diện ngẫu nhiên

là các đặc trưng chính của Kn thỏa mãn định lý giới hạn trung tâm, khi n→∞. Sự phỏng

đoán này đã có trong khoảng vài chục năm, và một vài kết quả đặc biệt đã được chứng

minh. Ở đây, ta sẽ chỉ đưa ra kết quả liên quan đến thể tích và số mặt của khối đa diện

ngẫu nhiên (có lẽ đây là hai tham số được quan tâm nhất).

Cho một đa diện lồi K, kí hiệu V ol(K) và fs(K) là thể tích và số mặt của khối đa

diện K ứng với không gian có số chiều s.

Định lý 1.9.1. Cho d là một số nguyên cố định lớn hơn 2. Khi đó, tồn tại một hàm

ε(n)→ 0 khi n→∞ thỏa mãn:∣∣∣∣∣P
(
V ol(Kn)− EV ol(Kn)√

V arV ol(Kn)
≤ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε(n)

với mọi giá trị t.

Định lý 1.9.2. Cho d là một số nguyên cố định lớn hơn 2 và s là một số nguyên không

âm nhỏ hơn hoặc bằng d− 1. Khi đó, tồn tại một hàm ε(n)→ 0 khi n→∞ thỏa mãn:∣∣∣∣∣P
(
fs(Kn)− Efs(Kn)√

V arfs(Kn)
≤ t

)
− Φ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε(n)

với mọi giá trị t.

Chú ý rằng, trong hai định lý trên ta có thể lấy ε(n) = (log n)−(d−1)/4+o(1)

1.10 Bất đẳng thức Markov

Trong lý thuyết xác suất, Bất đẳng thức Markov cho ta xác suất cận trên để một

hàm không âm của một biến ngẫu nhiên lớn hơn hoặc bằng một hằng số dương nào đó.

Bất đẳng thức này được đặt tên theo nhà toán học người Nga Andrey Markov.

Bất đẳng thức Markov liên quan đến giá trị kỳ vọng trong xác suất, và nó chỉ ra

được các cận, tuy có độ chính xác không cao lắm, nhưng vẫn là hữu ích đối với hàm phân

phối tích lũy của biến ngẫu nhiên.

Với ngôn ngữ lý thuyết độ đo, Bất đẳng thức Markov được phát biểu rằng: nếu

(X,Ω, µ) là một không gian đo được, f là một hàm đo được nhận giá trị thực, và t > 0,

thì

µ({x ∈ X | |f(x)| ≥ t}) ≤ 1

t

∫
X

|f |dµ
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Đối với trường hợp đặc biệt là khi không gian này có độ đo 1 (tức là không gian xác suất),

thì ta có thể phát biểu lại như sau: nếu X là một biến ngẫu nhiên và a > 0, thì

P{|X| ≥ a} ≤ E[|X|]
a

Chứng minh.

Đầu tiên ta sẽ chứng minh cho trường hợp không gian xác suất vì trường hợp này đơn

giản hơn.

Trường hợp đặc biệt (lý thuyết xác suất). Cho biến cố E bất kỳ, gọi IE là hàm chỉ

tiêu của E. Như vậy, I(|X|≥a) = 1 nếu biến cố |X| ≥ a xảy ra, và I(|X|≥a) = 0 nếu biến cố

|X| < a xảy ra. Khi đó, với a > 0,

aI(|X|≥a) ≤ |X|

Lấy kỳ vọng hai vế, ta được

E[aI(|X|≥a)] ≤ E[|X|]

Giờ lại để ý rằng, vế trái của bất phương trình trên lại tương đương với

aE[I(|X|≥a)] = aP{|X| ≥ a}

Như vậy ta được

aP{|X| ≥ a} ≤ E[|X|]

và vì a > 0, nên ta có thể chia hai vế cho a.

Trường hợp tổng quát (lý thuyết độ đo). Cho A là một tập đo được bất kỳ, đặt 1A

là hàm chỉ tiêu của tập A, nghĩa là 1A(x) = 1 nếu x ∈ A, và bằng 0 nếu ngược lại. Nếu

tập At là tập được định nghĩa bởi At = {x ∈ X | |f(x)| ≥ t}, thì

0 ≤ t1At ≤ |f |1At ≤ |f |

Do đó ∫
X

t1Atdµ ≤
∫
At

|f |dµ ≤
∫
X

|f |dµ

Giờ lại chú ý rằng vế trái của bất đẳng thức trên tương đương với

t

∫
X

1Atdµ = tµ(At)

Do vậy

tµ({x ∈ X | |f(x)| ≥ t}) ≤
∫
X

|f |dµ
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và vì t > 0 nên ta có thể chia hai vế bất đẳng thức trên cho t, vậy

µ({x ∈ X | |f(x)| ≥ t}) ≤ 1

t

∫
X

|f |dµ

2

Ví dụ. Bất đẳng thức Boole. Đặt I{Ai}, i = 1, ..., n, là hàm chỉ tiêu của các biến cố

Ai, i = 1, ..., n. Ký hiệu

N =
n∑
i=1

I{Ai}

là số biến cố xảy ra trong n biến cố trên. Áp dụng bất đẳng thức Markov, ta có

P{N ≥ 1} ≤ E[N ] (1.16)

Tuy nhiên, vì N ≥ 1 có nghĩa là có ít nhất một biến cố xảy ra, và

E[N ] =
n∑
i=1

E[I{Ai}] =
n∑
i=1

P(Ai)

nên ta thấy bất đẳng thức (1.16) là tương đương với bất đẳng thức sau, được gọi là Bất

đẳng thức Boole,

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai)

2

1.11 Bất đẳng thức Chebyshev

Bất đẳng thức Chebyshev, được đặt theo tên nhà toán học Pafnuty Chebyshev, phát

biểu rằng đối với một số liệu mẫu hoặc một hàm phân phối xác suất bất kỳ, hầu hết các

giá trị là gần với giá trị trung bình, hơn nữa còn chỉ ra mô tả định lượng cho khái niệm

"hầu hết" và "gần với".

Đặc biệt ta có: tính từ tâm giá trị trung bình, có không quá 1/4 các giá trị lớn hơn 2

lần độ lệch tiêu chuẩn, không quá 1/9 các giá trị lớn hơn 3 lần độ lệch tiêu chuẩn, không

quá 1/25 các giá trị lớn hơn 5 lần độ lệch tiêu chuẩn,... Tổng quát, có không quá 1/k2 các

giá trị lớn hơn k lần độ lệch tiêu chuẩn tính từ tâm giá trị trung bình.

Bất đẳng thức Chebyshev có thể được phát biểu một cách tổng quát theo lý thuyết

độ đo, phát biểu theo ngôn ngữ xác suất là một trường hợp đặc biệt, trường hợp không

gian có độ đo 1.
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1.11.1 Phát biểu theo lý thuyết độ đo

Giả sử (X,Ω, µ) là một không gian đo được, và f là một hàm đo được nhận giá trị

thực trên X. Khi đó, với mọi số thực t > 0 bất kỳ,

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) ≤ 1

t2

∫
X

f 2dµ

Tổng quát hơn, nếu g là một hàm đo được không âm nhận giá trị thực, không giảm trên

miền giá trị của f , thì

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ t}) ≤ 1

(gt)

∫
X

g ◦ fdµ

với g(t) được định nghĩa như sau

g(t) =

t
2 nếu t ≥ 0

0 nếu t < 0

1.11.2 Phát biểu theo xác suất

Giả sử X là một biến ngẫu nhiên có kỳ vọng µ và phương sai hữu hạn σ2. Khi đó,

với mọi số thực k > 0 bất kỳ,

P{|X − µ| ≥ kσ} ≤ 1

k2

Ta chỉ quan tâm trường hợp k > 1, vì với trường hợp k ≤ 1 là hiển nhiên đúng. Phát

biểu trên tương đương với

P{|X − µ| ≥ α} ≤ σ2

α2

Ví dụ như khi k =
√

2, ta sẽ thấy rằng có ít nhất một nửa các giá trị nằm trong khoảng

(µ−
√

2σ, µ+
√

2σ).

Định lý này là hữu ích, cho dù các cận đưa ra có thể có độ chính xác không cao lắm,

nhưng vì nó có thể áp dụng cho biến ngẫu nhiên có phân phối bất kỳ, và vì ta có thể tính

các cận này trong khi không cần biết nhiều thông tin về phân phối của biến ngẫu nhiên

ngoại trừ giá trị kỳ vọng và phương sai.

Ví dụ. Giả sử X là biến ngẫu nhiên có phân phối mũ với tham số λ. Ta có E[X] =

1/λ,D(X) = 1/λ2. Khi đó, cận Chebyshev là

P
{∣∣∣∣X − 1

λ

∣∣∣∣ ≥ a

}
≤ 1

λ2a2
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Chứng minh.

Trường hợp lý thuyết độ đo tổng quát. Đặt At = {x ∈ X | f(x) ≥ t}, và gọi 1At là

hàm chỉ tiêu của tập At. Khi đó, dễ thấy rằng

0 ≤ g(t)1At ≤ g ◦ f1At ≤ g ◦ f

Do đó

g(t)µ(At) =

∫
X

g(t)1Atdµ ≤
∫
At

g(t) ◦ fdµ ≤
∫
X

g(t) ◦ fdµ

Chia hai vế bất đẳng thức trên cho g(t), ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

Trường hợp xác suất. Bất đẳng thức Markov phát biểu rằng: với mọi biến ngẫu nhiên

nhận giá trị thực Y và với mọi số dương a, ta có

P{|Y | ≥ a} ≤ E[|Y |]
a

Một cách để chứng minh bất đẳng thức Chebyshev là áp dụng bất đẳng thức Markov với

biến ngẫu nhiên Y = (X − µ)2 và a = (σk)2.

Ta cũng có thể chứng minh trực tiếp như sau: Cho A là một biến cố bất kỳ, gọi IA là hàm

chỉ tiêu của A. Khi đó,

P{|X − µ| ≥ kσ} = E[I|X−µ|≥kσ]

= E[I[|X−µ|/(kσ)]2≥1]

≤ E

[(
X − µ
kσ

)2
]

=
1

k2

E[(X − µ)2]

σ2
=

1

k2

2
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Chương 2

Bất đẳng thức Chernoff và ứng dụng

2.1 Bất đẳng thức Chernoff

Herman Chernoff đã tìm ra một cách để suy ra được cận cho dãy các biến ngẫu

nhiên độc lập. Tất cả các cận được suy ra từ cách này của ông ngày nay được biết đến

như là cận Chernoff.

Phương pháp của Chernoff tập trung quanh việc xác định cận cho một biến ngẫu

nhiên X bằng cách nghiên cứu biến ngẫu nhiên etX , thay vì X. Có nhiều dạng cận

Chernoff, ta thường gặp dạng cơ bản nhất là dạng cộng, hoặc dạng tiện lợi hơn là dạng

nhân. Cận Chernoff là một hệ quả từ Bất đẳng thức Markov.

2.1.1 Cận Chernoff

. Giả sử X có hàm moment tổng quát φ(t) = E[etX ]. Khi đó, với mọi c > 0 bất kỳ,

P{X ≥ c} ≤ e−tcφ(t), nếu t > 0

P{X ≤ c} ≤ e−tcφ(t), nếu t < 0

Chứng minh.

Với t > 0,

P{X ≥ c} = P{etX ≥ etc} ≤ E[etX ]e−tc (do bất đẳng thức Markov)

Tương tự với t < 0.

2

Vì cận Chernoff xác định với mọi t, nên ta có thể đạt được cận tốt nhất bằng cách

chọn t sao cho cực tiểu e−tcφ(t). Nghĩa là, với t > 0,

P{X ≥ c} = P{etX ≥ etc} ≤ E[etX ]e−tc
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nên

P{X ≥ c} ≤ min
t>0

E[etX ]

etc

Tương tự, với t < 0,

P{X ≤ c} = P{etX ≥ etc} ≤ E[etX ]e−tc

nên

P{X ≤ c} ≤ min
t<0

E[etX ]

etc

Ví dụ. Nếu X là biến ngẫu nhiên có phân phối Poisson với trung bình λ, thì φ(t) =

exp{λ(et − 1)}. Do vậy, cận Chernoff sẽ là

P{X ≥ n} ≤ exp{λ(et − 1)− nt}

Giá trị của t mà làm cực tiểu vế phải là giá trị mà làm cực tiểu λ(et − 1) − nt, chính là

giá trị t để et = n/λ. Để t không âm thì cần n/λ ≥ 1. Vậy

P{X ≥ n} ≤ exp
{
λ
(n
λ

)}
(λ/n)n =

e−λ(λe)n

nn
, n ≥ λ

2

2.1.2 Bất đẳng thức Chernoff

Một trường hợp đặc biệt của cận Chernoff là Bất đẳng thức Chernoff. Giả sử

X1, ..., Xn là các biến ngẫu nhiên độc lập có E[Xi] = 0 và |Xi| ≤ 1 với mọi i. Đặt

X =
n∑
i=1

Xi

và giả sử σ2 là phương sai của X. Khi đó,

P{|X| ≥ kσ} ≤ 2e−k
2/4, với mọi 0 ≤ k ≤ 2σ

Ví dụ. Giả sử X1, ..., Xn là các biến ngẫu nhiên độc lập. Đặt

X =
n∑
i=1

Xi

Khi đó, nếu P{Xi = 1} = P{Xi = −1} = 1/2 và a > 0, thì

P{X ≥ a} ≤ e−a
2/2n

Từ đó suy ra

P{|X| ≥ a} ≤ 2e−a
2/2n

2
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2.2 Cận Chernoff cho tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli

độc lập.

Bổ đề 2.2.1. Cho 0 ≤ p ≤ 1, khi đó

pet(1−p) + (1− p)e−tp ≤ et
2/8 (2.1)

Bổ đề 2.2.1 được dùng để tìm cận Chernoff cho tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli

độc lập.

Bổ đề 2.2.2. Cho Xi, i = 1, ..., n là các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập, đặt X =∑n
i=1Xi. Khi đó, với mọi a > 0

P{X − E[X] ≥ a} ≤ e−2a2/n (2.2)

P{X − E[X] ≤ −a} ≤ e−2a2/n (2.3)

Chứng minh.

Với a > 0 và t > 0 bất kỳ

P{X − E[X] ≥ a} = P{et(X−E[X]) ≥ eta}

≤ e−taE[et(X−E[X])]

= e−taE

[
exp

{
n∑
i=1

t(Xi − E[Xi])

}]

= e−taE

[
n∏
i=1

et(Xi−E[Xi]

]

= e−ta
n∏
i=1

E
[
et(Xi−E[Xi]

]
(do tính chất độc lập) (2.4)

Vì Xi là các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập với tham số (1, p) nên theo (2.1), ta có

E
[
et(Xi−E[Xi]

]
= pet(1−p) + (1− p)e−tp

≤ et
2/8

Sử dụng kết quả này vào (2.4), ta được

P{X − E[X] ≥ a} ≤ e−taent
2/8

Lấy t = 4a/n ta được (2.2).

Bằng lập luận tương tự ta cũng chứng minh được (2.3). 2
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Ví dụ.Giả sử có n quan sát Bernoulli độc lập, xác suất thành công của mỗi quan sát là

p. Tìm giới hạn xác suất sao cho số thành công ít nhất là 1 + α lần giá trị kỳ vọng của

chúng, với α > 0.

Lời giải.

Ký hiệu Xn là số phép thử thành công. Khi đó, áp dụng bất đẳng thức (2.2), ta có

P{Xn − E[Xn] ≥ αE[Xn]} ≤ exp{−2(αE[Xn])2/n}

Vì E[Xn] = np, nên

P{Xn − E[Xn] ≥ αE[Xn]} ≤ exp{−2nα2p2}

Điều này chỉ ra rằng, xác suất trên sẽ giảm tới 0 (theo hàm mũ) khi n→∞.

2

Nếu X là biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số (n, p), thì các cận Chernoff (2.2)

và (2.3) sẽ là

P{|X − np| ≥ a} ≤ 2e−2a2/n

Khi p nhỏ, các cận Chernoff có thể được cải tiến tốt hơn như sau

P{|X − np| ≥ a} ≤ 2e−a
2/(3np)
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Chương 3

Xấp xỉ Poisson

3.1 Biến ngẫu nhiên Bernoulli

3.1.1 Biến ngẫu nhiên Bernoulli và biến ngẫu nhiên nhị thức

Giả sử có một phép thử, hay một thí nghiêm, mà kết quả của nó được xem như là

hoặc một thành công, hoặc một thất bại. Nếu ta đặt X = 1 khi kết quả phép thử là một

thành công và X = 0 khi kết quả phép thử là một thất bại, thì hàm khối lượng xác suất

của X là

p(0) = P{X = 0} = 1− p

p(1) = P{X = 1} = p (3.1)

với p, 0 ≤ p ≤ 1, là xác suất để phép thử thành công.

Một biến ngẫu nhiên X được gọi là biến ngẫu nhiên Bernoulli (được đặt tên

theo nhà toán học người Thụy Sĩ James Bernoulli) nếu hàm khối lượng xác suất của nó

được cho bởi phương trình (3.1) với p ∈ (0, 1) nào đó.

Bây giờ giả sử có n phép thử độc lập, mỗi phép thử có kết quả thành công với xác

suất p và thất bại với xác suất 1− p, được thực hiện. Nếu gọi X biểu diễn cho số thành

công xảy ra trong n phép thử trên, thì X được gọi là một biến ngẫu nhiên nhị thức

với các tham số (n, p). Như vậy, biến ngẫu nhiên Bernoulli chính là biến ngẫu nhiên nhị

thức với các tham số (1, p).

Hàm khối lượng xác suất của một biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số (n, p) được

cho bởi

p(i) = Ci
np

i(1− p)n−i (3.2)

Phương trình (3.2) có được đầu tiên là do xác suất của một dãy riêng bất kỳ n kết quả

gồm i thành công và n − i thất bại là bằng pi(1 − p)n−i, do giả thiết các phép thử độc
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lập. Và vì có Ci
n dãy khác nhau của n kết quả mà trong đó có i thành công và n− i thất

bại, nên ta có phương trình (3.2). Chẳng hạn, nếu n = 4, i = 2, thì có C2
4 = 6 cách để

trong bốn phép thử này có hai thành công, cụ thể,

(tc, tc, tb, tb), (tc, tb, tc, tb), (tc, tb, tb, tc), (tb, tc, tc, tb), (tb, tc, tb, tc), (tb, tb, tc, tc)

(với giả sử kết quả (tc, tc, tb, tb) có nghĩa là hai phép thử đầu tiên thành công và hai

phép thử sau bị thất bại). Vì mỗi một trong các kết quả này là có xác suất xảy ra bằng

p2(1− p)2, nên xác suất cần tìm cho biến cố có hai thành công trong bốn phép thử sẽ là

C2
4p

2(1− p)2.

Chú ý rằng, vì tổng tất cả các xác suất là bằng 1, nên

∞∑
i=0

p(i) =
n∑
i=0

Ci
np

i(1− p)n−i = [p+ (1− p)]n = 1

Ví dụ. Có năm đồng xu cân bằng được tung lên, nếu giả thiết các kết quả là độc lập,

hãy tìm hàm khối lượng xác suất của số mặt ngửa xuất hiện.

Lời giải. Nếu gọi X là số mặt ngửa xuất hiện, thì X là một biến ngẫu nhiên nhị thức

với các tham số (n = 5, p = 1/2). Do đó, từ phương trình (3.2), ta có

P{X = 0} = C0
5

(
1

2

)0(
1

2

)5

=
1

32

P{X = 1} = C1
5

(
1

2

)1(
1

2

)4

=
5

32

P{X = 2} = C2
5

(
1

2

)2(
1

2

)3

=
10

32

P{X = 3} = C3
5

(
1

2

)3(
1

2

)2

=
10

32

P{X = 4} = C4
5

(
1

2

)4(
1

2

)1

=
5

32

P{X = 5} = C5
5

(
1

2

)5(
1

2

)0

=
1

32

2
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3.1.2 Các tính chất của biến ngẫu nhiên nhị thức

Bây giờ ta sẽ nghiên cứu các tính chất của một biến ngẫu nhiên nhị thức với các

tham số n và p. Đầu tiên, ta tính giá trị kỳ vọng và phương sai của nó.

E[Xk] =
n∑
i=0

ikCi
np

i(1− p)n−i

=
n∑
i=1

ikCi
np

i(1− p)n−i

Dùng đồng nhất thức

iCi
n = nCi−1

n−1

suy ra

E[Xk] = np

n∑
i=1

ik−1Ci−1
n−1p

i−1(1− p)n−i

= np
n−1∑
j=0

(j + 1)k−1Cj
n−1p

j(1− p)n−1−j ( với j = i− 1)

= npE[(Y + 1)k−1]

với Y là một biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số n − 1, p. Thế k = 1 vào phương

trình trên, ta được

E[X] = np

Thế k = 2 vào phương trình trên, ta được

E[X2] = npE[Y + 1]

= np[(n− 1)p+ 1]

Vì E[X] = np nên

V ar(X) = E[X2]− (E[X])2

= np[(n− 1)p+ 1]− (np)2

= np(1− p)

Vậy, nếu X là một biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số n và p, thì

E[X] = np

V ar(X) = np(1− p)

Mệnh đề sau sẽ chỉ rõ hàm khối lượng xác suất của một biến ngẫu nhiên nhị thức

đầu tiên sẽ tăng lên rồi sau đó giảm xuống như thế nào.
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Mệnh đề 3.1.1. Nếu X là một biến ngẫu nhiên nhị thức với các tham số (n, p), với

0 < p < 1, thì khi k chạy từ 0 đến n, P{X = k} đầu tiên sẽ tăng dần một cách đơn điệu

và sau đó giảm dần một cách đơn điệu, đạt giá trị lớn nhất khi k là số nguyên lớn nhất

mà nhỏ hơn hoặc bằng (n+ 1)p.

Chứng minh.

Ta sẽ chứng minh mệnh đề bằng việc xét P{X = k}/P{X = k− 1} và việc xác định xem

với giá trị nào của k thì phân thức trên lớn hơn hoặc nhỏ hơn 1. Ta có

P{X = k}
P{X = k − 1}

=

n!
(n−k)!k!

pk(1− p)n−k
n!

(n−k+1)!(k−1)!
pk−1(1− p)n−k+1

=
(n− k + 1)p

k(1− p)

Do vậy, P{X = k} ≥ P{X = k − 1} khi và chỉ khi

(n− k + 1)p ≥ k(1− p)

hay tương đương, nếu và chỉ nếu

k ≤ (n+ 1)p

và mệnh đề được chứng minh.

2

3.2 Biến ngẫu nhiên Poisson

3.2.1 Biến ngẫu nhiên Poisson và mẫu Poisson

Một biến ngẫu nhiên X được gọi là một biến ngẫu nhiên Poisson với tham số

λ > 0 nếu

P{X = i} = e−λλi/i!, i = 0, 1, ...

Hàm moment tổng quát của nó được suy ra như sau:

φ(t) = E[etX ]

=
∞∑
i=0

eite−λλi/i!

= e−λ
∞∑
i=0

(etλ)i/i!

= exp{λ(et − 1)}
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Đạo hàm ta được

φ
′
(t) = λet exp{λ(et − 1)}

φ
′′
(t) = (λet)2 exp{λ(et − 1)}+ λet exp{λ(et − 1)}

Suy ra

E[X] = φ
′
(0) = λ

V ar(X) = φ
′′
(0)− E2[X] = λ2 + λ− λ2 = λ

Biến ngẫu nhiên Poisson thường được biết đến như là một xấp xỉ cho phân phối của

biến ngẫu nhiên nhị thức (n, p) khi n lớn, và p nhỏ. Nếu X là một biến ngẫu nhiên nhị

thức (n, p), thì với λ = np, ta có

P{X = i} =
n!

i!(n− i)!
pi(1− p)n−i

=
n!

i!(n− i)!
(λ/n)i(1− λ/n)n−i

=
n(n− 1)...(n− i+ 1)

ni
λi

i!

(1− λ/n)n

(1− λ/n)i

Với n lớn và p = λ/n nhỏ,

P{X = i} ≈ e−λλi/i!

Từ trên suy ra, số thành công trong n phép thử độc lập, trong đó mỗi phép thử là thành

công với xác suất p, xấp xỉ một biến ngẫu nhiên Poisson với tham số λ = np.

Hơn nữa, có thể phát biểu điều này cho trường hợp rộng hơn, đó là không cần các

phép thử phải có cùng xác suất thành công, mà chỉ cần các xác suất này là nhỏ. Để có

được phát biểu trên cho trường hợp này, ta sẽ giả sử các phép thử là độc lập, phép thử

thứ i thành công với xác suất pi, với các pi, i = 1, ..., n là nhỏ. Nếu đặt Xi = 1 khi phép

thử thứ i thành công, và bằng 0 khi ngược lại, thì số thành công, ký hiệu là X, có thể

được biểu diễn bởi

X =
n∑
i=1

Xi

Vì mỗi Xi là một biến ngẫu nhiên Bernoulli (hay nhị thức), nên hàm moment tổng quát

của nó là

E[etXi ] = pie
t + 1− pi = 1 + pi(e

t − 1)

Bây giờ, dùng kết quả là, với |x| nhỏ,

ex ≈ 1 + x
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nên suy ra được rằng vì pi(e
t − 1) là nhỏ khi pi nhỏ, nên

E[etXi ] ≈ exp{pi(et − 1)}

Vì hàm moment tổng quát của một tổng các biến ngẫu nhiên độc lập thì bằng tích của

các hàm moment tổng quát của chúng, nên từ trên suy ra

E[etX ] ≈
n∏
i=1

exp{pi(et − 1)} = exp

{∑
i

pi(e
t − 1)

}

với giả thiết X xấp xỉ một biến ngẫu nhiên Poisson với trung bình
∑

i pi.

Tiếp theo, ta xét đến việc các phép thử không những không có cùng xác suất thành

công để có số thành công là có phân phối xấp xỉ phân phối Poisson, mà còn không cần

đến điều kiện độc lập, tức là giả sử sự độc lập giữa các phép thử là yếu. Chẳng hạn, nhắc

lại Bài toán phù hợp, với n người, mỗi người chọn một mũ một cách ngẫu nhiên các

mũ như là việc thực hiện n phép thử, với ta gọi phép thử thứ i là thành công nếu người i

chọn được chính cái mũ của mình, thì với Ai là biến cố phép thử thứ i thành công, ta có

P(Ai) =
1

n
và P(Ai | Aj) =

1

n− 1
, j 6= i

Do đó, khi xét các phép thử là không độc lập, thì nghĩa là giữa chúng xuất hiện sự phụ

thuộc yếu, khi n lớn. Chính vì điều này, cộng với xác suất để phép thử thành công là nhỏ,

khi n lớn, suy ra được rằng số người chọn đúng mũ của chính mình sẽ có phân phối xấp

xỉ phân phối Poisson với trung bình 1.

Xét một dãy gồm n phép thử, với phép thử thứ i có xác suất thành công là pi, phát

biểu "nếu tất cả các pi đều nhỏ và các phép thử là độc lập với nhau từng đôi một hoặc ít

nhất là phụ thuộc ‘yếu’, thì số thành công xuất hiện trong dãy phép thử này sẽ có phân

phối xấp xỉ phân phối Poisson với trung bình
∑n

i=1 pi" được gọi là mẫu Poisson.

Ví dụ. Bài toán ngày sinh nhật. Đây là một bài toán cổ điển, trong xác suất gọi là

Bài toán sinh nhật, trong đó giả thiết rằng mỗi một người trong số n người sẽ có ngày

sinh một cách độc lập với nhau và là một trong 365 ngày của năm. Bài toán là hãy xác

định giá trị nhỏ nhất của n để có ít nhất hai người có cùng ngày sinh. Vì xác suất để n

ngày sinh của n người trên đều khác nhau là bằng 365.364...(365 − n + 1)/365n, nên dễ

thấy rằng khi n = 23 thì xác suất để tất cả n người này đều có ngày sinh khác nhau là

nhỏ hơn 1/2.

Ta có thể xấp xỉ xác suất trên bằng cách dùng mẫu Poisson như sau: ta coi mỗi cặp trong

số C2
n cặp hai người i 6= j là một phép thử, và ta nói rằng phép thử i, j là một thành công

nếu người i và j có cùng ngày sinh. Nếu đặt Aij là biến cố phép thử i, j thành công, thì
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C2
n biến cố Aij là không độc lập với nhau hoàn toàn, mà giữa chúng có sự phụ thuộc yếu.

(Thực vậy, dễ thấy rằng chúng độc lập với nhau từng đôi một, tức là hai biến cố bất kỳ

Aij và Ars sẽ độc lập với nhau)

Do P(Aij) = 1/365, nên sẽ hợp lý để giả sử rằng số thành công là có phân phối xấp xỉ

Poisson với trung bình C2
n/365 = n(n− 1)/730. Như vậy,

P{không có hai người nào có cùng ngày sinh} = P{không thành công}

≈ exp{−n(n− 1)/730}

Số nguyên nhỏ nhất để xấp xỉ trên nhỏ hơn 1/2 là giá trị n sao cho

n(n− 1) ≥ 730 log(2) = 505.997

Giải ra ta được kết quả chính xác n = 23.

Giả sử bây giờ ta lại muốn biết n cần lớn bao nhiêu để xác suất không có ba người

nào trong n người có cùng ngày sinh là nhỏ hơn 1/2.Trong khi việc tính toán để có được

xác suất chính xác giờ đây là một bài toán tổ hợp phức tạp, thì đơn giản hơn là ta đi

tìm một xấp xỉ tốt cho nó. Đầu tiên ta hình dung ứng với mỗi bộ ba trong số C3
n bộ ba

i, j, k là một phép thử, với phép thử i, j, k được xem là một thành công nếu cả ba người

i, j, k có cùng ngày sinh. Giả thiết số thành công là xấp xỉ một biến ngẫu nhiên Poisson

với trung bình bằng

C3
nP{cả ba người i, j, k có cùng ngày sinh} =

C3
n

3652

Dễ kiểm tra lại xác suất gần đúng của biến cố không có thành công nào sẽ nhỏ hơn 1/2

khi n ≥ 84. Tuy nhiên, ta có thể cải tiến xấp xỉ Poisson này để cho kết quả tốt hơn dựa

trên sự phụ thuộc yếu giữa các phép thử. Chẳng hạn, xác suất có điều kiện để phép thử

1, 2, 4 là một thành công, với điều kiện phép thử 1, 2, 3 thành công, bằng 1/365.

Một cách tiếp cận hay hơn là ta giả sử ứng với mỗi ngày trong số 365 ngày của năm là

một phép thử, với phép thử i được gọi là thành công nếu có ba người trở lên trong số n

người có ngày sinh là ngày i. Vì số người có ngày sinh nhật vào ngày i là một biến ngẫu

nhiên nhị thức với các tham số n, p = 1/365, nên pi, xác suất để phép thử i thành công,

là bằng

pi = 1−
2∑
j=0

Cj
n(1/365)j(364/365)n−j

Vì ta có thể thấy một cách trực giác rằng 365 phép thử này là phụ thuộc yếu, nên xác

suất để không có thành công nào có thể được xấp xỉ bởi Pn = exp{−365pi}. Một tính

toán sau đó cho thấy

P84 = 0.54,P87 = 0.502,P88 = 0.495
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Chương 3. Xấp xỉ Poisson

Vì thế việc chỉ ra rằng với 88 người, xác suất để có ít nhất ba người có cùng ngày sinh là

xấp xỉ 0.5. (Thực tế, tính toán chính xác chỉ ra được 88 quả thực là số người ít nhất mà

ta cần.)

2

Ví dụ. Giả sử có m quả bóng được đặt vào n cái bình, với mỗi quả bóng được đặt vào

bình i một cách độc lập với xác suất pi,
∑n

i=1 pi = 1. Nếu ta gọi Xi là biến ngẫu nhiên

chỉ tiêu cho biến cố bình i là trống không, nghĩa là Xi bằng 1 nếu bình i trống không và

bằng 0 nếu ngược lại, thì số bình trống không, gọi là X, có thể được biểu diễn bởi

X =
n∑
i=1

Xi

Nếu m đủ lớn để mỗi xác suất

P{Xi = 1} = (1− pi)m

là nhỏ, thì ta có thể xem được rằng X có phân phối xấp xỉ phân phối Poisson với trung

bình λ =
∑n

i=1(1− pi)m. Nghĩa là,

P{X = i} ≈ e−λλi/i!, i ≥ 0

Bảng sau so sánh các xấp xỉ trên so với các xác suất chính xác khi n = 4,m = 20,

vàpi = i/10.

i P{X = i} Giá trị xấp xỉ

0 0.8669 0.8746

1 0.1323 0.1171

2 0.0008 0.0079

3.2.2 Tổng Poisson của các biến ngẫu nhiên

Cho X1, X2, ... là dãy các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối và có hàm phân

phối F , và giả sử rằng dãy biến ngẫu nhiên này độc lập với biến ngẫu nhiên N , là biến

ngẫu nhiên Poisson có trung bình λ. Khi đó, biến ngẫu nhiên

S =
N∑
i=1

Xi

được gọi là một biến ngẫu nhiên tổng Poisson với tham số Poisson λ và hàm phân phối

thành phần F .
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Hàm moment tổng quát của biến ngẫu nhiên tổng Poisson S được xác định bằng

việc lấy điều kiện trên N .

E[etS] =
∞∑
n=0

E[etS | N = n]P{N = n}

=
∞∑
n=0

E[et(X1+...+Xn) | N = n]e−λλn/n!

=
∞∑
n=0

E[et(X1+...+Xn)]e−λλn/n! (3.3)

=
∞∑
n=0

(φX(t))ne−λλn/n!

= exp{λ(φX(t)− 1)} (3.4)

trong đó

φX(t) = E[etXi ]

và phương trình (3.3) được suy ra từ tính chất độc lập của N với dãy biến ngẫu nhiên

Xi, i ≥ 1.

Áp dụng phương trình (3.4), ta được

E[S] = λE[X]

V ar(S) = λE[X2]

trong đó X có phân phối F .

Xét trường hợp đặc biệt khi F là một phân phối rời rạc, khi đó ta có thể biểu

diễn lại biến ngẫu nhiên S như là một biểu diễn tuyến tính của các biến ngẫu nhiên

Poisson. Trước tiên, ta xét Mệnh đề sau:

Mệnh đề 3.2.1. Giả sử N , số các phép thử sẽ xảy ra, là một biến ngẫu nhiên Poisson

với trung bình λ, và giả sử mỗi phép thử thứ j, j = 1, ..., k, xảy ra độc lập với xác suất

pj,
∑k

j=1 = 1. Nếu kí hiệu Nj, j = 1, ..., k, là số lần phép thử thứ j xảy ra, thì các biến

ngẫu nhiên Nj, j = 1, ..., k, là các biến ngẫu nhiên Poisson với các trung bình tương ứng

là λpj, j = 1, ..., k.

Chứng minh.

Cho các số nguyên không âm bất kỳ n1, n2, ..., nk, và đặt n =
∑k

j=1 nj. Khi đó, vì N =∑k
j=1Nj, nên ta có

P{Nj = nj, j = 1, ..., k} = P{Nj = nj, j = 1, ..., k | N = n}P{N = n}
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Chương 3. Xấp xỉ Poisson

Giả sử rằng, có n phép thử xảy ra, vì mỗi phép thử thứ j là độc lập với xác suất

pj, j = 1, ..., k, nên suy ra N1, ..., Nk có một phân phối nhiều chiều với các tham số n và

p1, ..., pk. Vì vậy,

P{Nj = nj, j = 1, ..., k | N = n} =
n!

n1!...nk!
pn1

1 ...p
nk
k

nên suy ra rằng

P{Nj = nj, j = 1, ..., k} =
n!

n1!...nk!
pn1

1 ...p
nk
k e
−λλn/n!

=
k∏
j=1

e−λpj (λpj)
nj/nj!

Suy ra điều phải chứng minh.

2

Tiếp theo, ta xét S =
∑N

i=1Xi là một biến ngẫu nhiên tổng Poisson và Xi là các

biến ngẫu nhiên rời rạc thỏa mãn

P{Xi = j} = pj,
k∑
j=1

pj = 1

Nếu kí hiệu Nj là số lần Xi bằng j, khi đó ta có thể biểu diễn lại biến ngẫu nhiên tổng

Poisson S như sau

S =
k∑
j=1

jNj

trong đó, theo Mệnh đề (3.2.1) thì các biến ngẫu nhiên Nj, j = 1, ..., k, là các biến ngẫu

nhiên Poisson độc lập với trung bình tương ứng là λpj, j = 1, ..., k. Ta có thể tính toán

trực tiếp kỳ vọng và phương sai của biến ngẫu nhiên tổng Poisson S như sau:

E[S] =
k∑
j=1

jE[Nj] =
k∑
j=1

jλpj = λE[X]

và

V ar(S) =
k∑
j=1

j2V ar(Nj) =
k∑
j=1

j2λpj = λE[X2]

3.3 Đánh giá độ chính xác khi xấp xỉ tổng các biến

ngẫu nhiên Bernoulli độc lập bởi một biến ngẫu

nhiên Poisson

Trong phần này ta sẽ xem xét việc xấp xỉ một tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli

độc lập bởi một biến ngẫu nhiên Poisson là chính xác cỡ nào. Giả sử ta muốn xấp xỉ một
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tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập với các trung bình tương ứng p1, p2, ..., pn.

Đầu tiên, bắt đầu với một dãy Y1, Y2, ..., Yn các biến ngẫu nhiên Poisson độc lập, với Yi có

trung bình pi, ta sẽ xây dựng một dãy các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập X1, X2, ..., Xn

với các tham số p1, p2, ..., pn sao cho

P{Xi 6= Yi} ≤ p2
i , với mỗi i

Đặt X =
∑n

i=1Xi và Y =
∑n

i=1 Yi, ta sẽ dùng điều kiện trên để kết luận được rằng

P{X 6= Y } ≤
n∑
i=1

p2
i

Cuối cùng, ta sẽ chỉ ra rằng từ bất đẳng thức trên suy ra được, với một tập các số thực

A bất kỳ,

|P{X ∈ A} − P{Y ∈ A}| ≤
n∑
i=1

p2
i

Và vì X là tổng của các biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập và Y là một biến ngẫu nhiên

Poisson, nên từ bất đẳng thức trên sẽ cho ta cận mà ta mong muốn.

Để làm rõ quá trình trên, gọi Yi, i = 1, ..., n là các biến ngẫu nhiên Poisson độc lập

với các trung bình tương ứng pi. Ký hiệu, U1, U2, ..., Un là các biến ngẫu nhiên độc lập,

đồng thời độc lập với Yi, và thỏa mãn

Ui =

0 với xác suất (1− pi)epi

1 với xác suất 1− (1− pi)epi

Định nghĩa trên cho ta ứng dụng của bất đẳng thức

e−p ≥ 1− p

với giả thiết (1− pi)epi ≤ 1.

Bây giờ ta định nghĩa các biến ngẫu nhiên Xi, i = 1, ..., n bởi

Xi =

0 nếu Yi = Ui = 0

1 nếu ngược lại

Để ý rằng

P{Xi = 0} = P{Yi = 0}P{Ui = 0} = e−pi(1− pi)epi = 1− pi

P{Xi = 1} = 1− P{Xi = 0} = pi
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Rõ ràng, nếu Xi = 0 thì Yi cũng phải bằng 0 (do định nghĩa của Xi). Do đó, ta thấy

P{Xi 6= Yi} = P{Xi = 1, Yi 6= 1}

= P{Yi = 0, Xi = 1}+ P{Yi > 1}

= P{Yi = 0, Ui = 1}+ P{Yi > 1}

= e−pi [1− (1− pi)epi ] + 1− e−pi − pie−pi

= pi − pie−pi

≤ p2
i ( vì 1− e−p ≤ p)

Đặt X =
∑n

i=1Xi và Y =
∑n

i=1 Yi và chú ý rằng X là tổng các biến ngẫu nhiên Bernoulli

độc lập và Y là biến ngẫu nhiên Poisson với giá trị kỳ vọng E[Y ] = E[X] =
∑n

i=1 pi. Cũng

để ý rằng, từ X 6= Y suy ra Xi 6= Yi với một vài giá trị i nào đó, vì thế

P{X 6= Y } ≤ P{Xi 6= Yi, với một vài giá trị i nào đó}

≤
n∑
i=1

P{Xi 6= Yi} (do bất đẳng thức Boole)

≤
n∑
i=1

p2
i

Với biến cố B bất kỳ, ký hiệu IB là biến chỉ tiêu của biến cố B và được định nghĩa bởi

IB =

1 nếu B xảy ra

0 nếu ngược lại

Chú ý rằng, với một tập số thực A bất kỳ,

I{X∈A} − I{Y ∈A} ≤ I{X 6=Y }

Ta có điều này là do một biến chỉ tiêu chỉ có thể nhận giá trị 0 hoặc 1, nên vế trái bằng

1 chỉ khi I{X∈A} = 1 và I{Y ∈A} = 0, suy ra X ∈ A và Y /∈ A, nghĩa là X 6= Y , vì vậy vế

phải cũng bằng 1. Lấy kỳ vọng hai vế bất đẳng thức trên, ta được

P{X ∈ A} − P{Y ∈ A} ≤ P{X 6= Y }

Thay đổi vai trò của X và Y với cách làm tương tự, ta được

P{Y ∈ A} − P{X ∈ A} ≤ P{X 6= Y }

Vì vậy, ta có thể kết luận |

P{Y ∈ A} − P{X ∈ A}| ≤ P{X 6= Y }
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Như vậy, ta có thể chứng minh được, với λ =
∑n

i=1 pi,∣∣∣∣∣P
{

n∑
i=1

Xi ∈ A

}
−
∑
i∈A

e−λλi

i!

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

p2
i

Chú ý. Khi tất cả pi đều bằng p, thì X trở thành biến ngẫu nhiên nhị thức. Do đó, từ

chứng minh trên ta có thể suy ra được rằng với một tập các số nguyên không âm A bất

kỳ, ∣∣∣∣∣∑
i∈A

Ci
nn

i(1− p)n−i −
∑
i∈A

e−np(np)i

i!

∣∣∣∣∣ ≤ np2

2
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Kết luận

Luận văn tiến hành nghiên cứu vấn đề rất cơ bản của lý thuyết xác suất, bên cạnh

đó luận văn cũng đưa ra được một số tính chất đặc biệt của biến ngẫu nhiên có phân

phối mũ, mối quan hệ đặc biệt giữa biến ngẫu nhiên nhị thức và biến ngẫu nhiên Poisson,

cũng như một số mô hình xác suất thường được áp dụng trong Tin học, đây là vấn đề

mang tính thực tiễn cao. Ngoài ra, luận văn cũng giới thiệu một số kết quả mới liên quan

đến định lý giới hạn trung tâm của khối đa diện Gauss và các kết quả liên quan đến độ

chính xác khi xấp xỉ một tổng biến ngẫu nhiên Bernoulli độc lập bằng một biến ngẫu

nhiên Poisson.

Tuy nhiên, luận văn mới chỉ dừng lại ở việc nghiên cứu các kiến thức cơ bản và đưa

ra một số kết quả về xác suất thường được áp dụng trong thực tế mà chưa đi sâu vào

nghiên cứu lĩnh vực này. Vì vậy, tác giả kính mong nhận được sự đóng góp ý kiến của các

thầy cô, bạn bè đồng nghiệp và những người quan tâm đến các lĩnh vực này để tác giả

hoàn thiện hơn về mặt kiến thức, cũng như hoàn chỉnh bản luận văn để có thể ứng dụng

trong thực tiễn.
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