
Bảng ký hiệu

F Tập số (thực hay phức).

I Ánh xạ đồng nhất.

Cc(X) Không gian các hàm liên tục trên X triệt tiêu

bên ngoài một tập compact.

Lp(X) Không gian các hàm khả tích cấp p trên X.

H Không gian Hilbert.

B(H) Không gian các toán tử tuyến tính bị chặn trong H.
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Mở đầu

Trong luận văn này, chúng tôi trình bày về xây dựng các không gian
Lp, 1 ≤ p <∞, cho một số lớp các đại số toán tử trên không gian Hilbert
phức H. Dựa trên quan điểm của lí thuyết độ đo trên không gian tô pô
compact địa phươngX, coi tích phân là các phiếm hàm tuyến tính dương
trên không gian Cc(X) các hàm liên tục trên X, triệt tiêu bên ngoài một
tập compact. Tích phân này chính là phần tử thuộc không gian đối ngẫu
của Cc(X). Từ đó định nghĩa không gian L1 các hàm khả tích là các hàm
có tích phân hữu hạn và không gian các hàm lũy thừa p khả tích Lp.
Cách xây dựng trên được áp dụng cho lớp các toán tử compact B0(H)

như là sự mở rộng của Cc(X), cho trường hợp đại số của các toán tử
tuyến tính liên tục trên H. Tích phân của một toán tử thuộc B0(H) là
vết của toán tử đó. Tổng quát hơn là xây dựng các không gian Lp của
Edward Nelson cho đại số von Neumann với một vết chuẩn tắc chính
xác nửa hữu hạn τ .

Luận văn "Xây dựng không gian Lp cho đại số toán tử" gồm
ba chương:
Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.
Chương 2: Xây dựng không gian Lp cho lớp các toán tử com-
pact.
Chương 3: Xây dựng không gian Lp cho đại số von-Neumann
với vết chuẩn tắc chính xác nửa hữu hạn.

Chương 1 trọng tâm là phần xây dựng không gian Lp, với cơ sở là
Định lý biểu diễn Riesz. Trên các không gian tôpô compact địa phương
ta khảo sát các phiếm hàm tuyến tính dương trên không gian các hàm
giá trị thực, liên tục triệt tiêu ở ngoài một tập compact và chứng minh
rằng chúng tương ứng là tích phân đối với một độ đo thích hợp nào đó.
Ngoài ra, chúng tôi giới thiệu sơ lược về các loại toán tử trong không
gian Hilbert và sự thác triển của toán tử.

iv



Chương 2 chúng tôi trình bày khái niệm lớp toán tử compact và các
tính chất. Với tích phân của một toán tử compact là vết của toán tử đó,
từ đó hình thành các không gian khả tích cấp p, (1 ≤ p <∞). Cụ thể
hơn, chúng tôi giới thiệu tính chất của lớp toán tử vết và lớp toán tử
Hilbert-Schmidt.

Tổng quát hơn, chương 3 chúng tôi giới thiệu bài báo của Edward Nel-
son về xây dựng tích phân trên đại số von-Neumann A theo một vết
chuẩn tắc chính xác nửa hữu hạn. Đại số trên không giao hoán, do đó
nội dung của chương này chính là lý thuyết về tích phân không giao
hoán. Với cơ sở là sự hội tụ theo tô pô độ đo và định lý về các ánh xạ
thác triển liên tục từ đại số von-Neumann A và không gian Hilbert H,
không gian Lp chính là không gian Bannach mở rộng đầy đủ của không
gian con tuyến tính định chuẩn J của A với chuẩn ||.||p.

Để hoàn thành luận văn này, tác giả tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu
sắc của mình tới PGS.TS. Phan Viết Thư, người đã tận tình hướng dẫn
và đóng góp nhiều ý kiến quý báu. Tác giả cũng xin chân thành cảm ơn
tập thể các thày cô giáo, các nhà khoa học của trường Đại học Khoa học
Tự Nhiên đã giúp đỡ tạo điều kiện cho tác giả hoàn thành cuốn luận
văn này.

Trong quá trình viết luận văn, mặc dù dưới sự chỉ đạo ân cần chu đáo
của các thầy giáo và bản thân cũng hết sức cố gắng, song bản luận văn
này không tránh khỏi những hạn chế thiếu sót. Vì vậy, rất mong được
sự góp ý, giúp đỡ của các thầy cô, các bạn để luận văn này được hoàn
chỉnh hơn.

Hà Nội, năm 2010
Học viên

Vũ Mai Liên
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi giới thiệu định nghĩa không gian Lp dựa
trên quan điểm của lý thuyết độ đo trên các không gian tôpô compact
địa phương X, coi tích phân là các phiếm hàm tuyến tính dương trên
không gian các hàm liên tục triệt tiêu bên ngoài một tập compact.

1.1 Một số khái niệm mở đầu

Định nghĩa 1.1.1. Không gian tôpô X được gọi là Hausdorff nếu với
x, y là hai điểm phân biệt trong X, có các tập mở G,H với x ∈ G,
y ∈ H,G ∩H = ∅.

Định nghĩa 1.1.2. Cho X là một không gian tô pô Hausdorff compact
địa phương. Họ các hàm f : X → F, với F là tập C hay R, liên tục trên
X và triệt tiêu bên ngoài một tập con compact của X được ký hiệu là
Cc(X).
Giá của hàm f : X → F là bao đóng của tập {x : f(x) 6= 0}. Khi
đó tập Cc(X) là họ các hàm liên tục f : X → F có giá compact. Khi
X compact,Cc(X) trùng với C(X) là không gian các hàm liên tục trên X.

Định nghĩa 1.1.3. Cho X là một không gian tô pô, B là σ−đại số Borel
sinh bởi các tập mở của X. Cặp (X,B) được gọi là một không gian Borel.
Giả sử µ là một độ đo trên không gian Borel (X,B). Ta cũng giả thiết
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thêm với mỗi tập đóng F đều tồn tại dãy tập mở {Oi} sao cho F = ∩Oi.
Nếu với mỗi ε > 0, với mỗi tập A ∈ B, tồn tại một tập mở O và tập
đóng F sao cho F ⊂ A ⊂ O và µ(O − F ) < ε, thì µ được gọi là độ đo
chính quy trên không gian tô pô X. Hai độ đo chính quy trùng nhau trên
các tập mở thì trùng nhau.

1.2 Biểu diễn các phiếm hàm tuyến tính

Trước khi nghiên cứu Định lí Riesz chúng tôi giới thiệu một số kết quả
sau. Các kết quả này được trình bày chi tiết trong luận văn [5].

Định nghĩa 1.2.1. Cho một không gian X bất kì. Ta xét một họ L các
hàm f : X → R thỏa mãn:
(i) L là không gian tuyến tính trên trường số thực.
(ii) Với mỗi f thuộc L ta có hàm f+ thuộc L với f+(x) = max(0, f(x)).
Với mỗi f, g thuộc L, x trong X, ta định nghĩa 2 phép toán:

(f ∨ g)(x) = max(f(x), g(x))

(f ∧ g)(x) = min(f(x), g(x))

Các mối quan hệ

f+ = f ∨ 0, f ∨ g = (f − g) ∨ 0 + g, f ∧ g = f + g − (f ∨ g)

chỉ ra rằng:
(iii) Nếu f, g thuộc L thì f ∨ g, f ∧ g thuộc L.
Một họ L bất kì thỏa mãn các điều kiện (i), (ii) và do đó thỏa mãn điều
kiện (iii) được gọi là một dàn véctơ các hàm số.

Giả sử J là một phiếm hàm tuyến tính trên L (không gian tuyến tính
thực) thì ta nói J là dương nếu với mọi f thuộc L, f ≥ 0 thì J(f) ≥ 0.

Định nghĩa 1.2.2. (Phiếm hàm Daniell)
Một phiếm hàm tuyến tính dương J trên L được gọi là phiếm hàm
Daniell nếu với mọi dãy tăng {fn} các hàm thuộc L, ta có:

J(g) ≤ lim
n→∞

J(fn) (1.1)

với mỗi g thuộc L thỏa mãn: g(x) ≤ lim
n→∞

fn(x) với mọi x trong X.
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Chú ý rằng lim
n→∞

fn(x) = ∞ nếu như {fn(x)} không bị chặn.

Nếu J là một phiếm hàm Daniell, {fn} là một dãy đơn điệu trong
L sao cho f(x) = lim

n→∞
fn(x), x ∈ X, xác định một hàm trong L thì

J(f) = lim
n→∞

J(fn). Thực vậy, nếu {fn} tăng thì f ≥ fn với mọi n. Do

đó J(f) ≥ J(fn) với mọi n. Vì J dương nên theo (1.1) ta có dấu đẳng
thức xảy ra. Do đó mọi phiếm hàm Daniell là liên tục theo nghĩa với
dãy {fn} trong L đơn điệu giảm về 0, ta phải có J(fn) hội tụ tới 0. Vì
vậy mỗi phiếm hàm tuyến tính Daniell là một tích phân. Tuy nhiên, để
tích phân trở lên có ích ta mở rộng miền L thành một miền càng lớn
càng tốt. Tích phân Daniell là kết quả của việc mở rộng một phiếm hàm
Daniell J từ L lên lớp hàm L1 ⊃ L. Việc mở rộng được tiến hành trong
hai bước.

Giả sử J là một phiếm hàm Daniell trên dàn vectơ L. Ký hiệu L+

là tập các hàm f : X → R
∗ với f là giới hạn của các hàm đơn điệu

tăng của L. L+ không phải là một không gian tuyến tính nhưng với
α, β ≥ 0, f, g ∈ L+ thì αf + βg ∈ L+. Khi đó nếu {fn} là một dãy tăng
trong L thì {J(fn)} là một dãy tăng trong R có giới hạn duy nhất trong
R ∪ {+∞}. Chúng ta có thể xác định J trên L+ bởi công thức:

J( lim
n→∞

fn) = lim
n→∞

J(fn)

Định nghĩa trên là đúng đắn vì nếu {fn}, {gn} là hai dãy đơn điệu cùng
hội tụ đến h trong L+ thì từ điều kiện (1.1) ta có: với mọi k, fk ≤ lim

n→∞
gn

thì J(fk) ≤ lim
n→∞

J(gn). Do đó lim
k→∞

J(fk) ≤ lim
n→∞

J(gn). Tương tự ta cũng

có: lim
n→∞

J(fn) ≥ lim
n→∞

J(gn). Vậy ta có dấu đẳng thức.

Rõ ràng J là tuyến tính trên L+ theo nghĩa với α ≥ 0, β ≥ 0, f, g ∈ L+

thì
J(αf + βg) = αJ(f) + βJ(g)

Cho một hàm số bất kỳ f : X → R
∗. Ta định nghĩa tích phân trên

J∗(f) bởi hệ thức sau:

J∗(f) = inf
g≥f,g∈L+

J(g)

Tương tự ta có tích phân dưới J∗(f) được định nghĩa bởi:

J∗(f) = −J∗(−f)
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Và ta nói rằng hàm f : X → R∗ khả tích (theo J) nếu J∗(f) = J∗(f) và
bằng giá trị hữu hạn. Lớp các hàm khả tích được ký hiệu là L1 = L1(J, L).
Với f thuộc L1, giá trị chung của J∗(f), J∗(f) được gọi là tích phân của
hàm f và ký hiệu là J(f). Khi đó, phiếm hàm J trên L1 là một phiếm
hàm Daniell.

Định lý 1.2.3. Cho một phiếm hàm Daniell J trên dàn véctơ L các
hàm số từ X vào R. Quá trình định nghĩa một phiếm hàm J trên tập L1

xác định một phiếm hàm tuyến tính trên dàn L1. Hơn nữa, nếu {fn} là
dãy tăng các hàm trong L1 và f = lim

n→∞
fn thì f thuộc L1 khi và chỉ khi

lim
n→∞

J(fn) hữu hạn; và trong trường hợp này J(f) = lim
n→∞

J(fn).

Bây giờ ta bắt đầu với một phiếm hàm Daniell J trên một dàn các
vectơ L đóng đối với các giới hạn đơn điệu. Ví dụ {fn} là dãy đơn điệu
trong L và lim

n→∞
J(fn) hữu hạn thì f = lim

n→∞
fn trong L. Quá trình mở

rộng định nghĩa ở trên không mang lại điều gì mới hơn là một phần của
L+ trên đó J là hữu hạn. Do vậy L = L1.

Định nghĩa 1.2.4. (Tích phân Daniell)
Cho J là một phiếm hàm Daniell trên dàn vectơ L1 các hàm từ X vào
R

∗ thỏa mãn: nếu f là giới hạn của dãy đơn điệu {fn} các hàm trong
L1 thì f thuộc L1 và lim

n→∞
J(fn) hữu hạn. Khi đó J được gọi là tích phân

Daniell.

Cho một tích phân Daniell J, một hàm không âm f : X → R+ được
gọi là đo được theo J nếu với mọi hàm g ∈ L1 thì f ∧ g ∈ L1. Một tập
A ⊂ X là đo được nếu hàm chỉ tiêu IA đo được. Tập A khả tích nếu
IA ∈ L1. Sau đây ta sẽ giả thiết không gian X là đo được tức là hàm
hằng f(x) ≡ 1 là đo được.

Bổ đề 1.2.5. (Stone)
Giả sử J là tích phân Daniell trên lớp L1 các hàm f : X → R

∗ và X là
tập đo được theo J thì

µ(E) = J(IE) khi E khả tích,
µ(E) = sup{µ(A) : A ⊂ E,A khả tích}

xác định một độ đo µ trên σ−trường E các tập đo được.
Một hàm f : X → R∗ thuộc L1 khi và chỉ khi f khả tích theo độ đo µ và

J(f) =

∫
fdµ
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với mọi f thuộc L1.

Bổ đề 1.2.6. Xét L là một dàn vectơ cố định chứa hàm hằng 1 và B là
σ− trường nhỏ nhất các tập con của X sao cho mỗi hàm f ∈ L là đo
được theo B. Khi đó với mỗi tích phân Daniell J trên L1 tồn tại một độ
đo duy nhất µ trên B sao cho:

J(f) =
∫
fdµ với mọi f ∈ L.

Phần này ta giới thiệu Định lí biểu diễn Riesz đối với không gian
tô pô X là một không gian Hausdorff compact địa phương. Họ các hàm
f : X → R liên tục trên X và triệt tiêu bên ngoài một tập con compact
của X được kí hiệu là Cc(X). Ta xác định giá của một hàm f : X → R

là bao đóng của tập {x : f(x) 6= 0}. Khi đó tập Cc(X) là họ các hàm
liên tục f : X → R có giá compact.

Định nghĩa 1.2.7. (Tập Baire và độ đo)
Lớp các tập Baire là σ−trường C nhỏ nhất của X sao cho mỗi hàm f

trong Cc(X) là C−đo được. Do đó C là σ−trường sinh bởi các tập có
dạng:

{x : f(x) > α}, f ∈ Cc(X), α ∈ R

Một độ đo µ được gọi là độ đo Baire trên X nếu µ xác định trên
σ−trường C các tập con Baire và µ(K) hữu hạn với mỗi tập K compact
trong C.

Rõ ràng Cc(X) là không gian tuyến tính định chuẩn nếu ta đặt

||f || = sup
x∈X

|f(x)|

và ta sẽ sử dụng thực tế là Cc(X) là một dàn véctơ. Điều này cho phép
xác định phiếm hàm tuyến tính dương trên Cc(X) .

Định lý 1.2.8. Định lí biểu diễn Riesz trên không gian Cc(X)

Cho X là một không gian Hausdorff compact địa phương, Cc(X) là không
gian các hàm liên tục f : X → R với giá compact, J là một phiếm hàm
tuyến tính dương trên không gian Cc(X). Khi đó tồn tại một độ đo Baire
µ trên X sao cho:

J(f) =

∫
fdµ

với mọi f thuộc Cc(X).
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Chứng minh. Bước thứ nhất ta sẽ chỉ ra rằng J là một phiếm hàm Daniell
trên Cc(X).
Giả sử f ∈ Cc(X), {fn} là một dãy tăng trong Cc(X) và f ≤ lim

n→∞
fn.

Để chứng minh J(f) ≤ lim
n→∞

J(fn) ta cần chứng tỏ J(f) = lim
n→∞

J(gn) với

gn = f ∧ fn. Như vậy:

f = lim
n→∞

(gn) ≤ lim
n→∞

fn

Nhưng nếu ta đặt hn = f−gn ta nhận được một dãy giảm trong Cc(X)

có giới hạn là 0. Kí hiệu K là giá của h1, khi đó tồn tại một hàm φ trong
Cc(X) không âm thỏa mãn φ(x) = 1 với x ∈ K. Với mỗi x ∈ K, ε > 0

tồn tại một nx sao cho hnx
<

1

2
ε. Và bởi hnx

liên tục nên tồn tại một tập

mở Gx sao cho x ∈ Gx và

hnx
(t) < ε với t ∈ Gx

Vì K là compact nên tồn tại một phủ con hữu hạn Gx1
, Gx2

, ..., Gxs
của

K. Nếu N = max[nx1
, ..., nxs

] ta có hn(x) < ε với mọi x trong K, n ≥ N .
Do đó

0 ≤ hn < εφ

Vậy
0 ≤ J(hn) < εJ(φ)

Do ε bất kì nên lim
n→∞

J(hn) = 0 từ đó suy ra điều kiện (1.1) nên J là

phiếm hàm Daniell trên Cc(X).
Ta có thể áp dụng Bổ đề (1.2.5) thác triển J tới J:

L1 ⊃ Cc(X)

để nhận được một độ đo µ trên σ−trường C chứa các tập Baire sao cho
với f ∈ Cc(X) thì

J(f) = J(f) =

∫
fdµ

Ta đang xét hàm φ ở trên nằm trong Cc(X) và nhận giá trị bằng 1
trên tập compact K, ta thấy rằng

µ(K) = J(IK) ≤ J(φ) =

∫
φdµ <∞
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Vậy độ đo µ nhận được là độ đo hữu hạn trên các tập compact.
Khi X compact, Cc(X) trùng với C(X) là không gian các hàm liên

tục f : X → R. Vì vậy trong trường hợp này các phiếm hàm tuyến tính
dương trên C(X) tương ứng với các độ đo Baire hữu hạn.

Hơn nữa sử dụng Bổ đề (1.2.6) ta đi đến nhận xét là độ đo có tính duy
nhất. Điều này dẫn đến hệ quả sau:

Hệ quả 1.2.9. Nếu X là không gian tô pô compact và C(X) là tập các
hàm liên tục f : X → R thì tồn tại tương ứng 1-1 giữa các phiếm hàm
tuyến tính dương J trên C(X) và các độ đo Baire hữu hạn µ trên X xác
định bởi:

J(f) =

∫
fdµ

Nếu ta muốn xét các phiếm hàm tuyến tính tổng quát hơn trên C(X)

ta có thể biểu diễn chúng như hiệu của hai phiếm hàm tuyến tính dương
rồi sử dụng Định lý (1.2.8). Điều này có thể áp dụng cho các phiếm hàm
tuyến tính bị chặn. Như vậy trên không gian tô pô Hausdorff compact
địa phương X, các phiếm hàm tuyến tính dương trong Cc(X) tương ứng
là tích phân đối với một độ đo µ thích hợp nào đó. Ta định nghĩa:

Định nghĩa 1.2.10.

L1(X) = {f ∈ Cc(X) |

∫
|f |dµ <∞}

Lp(X) = {f ∈ Cc(X) |

∫
|f |pdµ <∞}, 1 ≤ p <∞

tương ứng là không gian các hàm khả tích và không gian các hàm khả
tích cấp p(1 ≤ p <∞).

Cách xây dựng độ đo (hay tích phân) trên cũng áp dụng cho trường
hợp các hàm giá trị phức với giá compact (hay các phiếm hàm tuyến
tính liên tục giá trị phức).Tương tự, các khái niệm có thể suy rộng cho
các không gian vectơ tổng quát hơn thay cho R hoặc C.

1.3 Sự thác triển của toán tử

Cho một tập X vừa là một không gian tuyến tính với trường số F (thực
hay phức) và cũng là một không gian tô pô Hausdorff. Nếu các cấu trúc
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đại số và tô pô trên X là tương quan và các ánh xạ:

X ×X → X,(x, y) → x+ y

F ×X → X,(a, x) → ax

là liên tục (khi X × X và F × X có các tô pô tích), thì X được gọi là
một không gian tô pô tuyến tính.
Cho X là một không gian tô pô tuyến tính, nếu x0 thuộc X và T liên
tục tại x0 thì T là liên tục đều trên X.

Định lý 1.3.1. Nếu X, Y là các không gian tôpô tuyến tính, Y là đầy
đủ, X0 là một không gian con trù mật hầu khắp nơi của X, T0 : X0 → Y

là toán tử tuyến tính liên tục. Khi đó T0 thác triển (extend) duy nhất
thành một toán tử tuyến tính liên tục T : X → Y .

Định lý 1.3.2. Nếu X là một không gian định chuẩn, có một không gian
Banach Y chứa X với X là không gian con trù mật hầu khắp nơi của Y
(và như vậy chuẩn trên X sẽ sinh ra chuẩn trên Y). Nếu Y1 là một không
gian Banach khác với những tính chất trên, thì ánh xạ đồng nhất trên X
thác triển thành một phép đẳng cấu đẳng cự từ Y lên Y1.
Khi đó không gian Banach Y được gọi là mở rộng đầy đủ (completion)
của không gian định chuẩn X.

Định lý 1.3.3. Nếu X là một không gian định chuẩn và Y là một không
gian Banach có cùng trường số (C hay R) thì mọi toán tử tuyến tính bị
chặn T : X → Y thác triển duy nhất thành một toán tử tuyến tính bị
chặn T̂ : X̂ → Y , ở đó X̂ là mở rộng đầy đủ của X. Ánh xạ T → T̂ là
một phép đẳng cấu đẳng cự từ B(X, Y ) lên B(X̂, Y ).

1.4 Không gian Hilbert

1.4.1 Định nghĩa tích trong

Cho không gian vectơ X. Một dạng nửa song tuyến tính trên X là ánh
xạ

< ., . >: X ×X → F
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ở đó F = C hay R, < ., . > tuyến tính với biến thứ nhất và tuyến tính
liên hợp với biến thứ hai.
Với mỗi dạng nửa song tuyến tính < ., . >, ta định nghĩa dạng liên hợp
< ., . >∗ là < x, y >∗= < y, x >, x, y ∈ X. Ta nói dạng < ., . > là tự
liên hợp nếu < ., . >∗=< ., . >. Với F = C ta tính được

4 < x, y >=
3∑

k=0

ik < x+ iky, x+ iky >

Dạng < ., . > tự liên hợp khi và chỉ khi < x, x >∈ R, ∀x ∈ X. Dạng
< ., . > được gọi là dương nếu < x, x >≥ 0 với mọi x ∈ X. Do đó với
F = C, một dạng dương là tự liên hợp. Trên không gian thực điều này
hiển nhiên đúng.
Một tích trong trên X là dạng nửa song tuyến tính tự liên hợp, dương
thỏa mãn < x, x >= 0 kéo theo x = 0 với mọi x ∈ X.

1.4.2 Hàm thuần nhất

Cho < ., . > là một dạng nửa song tuyến tính, tự liên hợp, dương trên X.
Ta định nghĩa hàm thuần nhất: ||.|| : X → R+, ||x|| =< x, x >1/2, x ∈ X.
Theo (1.4.1) ta có hai Đẳng thức phân cực:

4 < x, y > =
3∑

k=0

ik||x+ iky||2 (F = C)

4 < x, y > = ||x + y||2 − ||x− y||2 (F = R)

1.4.3 Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

Cho < ., . > là một dạng nửa song tuyến tính, tự liên hợp, dương trên
X, α thuộc F. Ta có:

|α|2||x||2 + 2Reα < x, y > +||y||2 = ||αx+ y||2 ≥ 0

với x và y thuộc X. Từ đó ta có Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz:

| < x, y > | ≤ ||x||||y||
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và Đẳng thức hình bình hành:

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2)

Nếu x⊥y tức là < x, y >= 0 thì ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2. Hai không
gian con Y và Z gọi là trực giao với nhau, kí hiệu là Y⊥Z nếu y⊥z với
mọi y thuộc Y và mọi z thuộc Z.

1.4.4 Định nghĩa không gian Hilbert

Một không gian Hilbert là một không gian vectơ với một tích trong, thỏa
mãn là không gian Bannach với chuẩn liên hợp. Từ đó mọi không gian
với một tích trong được gọi là không gian nửa Hilbert.

Ví dụ 1. Không gian Cc(R
n) gồm các hàm liên tục f : Rn → F có giá

compact. Không gian này có tích trong

< f, g >=

∫
f(x)g(x)dx

và chuẩn liên hợp ||f ||2 = (
∫
|f(x)|2dx)1/2.

1.5 Toán tử trong không gian Hilbert

Nội dung chính của phần này chúng tôi giới thiệu sự tương ứng giữa các
dạng nửa song tuyến tính và các toán tử; toán tử liên hợp trong B(H);
tính khả nghịch, chuẩn tắc và tính dương trong B(H); toán tử T 1/2; các
phép chiếu và toán tử chéo hóa được.

1.5.1 Toán tử liên hợp

Ta ký hiệu H là không gian Hilbert, I là ánh xạ đồng nhất trên H. Do
vậy I là đơn vị của B(H).

Bổ đề 1.5.1. Tồn tại một phép đẳng cự song ánh giữa các toán tử trong
B(H) và các dạng nửa song tuyến tính bị chặn trên H cho bởi

T → UT trong đó UT (x, y) =< x, Ty >
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Chứng minh. Nếu T ∈ B(H) rõ ràng UT là dạng nửa song tuyến tính
trên H, bị chặn bởi ||T || vì

||UT || = sup{UT (x, y) : ||x|| ≤ 1, ||y|| ≤ 1}

= sup{< x, Ty >: ||x|| ≤ 1, ||y|| ≤ 1} ≤ ||T ||

Hơn nữa:
||Tx||2 =< Tx, Tx >= UT (Tx, x) ≤ ||UT ||||Tx||||x|| ≤ ||UT ||||T ||||x||2

Vậy ||T || ≤ ||UT ||. Từ đó ||T || = ||UT || hay ánh xạ trên là đẳng cự.
Ngược lại, nếu U là dạng nửa song tuyến tính bị chặn trên H thì U(., y)

liên tục trong H với mỗi y thuộc H. Khi đó, tồn tại duy nhất vectơ trong
H, kí hiệu là Ty thỏa mãn:

< x, Ty >= U(x, y), x ∈ H

Ánh xạ y → Ty là tuyến tính bị chặn bởi ||U ||. Từ đó T ∈ B(H) và
U = UT .

Định lý 1.5.2. Với mỗi T thuộc B(H), tồn tại duy nhất toán tử T ∗ thuộc
B(H) thỏa mãn:

< Tx, y >=< x, T ∗y > (1.2)

với mọi x, y thuộc H.
Ánh xạ T → T ∗ là tuyến tính liên hợp, đẳng cấu từ B(H) lên B(H) và
thỏa mãn đẳng thức

(ST )∗ = T ∗S∗, ||T ∗T || = ||T ||2

với T, S thuộc B(H).

Chứng minh. Theo Bổ đề (1.5.1) với mỗi T thuộc B(H), toán tử T ∗ xác
định bởi (1.2) tồn tại và duy nhất. Gọi T ∗∗ thuộc B(H) là toán tử thỏa
mãn < T ∗x, y >=< x, T ∗∗y >, x, y ∈ H. Do tích trong là tự liên hợp
nên:

< x, T ∗∗y >=< T ∗x, y >= < y, T ∗x > = < Ty, x > =< x, Ty >

Từ đó T và T ∗∗ có cùng dạng nửa song tuyến tính và T ∗∗ = T . Tương tự
ta có T → T ∗ là tuyến tính liên hợp vì (T +S)∗ = T ∗ +S∗, (αT )∗ = αT ∗

với mọi T, S thuộc B(H), α thuộc C. Lại có

< x, (ST )∗y >=< STx, y >=< Tx, S∗y >=< x, T ∗S∗y >
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Do đó (ST )∗ = T ∗S∗.
Ta có ||T ∗T || ≤ ||T ∗||||T ||. Từ (1.2)

||Tx||2 =< Tx, Tx >=< T ∗Tx, x >≤ ||T ∗T ||||x||2

Do vậy ||T ||2 ≤ ||T ∗T || hay ||T || ≤ ||T ∗||. Do đó ||T || ≤ ||T ∗|| ≤ ||T ∗∗||.
Mà T = T ∗∗ nên ||T || = ||T ∗||.
Lại do ||T ||2 ≤ ||T ∗T || ≤ ||T ∗||||T || = ||T ||2 nên ||T ∗T || = ||T ||2.

Nhận xét 1.5.3. Ánh xạ trong định lý trên là tổng quát hóa quá trình tạo
ma trận liên hợp. Nếu A = (αij) thì ma trận liên hợp là A∗ = (α∗

ij), ở
đó α∗

ij = αij. Ta nói T ∗ là toán tử liên hợp của T. T là tự liên hợp nếu
T ∗ = T .

Mệnh đề 1.5.4. Với mỗi T thuộc B(H) ta có kerT ∗ = (T (H))⊥.

Chứng minh. Từ < Tx, y >=< x, T ∗y > ta có nếu y ∈ kerT ∗ hay
T ∗y = 0 thì < Tx, y >=< x, T ∗y >= 0, ∀x ∈ H hay y ∈ (T (H))⊥.
Ngược lại nếu y ∈ (T (H))⊥ thì từ < Tx, y >= 0, ∀x ∈ H ta có
< x, T ∗y >= 0, ∀x ∈ H nên T ∗y ∈ H⊥ = {0}.

Mệnh đề 1.5.5. Cho toán tử T thuộc B(H). Các điều kiện sau là tương
đương:

(i) T là khả nghịch (T−1 ∈ B(H)).
(ii) T ∗ khả nghịch.
(iii) Cả T và T ∗ bị chặn dưới bởi giá trị dương ( be bounded away from

zero).
(iv) Cả T và T ∗ là đơn ánh và T (H) là tập đóng.
(v) T là đơn ánh và T (H) = H.

Chứng minh. (i) ⇔ (ii).

T khả nghịch

⇔ T−1T = TT−1 = I

⇔ (T−1T )∗ = (TT−1)∗ = I∗

⇔ T ∗(T−1)∗ = (T−1)∗T ∗ = I
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hay T ∗ khả nghịch với nghịch đảo là (T−1)∗.
(i) ⇒ (iii). Mỗi x ∈ H ta có

||x|| = ||T−1Tx|| ≤ ||T−1||||Tx||

Do vậy ||T−1||−1||x|| ≤ ||Tx||. Vậy T bị chặn dưới bởi giá trị dương
||T−1||−1.
Do (i) ⇔ (ii) nên T ∗ cũng là bị chặn dưới bởi giá trị dương.
(iii) ⇒ (iv). Theo (iii) tồn tại ε > 0 thỏa mãn

||Tx|| ≥ ε||x|| và ||T ∗x|| ≥ ε||x||

với mọi x thuộc H. Vậy T và T ∗ là đơn ánh. Hơn nữa ||Tx − Ty|| ≥
ε||x− y|| nên T (H) là đầy đủ và T (H) là không gian con đóng của H.
(iv) ⇒ (v). T (H) = (T (H)⊥)⊥ = (kerT ∗)⊥ = {0}⊥ = H. Do T (H) là
không gian con đóng của H nên T (H) = H.
(v) ⇒ (i). Do T là đơn ánh và T (H) = H nên T là song ánh khả
nghịch.

1.5.2 Toán tử chuẩn tắc

Toán tử T thuộc B(H) gọi là chuẩn tắc nếu nó giao hoán với toán tử liên
hợp, tức là T ∗T = TT ∗. Khi đó với mọi x thuộc H:

||Tx|| =< T ∗Tx, x >1/2=< TT ∗x, x >1/2= ||T ∗x||

và ta gọi T và T ∗ là đồng nhất metric.
Ngược lại nếu T và T ∗ là đồng nhất metric thì ta có

< T ∗Tx, y >=< TT ∗x, y >

với mọi x, y thuộc H. Do vậy T là chuẩn tắc.
Từ Mệnh đề (1.5.5) ta có toán tử chuẩn tắc là khả nghịch khi và chỉ khi
nó là bị chặn dưới bởi giá trị dương.

1.5.3 Toán tử dương

Toán tử T thuộc B(H) gọi là dương, kí hiệu là T ≥ 0 nếu T = T ∗ và
< Tx, x >≥ 0 với mọi x thuộc H.
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Nếu F = R chỉ cần < Tx, x >≥ 0 thì T tự liên hợp.
Ta có tổng hai toán tử dương là dương, tích hai toán tử dương và giao
hoán là dương.
Gọi (B(H))sa là tập các toán tử tự liên hợp trongB(H). Khi đó (B(H))sa

là không gian con đóng của B(H).
Ta định nghĩa S ≤ T nếu T − S ≥ 0.

Mệnh đề 1.5.6. Nếu S ≤ T trong (B(H))sa thì A∗SA ≤ A∗TA với mọi
A ∈ B(H). Nếu 0 ≤ S và S ≤ T thì ||S|| ≤ ||T ||.

Mệnh đề 1.5.7. Với mỗi toán tử dương T thuộc B(H), có duy nhất một
toán tử dương, kí hiệu là T 1/2, thỏa mãn (T 1/2)2 = T . Hơn nữa T 1/2 giao
hoán với mọi toán tử giao hoán với T.

Mệnh đề 1.5.8. Toán tử dương T là khả nghịch trong B(H) khi và chỉ
khi T ≥ εI với ε > 0 nào đó. Khi đó T−1 ≥ 0, T 1/2 khả nghịch và
(T−1)1/2 = (T 1/2)−1. Hơn nữa, nếu T ≤ S thì S−1 ≤ T−1.

1.5.4 Phép chiếu

Cho X là không gian con đóng của không gian Hilbert H. Với mỗi y
thuộc H, có duy nhất một phân tích y = x + x⊥, ở đó x thuộc X, x⊥

thuộc X⊥. Cho y1, y2 thuộc H, α, β thuộc F, ta có:

αy1 + βy2 = (αx1 + βx2) + (αx⊥1 + βx⊥2 )

trong đó x1, x2 thuộc X, x⊥1 , x
⊥
2 thuộc X⊥. Rõ ràng ánh xạ:

P : H → H,Py = x

là toán tử tuyến tính trong B(H), ||P || ≤ 1 và P 2 = P . Hơn nữa P là
toán tử tự liên hợp và dương

< Py1, y2 > =< x1, x2 + x⊥2 >=< x1, x2 >=< x1 + x⊥1 , x2 >=< y1, Py2 >

< Py, y > =< x, x+ x⊥ >= ||x||2 ≥ 0

với mọi y thuộc H. Khi đó ta gọi P là một phép chiếu (trực giao).
Ngược lại, nếu P là toán tử tự liên hợp trong B(H) và P 2 = P thì
X = {x ∈ H|Px = x} = P (H) là không gian con đóng của H. Nếu
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x⊥ ∈ X⊥, từ P = P ∗ ta có ||Px⊥||2 =< x⊥, P 2x⊥ >= 0 hay Px⊥ = 0.
Vậy P là phép chiếu trực giao từ H lên X.
Gọi P⊥ : H → H, y 7→ x⊥ là phép chiếu trực giao với P, P⊥ đi từ H lên
X⊥. Ta có P⊥ = I − P . Khi đó ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.5.9. Cho họ {Pi}i∈I là các phép chiếu trong H, ta định
nghĩa
(i)

∧
i∈I

Pi là phép chiếu lên
⋂
i∈I

PiH.

(ii)
∨
i∈I

Pi là phép chiếu lên
⋃
i∈I

PiH.

trong đó (
∧
i∈I

Pi)
⊥ =

∨
i∈I

Pi, (
∨
i∈I

Pi)
⊥ =

∧
i∈I

Pi

P⊥ = I − P là phép chiếu trực giao của phép chiếu P.

1.5.5 Toán tử chéo hóa được

Toán tử T thuộc B(H) được gọi là chéo hóa được (diagonalizable), nếu
tồn tại một cơ sở trực chuẩn {ej | j ∈ J} của H và một tập bị chặn
{λj | j ∈ J} trong F thỏa mãn:

Tx = Σλj < x, ej > ej (1.3)

trong đó các số < x, ej > là các tọa độ của x đối với cơ sở {ej} và mỗi
λj là giá trị riêng của T tương ứng với vectơ riêng ej.
Bây giờ ta ký hiệu Pj là phép chiếu từ H lên không gian con Fej . Ta có
Pjx =< x, ej > ej. Do vậy

T = ΣλjPj

Gọi T ∗ là toán tử liên hợp của T. Từ (1.3) ta có:

T ∗x = Σλj < x, ej > ej

Do vậy T ∗ là toán tử chéo hóa được với cơ sở {ej} và các giá trị riêng
{λj}. Hơn nữa T ∗T = TT ∗ nên toán tử T là chuẩn tắc.
Nhận xét 1.5.10. (i) Toán tử T là tự liên hợp khi và chỉ khi mọi λj là

số thực.

(ii) T dương khi và chỉ khi λj ≥ 0 với mọi j.

(iii) Nếu H là không gian hữu hạn chiều, mỗi toán tử chuẩn tắc đều chéo
hóa được. Khẳng định này không còn đúng nếu H có vô hạn chiều.
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1.5.6 Toán tử unitar

Định nghĩa 1.5.11. Một toán tử unitar là một phép đẳng cấu đẳng cự
từ H lên H.

Nhận xét 1.5.12. Toán tử unitar bảo toàn tích trong. Thực vậy gọi U là
toán tử unitar từ H lên H. Từ đẳng thức phân cực ta có:

4 < Ux, Uy >= Σik||U(x+ iky)||2 = Σik||x+ iky||2 = 4 < x, y >

Từ đó UU ∗ = U ∗U = I. Vậy U là chuẩn tắc và khả nghịch với U−1 = U ∗.
Ngược lại nếu U thuộc B(H) thỏa mãn U−1 = U ∗ thì U là unitar vì

||Ux||2 =< U∗Ux, x >= ||x||2

Do đó U là phép đẳng cự. Hơn nữa U là toàn ánh vì U khả nghịch. Do
vậy U là một đẳng cấu đẳng cự.

Định nghĩa 1.5.13. Hai toán tử S và T thuộc B(H) gọi là tương đương
unitar nếu tồn tại toán tử unitar U thuộc B(H) thỏa mãn S = UTU ∗.
Các tương đương unitar bảo toàn chuẩn, tính tự liên hợp, chuẩn tắc,
tính chéo hóa được, và tính unitar.

1.5.7 Phép đẳng cự một phần

Định nghĩa 1.5.14. Toán tử U thuộc B(H) được gọi là đẳng cự một
phần (partial isometry) nếu có một không gian con đóng X của H thỏa
mãn U |X là đẳng cự và U |X⊥= 0.

Nhận xét 1.5.15. (i) kerU = X⊥.
(ii) Đặt P = U ∗U ta có < Px, x >= ||Ux||2 = ||x||2 với mọi x thuộc X.
Từ đó Px = x bởi BĐT Cauchy-Schwarz.
Hơn nữa Px⊥ = 0 với mọi x⊥ thuộc X⊥. Do đó P là một phép chiếu từ
H lên X.
Ngược lại, cho U thuộc B(H) thỏa mãn U ∗U = P , với P là phép chiếu
nào đó. Đặt X = P (H) ta có ||Ux||2 =< Px, x >. Từ đó nếu x thuộc
X thì ||Ux||2 =< x, x >= ||x||2 hay U là phép đẳng cự trên X. Nếu x
thuộc X⊥ thì Px = 0. Do đó U = 0 trên X⊥. Vậy U là phép đẳng cự
một phần.
(iii) U ∗ cũng là phép đẳng cự một phần.
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(iv) Nếu H là không gian vô hạn chiều, thì tồn tại các đẳng cự không
unitar, vì chúng không phải là ánh xạ lên.

Ví dụ 2. Giả sử H là không gian tách được với cơ sở trực chuẩn
{en|n ∈ N}. Ta định nghĩa toán tử S : H → H với:

S(Σαnen) = Σαnen+1,Σαnen ∈ H

Khi đó S là phép đẳng cự từ H lên {e1}⊥. S⊥ là phép đẳng cự một phần
từ {e1}

⊥ lên H. Đặc biệt S∗S = I, trong khi SS∗ là phép chiếu lên {e1}
⊥.

1.5.8 Phép phân tích cực

Định lý 1.5.16. Với mỗi toán tử T thuộc B(H), có một toán tử dương
duy nhất |T | thuộc B(H) thỏa mãn:

||Tx|| = |||T |x||, x ∈ H (1.4)

và ta có |T | = (T ∗T )1/2. Hơn nữa có một phép đẳng cự một phần duy nhất
U với kerU = kerT và U |T | = T . Đặc biệt, U ∗U |T | = |T |, U ∗T = |T |,
và UU ∗T = T .

Chú ý 1.5.17. Phép xây dựng trên gọi là phép phân tích cực (polar
decomposition) của toán tử T. Đẳng cự một phần U như là dấu của T.
|T | như là giá trị tuyệt đối của T. Từ T ∗ = |T |U ∗ = U ∗(U |T |U ∗) và từ
tính duy nhất của phân tích cực, ta có U ∗ là dấu của T ∗ và U |T |U ∗ là
giá trị tuyệt đối của T ∗.

Để T có dạng U |T | với một toán tử U unitar nào đó, cần và đủ là các
không gian con đóng kerT và kerT ∗ có cùng số chiều (vô hạn hay hữu
hạn).
Các trường hợp đơn giản của định lý tổng quát này là các kết quả sau.

Mệnh đề 1.5.18. Nếu T là khả nghịch trong B(H) thì phép đẳng cự
một phần trong phân tích cực của nó là toán tử unitar.

Mệnh đề 1.5.19. Nếu T là chuẩn tắc trong B(H), tồn tại một toán tử
unitar W giao hoán với T, T ∗, |T | và thỏa mãn T = W |T |.
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1.6 Các khái niệm hội tụ

Trước tiên chúng tôi giới thiệu định lý về tô pô sinh bởi họ các nửa
chuẩn.

Định lý 1.6.1. Cho X là một không gian vectơ với trường số F (thực
hay phức). J là một họ các nửa chuẩn trên X thỏa mãn: nếu x 6= 0 trong
X thì có một phần tử p của J, p(x) 6= 0. Khi đó có một tô pô lồi địa
phương trên X, ở đó mỗi x0 thuộc X, họ các tập:

V (x0 : p1, ..., pm; ε) = {x ∈ X : pj(x− x0) < ε(j = 1, 2, ..., m)}

(ε > 0 và p1, ..., pm ∈ J ) là một cơ sở của các lân cận của x0.

Định nghĩa 1.6.2. (Tô pô yếu).
Cho X là một không gian tuyến tính với trường số F. J là một họ các
phiếm hàm tuyến tính trên X thỏa mãn: nếu x 6= 0 trong X thì với p
nào đó trong J, p(x) 6= 0. Khi p thuộc J, qp(x) = |p(x)| xác định một
nửa chuẩn qp trên X. Với họ các nửa chuẩn {qp : p ∈ J}, có một tô pô
lồi địa phương trên X, và được gọi là tô pô yếu (weak topology) trên X
được sinh bởi J, ký hiệu là σ(X, J). Mỗi điểm x0 thuộc X có cơ sở của
các lân cận bao gồm tất cả các tập có dạng:

V (x0 : p1, ..., pm; ε) = {x ∈ X : |pj(x) − pj(x0)| < ε(j = 1, 2, ..., m)}

ở đó ε > 0 và p1, ..., pm ∈ J .

Khi x ∈ V (x0 : p; ε) thì |p(x)−p(x0)| < ε, mỗi phiếm hàm tuyến tính
p trong J là liên tục trong tô pô σ(X, J). Hơn nữa, σ(X, J) là tô pô yếu
nhất trên X.

Cho H là một không gian Hilbert, B(H) là không gian các toán tử
tuyến tính bị chặn từ H vào H với chuẩn ||A|| = sup

||x||≤1

||Ax|| = ||A∗||.

Định nghĩa 1.6.3. Trên B(H), ta định nghĩa sự hội tụ của các toán tử
như sau:
Ta nói các toán tử {An} thuộc B(H) hội tụ đều đến toán tử A thuộc
B(H) khi và chỉ khi ||An −A|| = sup

||x||≤1

|| (An −A) x|| → 0.

{An} hội tụ mạnh đến A khi và chỉ khi ||Anx−Ax|| → 0 với mọi x thuộc
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H.
{An} hội tụ yếu đến A khi và chỉ khi < Anx, y >→< Ax, y > với mọi x,
y thuộc H.
Như vậy hội tụ đều kéo theo hội tụ mạnh và hội tụ mạnh kéo theo hội
tụ yếu.

Tương tự ta có thể định nghĩa sự hội tụ của dãy các phần tử trong
không gian Hilbert như sau:
{xn} hội tụ mạnh đến x khi và chỉ khi ||xn − x|| → 0,
{xn} hội tụ yếu đến x khi và chỉ khi < xn, y >→< x, y > với mọi y
thuộc H.
Toán tử T : H → H là liên tục yếu-yếu nếu mọi dãy {xn} trong H hội
tụ yếu đến x thì {Txn} hội tụ yếu đến Tx.
Tương tự, T gọi là liên tục yếu-chuẩn nếu mọi dãy {xn} trong H hội tụ
mạnh đến x thì {Txn} hội tụ yếu đến Tx. Khi đó T là bị chặn.
T gọi là liên tục chuẩn-yếu nếu mọi dãy {xn} trong H hội tụ yếu đến x
thì {Txn} hội tụ mạnh đến Tx. Một toán tử liên tục chuẩn-yếu có hạng
hữu hạn.

Định nghĩa 1.6.4. Tô pô toán tử mạnh (strong-operator topology)
Tô pô toán tử mạnh trên B(H) có một cơ sở là các lân cận của toán tử
T0, các lân cận này là các tập có dạng:

V (T0 : x1, ..., xm; ε) = {T ∈ B(H) : ||(T − T0)xj|| < ε(j = 1, ..., m)}

ở đó x1, ..., xm thuộc H và ε dương.
Dãy {Tj} hội tụ toán tử mạnh đến T0 khi và chỉ khi ||(Tj − T0)x|| → 0

với mỗi x thuộc H.

Định nghĩa 1.6.5. Tô pô toán tử yếu (weak-operator topology)
Tôpô toán tử yếu trên B(H) là tô pô yếu trên B(H) sinh bởi họ J các
phiếm hàm tuyến tính wx.y(T ) =< Tx, y >, (x, y ∈ H, T ∈ B(H)).
Theo Định lý (1.6.1), tô pô toán tử yếu trên B(H) là một tô pô lồi địa
phương sinh bởi các nửa chuẩn |wx.y(T )|. Ta xét họ các tập:

V (T0 : wx1.y1
, ..., wxm.ym

; ε)

= {T ∈ B(H) : | < (T − T0)xj, yj > | < ε(j = 1, 2, ..., m)}

ở đó ε dương, x1, ..., xm, y1, ..., ym đều thuộc H. Họ này là cơ sở của các
lân cận lồi (mở) của T trong tô pô toán tử yếu.
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Từ | < (T − T0)x, y > | < ε khi ||(T − T0)x|| < ε(1 + ||y||)−1, mỗi tập
mở trong tô pô toán tử yếu là mở trong tô pô toán tử mạnh. Do đó tô
pô toán tử yếu là yếu hơn tô pô toán tử mạnh.
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Chương 2

Xây dựng không gian Lp

cho lớp các toán tử

compact

Trong chương này, chúng tôi xây dựng không gian Lp cho lớp các toán
tử compact B0(H), tương ứng các toán tử liên tục triệt tiêu tại vô cùng.
Đây là sự mở rộng của Cc(X) cho trường hợp đại số toán tử tuyến tính
liên tục trên không gian Hilbert phức H. Tích phân của một toán tử
thuộc B0(H) là vết của toán tử đó.
Để nghiên cứu về toán tử compact, chúng tôi giới thiệu khái niệm Đại
số Banach như sau.

2.1 Đại số Banach

Định nghĩa 2.1.1. (Đại số Banach)
Cho U là một không gian tuyến tính với phép nhân:

U × U → U

(A,B) 7→ AB
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thỏa mãn các tính chất:
(1) A(BC) = (AB)C

(2) (A+ B)C = AC +BC; A(B + C) = AB + AC
(3) α(AB) = (αA)B = A(αB)

với mọi A, B, C thuộc U, α thuộc F (= R hay C) . Khi đó U được gọi là
một đại số (trên R hay C).
Một đại số U (trên R hay C) với phần tử đơn vị I được gọi là một đại
số định chuẩn khi U là một không gian định chuẩn thỏa mãn:
||AB|| ≤ ||A||.||B|| với mọi A, B thuộc U và ||I|| = 1. Nếu U là một
không gian Banach với chuẩn này thì U được gọi là một đại số Banach
(thực hay phức).

Cho H là một không gian Hilbert. Gọi B(H) là tập gồm các toán
tử tuyến tính bị chặn trên H với phép cộng, nhân các toán tử tuyến tính
theo nghĩa thông thường thì B(H) là một không gian Banach với chuẩn:

||A|| = sup
||x||≤1

||Ax||

Khi đó B(H) là một đại số Banach-không giao hoán.
Sau đây chúng tôi giới thiệu một lớp đặc biệt của đại số Banach, là

lớp C∗-đại số. Lớp này có một phép đối hợp với các tính chất song song
với các tính chất của phép liên hợp của các toán tử trong không gian
Hilbert. Với X là một không gian Hausdorff compact và H là một không
gian Hilbert, C(X) và B(H) là các ví dụ về C∗-đại số.

Định nghĩa 2.1.2. Một phép đối hợp (involution) trên một đại số Ba-
nach phức U là một ánh xạ A→ A∗, từ U vào U thỏa mãn các điều kiện:
(1) (aS + bT )∗ = aS∗ + bT ∗,
(2) (ST )∗ = T ∗S∗,
(3) (S∗)∗ = S,
ở đó S, T ∈ U, a, b ∈ C, a, b là các số phức liên hợp của a và b.
Một C∗-đại số là một đại số Banach (có phần tử đơn vị I) với một phép
đối hợp thoả mãn:
(4) ||T ∗T || = ||T ||2 (T ∈ U) Như vậy nếu U là một C∗-đại số thì
||T || = ||T ∗|| với mọi T thuộc U.
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2.2 Toán tử compact

2.2.1 Khái niệm lớp toán tử compact

Định nghĩa 2.2.1. Cho toán tử T trên không gian Hilbert vô hạn chiều
H với trường số F (thực hay phức). Hạng của T, được ký hiệu là rT , và
được định nghĩa: rT = dim(T (H)). Tập:

Bf(H) = {T ∈ B(H) | rT = dim(T (H)) <∞}

là không gian con hữu hạn chiều của B(H). Hơn nữa Bf(H) là một đại
số con và là idean của B(H).

Nếu T ∈ Bf(H), do kerT ∗ = (T (H))⊥ nên H = T (H)⊕kerT ∗. Suy
ra T ∗(H) = T ∗(T (H)) hay T ∗ có hạng hữu hạn. Vậy Bf(H) là idean tự
liên hợp trong B(H) và (Bf(H))∗ = Bf(H).

Bổ đề 2.2.2. Tồn tại một họ các phép chiếu (Pλ)λ∈Λ trong Bf(H) thỏa
mãn:

‖Pλ(x) − x‖ −→ 0

với mỗi x thuộc H.

Chứng minh. Gọi {ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chuẩn của H. Gọi Λ là
họ gồm các tập con hữu hạn của J .
Với mỗi λ ∈ Λ, ta đặt Pλ là phép chiếu từ H lên không gian con
span{ej | j ∈ λ} = {

∑
j∈λ

cjej|cj ∈ F}. Khi đó (Pλ)λ∈Λ là một họ trong

Bf(H).
Nếu x thuộc H, ta có x = Σαjej . Theo đẳng thức Parseval ta có:

‖Pλ(x) − x‖2 = Σj /∈λ | αj |
2−→ 0

.

Kí hiệu U là bao đóng theo chuẩn của tập U (tức là với mỗi phần tử
t thuộc U , có một dãy phần tử {si} thuộc U sao cho ||t− si|| → 0). Ta
có định lý cơ bản sau:
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Định lý 2.2.3. Cho U là hình cầu đơn vị đóng trong không gian Hilbert
H. Các điều kiện sau đối với toán tử T thuộc Bf(H) là tương đương:

(i) T ∈ Bf(H).
(ii) T |U là hàm liên tục chuẩn yếu từ U vào H.
(iii) T (U) là compact trong H.
(iv) T (U) là compact trong H.
(v) Mỗi họ trong U có một họ con sao cho ảnh của họ con này bởi T

hội tụ trong H.

Chứng minh. (i)⇒(ii). Cho (xλ)λ∈Λ là một họ hội tụ yếu trong U với giới
hạn x. Cho ε > 0, theo giả thiết tồn tại S ∈ Bf(H) thỏa mãn

||S − T || < ε/3

Từ đó

||Txλ − Tx|| = ||(Txλ − Sxλ) − (Tx− Sx) + (Sxλ − Sx)||

≤ ||(T − S)xλ|| + ||(T − S)x|| + ||Sxλ − Sx||

≤ 2||T − S|| + ||Sxλ − Sx|| ≤
2

3
ε+ ||Sxλ − Sx||

Mỗi toán tử S thuộc B(H) là liên tục yếu-yếu nên Sxλ hội tụ yếu tới
Sx.
Trong không gian con hữu hạn chiều S(H) các tôpô trùng nhau. Do vậy
Sxλ hội tụ đến Sx theo chuẩn.
Từ đó ||Txλ − Tx|| < ε. Vì ε nhỏ tùy ý nên ||Txλ − Tx|| → 0 hay T là
hàm liên tục chuẩn-yếu.
(ii)⇒(iii). Cho TU là hàm liên tục chuẩn-yếu từ U vào H. Do U là
compact yếu nên T (U) là compact theo chuẩn.
(iii)⇒(iv). T (U) là compact trong H nên T (U) đóng và bị chặn trong
H. Do đó T (U) đóng và bị chặn trong H, tức là compact.
(iv)⇒(v). Giả sử T (U) là compact trong H. Ta có nếu T (U) là compact
tương đối thì mỗi họ phần tử trong T (U) sẽ có một họ con hội tụ. Vậy
(iv) được chứng minh.
(v)⇒(i). Đặt (Pλ)λ∈Λ (như trong bổ đề trên) là họ các phép chiếu trong
Bf(H) thỏa mãn ||Pλx−x|| → 0 với mọi x thuộc H. Từ đó PλT ∈ Bf(H)

với mỗi λ và PλT → T . Bởi vì nếu PλT không hội tụ tới T thì tồn tại
ε > 0 sao cho với mọi λ ∈ Λ, tồn tại véctơ đơn vị xλ thỏa mãn

||(PλT − T )xλ|| ≥ ε
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Theo giả thiết, ta giả sử họ {Txλ}λ∈Λ là hội tụ theo chuẩn trong H tới
một giới hạn y. Khi đó theo bổ đề trên

ε ≤ ||(I − Pλ)Txλ|| ≤ ||(I − Pλ)(Txλ − y)|| + ||(I − Pλ)(y)||

≤ ||Txλ − y|| + ||(I − Pλ)y|| −→ 0

Đây là một mâu thuẫn. Vậy ||PλT − T || → 0.

Nhận xét 2.2.4. Lớp toán tử thỏa mãn định lý trên gọi là lớp toán tử
compact, kí hiệu là Bo(H), để ngụ ý rằng đây là các toán tử triệt tiêu ở
vô hạn. Bo(H) là một idean tự liên hợp, đóng theo chuẩn trong B(H).
Mặc dù I /∈ Bo(H) khi H có vô hạn chiều, nhưng Bo(H) có phần tử đơn
vị xấp xỉ bao gồm các phép chiếu có hạng hữu hạn [Xem chứng minh
(v)⇒(i)].

2.2.2 Tính chất của toán tử compact

Bổ đề 2.2.5. Một toán tử chéo hóa được T thuộc B(H) là compact khi
và chỉ khi các giá trị riêng {λj | j ∈ J} của T tương ứng với cơ sở trực
chuẩn {ej | j ∈ J} phụ thuộc vào Co(J), trong đó Co(J) là tập các hàm
trên J triệt tiêu tại vô cùng.

Chứng minh. Giả sử toán tử chéo hóa được T thuộc B(H) là compact.
Ta có
Tx =

∑
λj < x, ej > ej với mọi x thuộc H.

Nếu T ∈ Bo(H) và ε > 0, đặt Jε = {j ∈ J | |λj| ≥ ε}.
Nếu Jε có vô hạn phần tử thì họ {ej}j∈Jε

hội tụ yếu tới 0, với mọi tập sắp
thứ tự tốt của Jε. Điều trên có được là do BĐT Parseval và < ej, x >→ 0.
Do đó ||Tej|| = |λj| ≥ ε, j ∈ Jε. Điều này mâu thuẫn với (ii) trong định
lý (2.2.3). Vậy Jε là hữu hạn với mỗi ε > 0, có nghĩa là λj triệt tiêu tại
vô cùng.
Ngược lại nếu Jε hữu hạn với mỗi ε > 0. Đặt:

Tε =
∑

j∈Jε

λj < ., ej > ej

Khi đó Tε có hạng hữu hạn và

||(T −Tε)x||
2 = ||

∑

j /∈Jε

λj < x, ej > ej||
2 =

∑

j /∈Jε

|λj|
2| < x, ej > |2 ≤ ε2||x||2
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Từ đó ||T − Tε|| ≤ ε. Suy ra T ∈ Bo(H) (theo định lý (2.2.3)(i)).

Bổ đề 2.2.6. Nếu x là một vectơ riêng của toán tử chuẩn tắc T thuộc
B(H), λ là giá trị riêng tương ứng, thì x là một vectơ riêng của T ∗ với
giá trị riêng λ. Các vectơ riêng của T tương ứng các giá trị riêng khác
nhau là trực giao.

Chứng minh. Cho x là một vectơ riêng của toán tử chuẩn tắc T thuộc
B(H), λ là giá trị riêng tương ứng. Toán tử T − Iλ là chuẩn tắc và toán
tử liên hợp của nó là T ∗ − λI. Ta có:

||(T ∗ − λI)x|| = ||(T − λI)x|| = 0

Do vậy x cũng là một vectơ riêng của T ∗ ứng với giá trị riêng λ. Xét
hai giá trị riêng λ 6= µ của T , giả sử λ 6= 0. Gọi x là vectơ riêng ứng với
giá trị riêng λ, tức Tx = λx. Gọi y là vectơ riêng ứng với giá trị riêng µ,
tức Ty = µy. Ta có:

< x, y >= λ−1 < Tx, y >= λ−1 < x, T ∗y >= λ−1 < x, µy >= λ−1µ < x, y >

Do đó < x, y >= 0 hay x⊥y.

Bổ đề 2.2.7. Mỗi toán tử compact, chuẩn tắc T trên không gian Hilbert
phức H có một giá trị riêng λ với |λ| = ||T ||.

Chứng minh. Cho U là hình cầu đơn vị của H. Ta đã biết T : U → H
là liên tục chuẩn-yếu. Do đó nếu xi hội tụ yếu tới x trong U thì:

| < Txi, xi > − < Tx, x > | = | < T (xi − x), xi > + < Tx, xi − x > |

≤ ||T (xi − x)|| + | < Tx, xi − x > | → 0.

Do vậy hàm x → | < Tx, x > | liên tục yếu trên U . Vì U là compact
yếu nên hàm < Tx, x > đạt cực đại và cực đại đó là ||T ||. Tức là
| < Tx0, x0 > | = ||T || với x0 nào đó trong U. Suy ra:

||T || = | < Tx0, x0 > | ≤ ||Tx0||||x0|| ≤ ||T ||

Do vậy | < Tx0, x0 > | = ||Tx0||||x0||. Điều này xảy ra khi Tx0 = λx0,
với λ nào đó. Vậy |λ| = ||T ||.
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Định lý 2.2.8. Mỗi toán tử compact, chuẩn tắc T trên không gian
Hilbert phức H là chéo hóa được và các giá trị riêng của nó triệt tiêu tại
vô cùng.

Ngược lại, mỗi toán tử như vậy đều chuẩn tắc và compact.

Chứng minh. Ta chỉ cần chỉ ra rằng mỗi toán tử compact, chuẩn tắc T
là chéo hóa được. Khi đó, theo bổ đề (2.2.5) ta có các giá trị riêng của
T triệt tiêu tại vô cùng.

Ngược lại, cho toán tử chéo hóa được T có các giá trị riêng triệt tiêu tại
vô cùng. Khi đó T có họ gồm các vectơ riêng trực giao. Ta gọi họ có cực
đại phần tử là {ej | j ∈ J} và các giá trị riêng tương ứng là {λj | j ∈ J}.
Đặt P là phép chiếu lên không gian con span{ej | j ∈ J}. Với mỗi x
thuộc H, ta có:

TPx = TΣ < x, ej > ej = Σ < x, ej > λjej = Σ < x, λjej > ej

= Σ < x, T ∗ej > ej = Σ < Tx, ej > ej = PTx

Do vậy T và P là giao hoán và toán tử (I − P )T chuẩn tắc, compact.
Nếu P 6= I thì có hai trường hợp xảy ra

• Nếu (I − P )T = 0 thì tồn tại vectơ đơn vị e0 ∈ (I − T )H là vectơ
riêng của T .

• Nếu (I − P )T 6= 0 thì theo Bổ đề (2.2.7) tồn tại vectơ đơn vị e0 ∈
(I − P )H với Te0 = λe0 và |λ| = ||(I − P )T || .

Cả hai trường hợp trên đều mâu thuẫn với việc chọn họ {ej |∈ J} là cực
đại. Vậy P = I và toán tử T là compact và chuẩn tắc.

2.2.3 Toán tử hạng một

Định nghĩa 2.2.9. Cho x, y thuộc H. Kí hiệu x � y là toán tử hạng
một trong B(H) được xác định bởi:

x� y : H →H

z 7→(x� y)z =< z, y > x
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Nhận xét 2.2.10. Ánh xạ (x, y) → x � y là một nửa song tuyến tính từ
H ×H vào Bf(H). Nếu ||e|| = 1 thì e� e là phép chiếu một chiều từ H
lên Ce. Mỗi toán tử chuẩn tắc, compact T trên H đều có

T = Σλjej � ej

với cơ sở trực chuẩn {ej | j ∈ J} của H.
Tổng trên hội tụ theo chuẩn, bởi vì tập J0 = {j ∈ J | λj 6= 0} là hữu
hạn hoặc vô hạn đếm được, trong trường hợp vô hạn đếm được dãy
{λj | j ∈ J0} hội tụ tới 0.

2.2.4 Đại số Calkin

Định nghĩa 2.2.11. Do B0(H) là idean con đóng trong B(H) nên
B(H)/B0(H) là đại số Banach với chuẩn thương và được gọi là Đại
số Calkin. Nếu S và T thuộc B(H) và S−T ∈ B0(H), ta nói S là nhiễu
compact của T . Nghĩa là S và T có cùng hình ảnh trong Đại số Calkin.

Toán tử T thuộc B(H) được gọi là có đối hạng (co-rank) hữu hạn
nếu dim((T (H))⊥) <∞.

Định lý 2.2.12. (Định lý Atkinson)
Cho toán tử T thuộc B(H) , các điều kiện sau là tương đương:
(i) Tồn tại duy nhất một toán tử S thuộc B(H) thỏa mãn ST và TS

tương ứng là các phép chiếu lên (kerT )⊥ và lên (kerT ∗)⊥, cả hai phép
chiếu có co-rank hữu hạn.
(ii) Với S nào đó trong B(H), cả hai toán tử ST − I và TS − I là
compact.
(iii) Hình ảnh của T là khả nghịch trong Đại số Calkin B(H)/B0(H).
(iv) Cả kerT và kerT ∗ là các không gian con hữu hạn chiều và T (H)
đóng.

Chứng minh. Rõ ràng (i)⇒(ii) và (ii)⇔(iii).
(ii)⇒(iv). Giả sử dãy {xn} là trực giao trong kerT . Đặt U = ST − I

thuộc B0(H), ta có Uxn = −xn với mọi n. Hơn nữa xn hội tụ yếu tới 0
nên ||Uxn|| → 0. Điều này mâu thuẫn. Vậy kerT có hữu hạn chiều.
Thay T bởi T ∗ ta được kerT ∗ hữu hạn chiều.

Ta chứng minh T (H) là đóng. Sử dụng Định lý (2.2.3)(i), chọn toán
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tử V thuộc Bf(H) thỏa mãn ||U − V || ≤ 1
2 . Khi đó với mỗi x thuộc V,

ta có

||S|| ||Tx|| ≥ ||STx|| = ||(I + U)x|| ≥ ||x|| − ||Ux|| ≥
1

2
||x||

Từ đó T |kerV bị chặn dưới bởi giá trị dương hay X = T (kerV ) là đóng.
Mặt khác ta có kerV ∗ = (V (H))⊥. Do V có hạng hữu hạn nên kerV =

(V ∗(H))⊥.
Do đó η = T ((kerV )⊥) = T (V ∗(H)) có hữu hạn chiều.
Với Q là một phép chiếu từ H lên X, ta có Q(η) có hữu hạn chiều nên
Q(η) đóng. Từ đó

X + η = Q−1(Q(η))

là không gian con đóng của H. Mà T (H) = X + η nên T (H) là đóng.
(iv)⇒(i). Ta có toán tử T |(kerT )⊥ là đơn ánh, bị chặn từ một không gian
Hilbert lên không gian Hilbert T(H). Do đó tồn tại toán tử nghịch đảo
bị chặn S.
Ta thác triển S thành một toán tử trên B(H) bằng cách đặt S = 0 trên
(T (H))⊥. Do vậy TS là phép chiếu từ H lên T (H) = (kerT ∗)⊥ và ST là
phép chiếu lên (kerT )⊥. Cả hai phép chiếu này đều có co-rank hữu hạn
bởi giả thiết. Rõ ràng S là duy nhất.

2.2.5 Toán tử Fredholm

Định nghĩa 2.2.13. Các toán tử thỏa mãn các điều kiện của Định lý
Atkinson được gọi là các toán tử Fredholm. Lớp toán tử này được kí
hiệu là F (H).

Với mỗi T thuộc F(H), ta định nghĩa index của T là

indexT = dim(kerT ) − dim(kerT ∗)

Ta chọn S và T như trong Định lý Atkinson(i), và đặt ST = I − P,

TS = I − Q. Khi đó P và Q là các phép chiếu lên kerT và kerT ∗, hiển
nhiên các phép chiếu này có hạng hữu hạn. Đặt:

indexT = rP − rQ

Từ Định lý Atkinson(iii), ta có tích của các toán tử Fredholm lại là toán
tử Fredholm. Hơn nữa tích RT thuộc F(H) nếu T thuộc F (H) và R song
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ánh trong B(H). Lại do R là song ánh nên:

indexRT = indexTR = indexT

Rõ ràng T ∗ ∈ F (H) nếu T ∈ F (H) và indexT ∗ = −indexT .
Cuối cùng phép khả nghịch một phần từ S tới T trong Định lý Atkin-
son(i) là toán tử Fredholm với indexS = −indexT .

Với mỗi n ∈ Z, ta định nghĩa tập:

Fn(H) = {T ∈ F (H) | indexT = n}

Các tập này đều không rỗng. Và ta có các bổ đề sau.

Bổ đề 2.2.14. Nếu A thuộc Bf(H) thì I + A thuộc F0(H).

Bổ đề 2.2.15. Nếu A ∈ B0(H) và T ∈ F0(H) thì T + A ∈ F0(H).

Bổ đề 2.2.16. Nếu A ∈ B0(H) và λ ∈ C − {0} thì hoặc λI − A khả
nghịch trong B(H) hoặc λ là giá trị riêng của A với số bội hữu hạn. Hơn
nữa λ cũng là giá trị riêng của A∗ với cùng bội trên.

Chú ý 2.2.17. Các kết quả trên được biết như là "khả năng Fredholm".
Nó chỉ ra rằng phổ của một toán tử compact chứa 0 và các giá trị riêng.
Do đó λI − T là không khả nghịch với mọi λ thuộc phổ. Đặc biệt, phổ
này là một tập con đếm được của C với 0 là điểm có thể tụ được.

2.3 Vết

Phần này chúng tôi định nghĩa vết và nêu tính bất biến của nó, xây
dựng lớp toán tử vết và lớp toán tử Hilbert-Schmidt. Với tích phân của
một toán tử compact là vết của toán tử, từ đó hình thành các không
gian khả tích cấp p (1 ≤ p < ∞). Để tìm sự tương tự giữa lý thuyết
của các hàm và lý thuyết của các toán tử trên không gian Hilbert phức
H, phần 2.1 đã đề cập rằng:

• Bf(H) tương ứng các hàm liên tục có giá compact.

• B0(H) tương ứng các hàm liên tục triệt tiêu tại vô cùng.

• Lớp B(H) thể hiện cả hai vai trò: đôi khi B(H) tương tự như tập tất
cả các hàm liên tục bị chặn và đôi khi B(H) tác động như là L∞.
Cách tác động thứ hai ở trên giả thiết tồn tại như là một sự tương
tự từ H vào độ đo Lebesgue.
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2.3.1 Định nghĩa vết

Định nghĩa 2.3.1. Cho {ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chuẩn trong
không gian Hilbert phức H. Với mỗi toán tử dương T thuộc B(H), ta
định nghĩa vết của T , ký hiệu là tr(T), bởi:

tr(T ) =
∑

< Tej, ej >

có giá trị trong [0,+∞].

Nhận xét 2.3.2. Với mỗi T thuộc B(H) ta có tr(T ∗T ) = tr(TT ∗).

Chứng minh. Mỗi i, j ta có

< Tei, ej >< ej , T ei >=< T ∗ej, ei >< ei, T
∗ej >

có giá trị lớn hơn hoặc bằng 0.
Lấy tổng vế trái theo j và vế phải theo i, ta có:

∑

j

〈< Tei | ej > ej , T ei〉 = < Tei, T ei >=< T ∗Tei, ei >

∑

i

〈< T ∗ej , ei > ei, T
∗ej〉 = < T ∗ej, T

∗ej >=< TT ∗ej , ej >

Với từng hạng tử dương, hai tổng trên không phụ thuộc vào thứ tự các
hạng tử. Do đó

tr(T ∗T ) =
∑

i

< T ∗Tei, ei >=
∑

j

< TT ∗ej , ej >= tr(TT ∗)

.

Nhận xét 2.3.3. Nếu U là unitar và T ≥ 0 thì

tr(UTU ∗) = tr(T )

Đặc biệt định nghĩa vết không phụ thuộc vào việc chọn cơ sở. Do đó
||T || ≤ tr(T ).

Nhận xét 2.3.4. Nếu T thuộc B(H) thỏa mãn tr(|T |p) < ∞ với p > 0
nào đó, thì T là compact.
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Chứng minh. Cho {ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chẩn của H và ε > 0,
có một tập con hữu hạn λ của J thỏa mãn

∑
j /∈λ

< |T |pej, ej >< ε.

Đặt Pλ là phép chiếu từ H lên span{ej | j ∈ λ} = {
∑
j∈λ

cjej|cj ∈ C}. Ta

có:

|||T |p/2(I − Pλ)||
2 = ||(I − Pλ)|T |

p(I − Pλ)||

≤ tr((I − Pλ)|T |
p(I − Pλ)) < ε

Do ε nhỏ tùy ý nên ||T ||p/2(I − Pλ)|| = 0. Theo Định lý Atkinson ta
có |T |p/2 ∈ B0(H). Với cơ sở trực chuẩn phù hợp (ta vẫn ký hiệu là
{ej | j ∈ J}. Theo Định lý (2.2.8) ta có:

|T |p/2 = Σλjej � ej

và {λj} triệt tiêu tại vô cùng. Do p nguyên nên |T | = Σλ
2/p
j ej � ej. Từ

đó |T | ∈ B0(H). Từ phép phân tích cực T = U |T | ta có T ∈ B0(H) hay
T compact.

2.3.2 Lớp toán tử vết và lớp toán tử Hilbert-Schmidt

Định nghĩa 2.3.5. Ta định nghĩa lớp toán tử vết:

B1(H) = span{T ∈ B0(H) | T ≥ 0, tr(T ) <∞}

và lớp toán tử Hilbert-Schmidt:

B2(H) = {T ∈ B0(H) | tr(T ∗T ) <∞}

Ta có tr(T1 + T2) = tr(T1) + tr(T2) và tr(αT ) = αtr(T ) với mọi toán tử

dương T1 và T2 và mỗi α ≥ 0. Với mỗi T thuộc B1(H), ta có T =
3∑

k=0

ikTk,

Tk ≥ 0 . Do đó tr(T ) =
3∑

k=0

iktr(Tk) thác triển hàm vết thành một phiếm

hàm tuyến tính trên B1(H).
Từ nay ta có thể sử dụng hàm vết vào bất kỳ toán tử nào trong tập

B(H)+ + B1(H) (với α + ∞ = ∞, ∀α ∈ C). Cũng như các vectơ trong
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H, ta cũng có quy tắc hình bình hành đối với các toán tử trong B(H)
như sau

(S + T )∗(S + T ) + (S − T )∗(S − T ) = 2(S∗S + T ∗T ) (∗)

Từ đó suy ra

(S + T )∗(S + T ) ≤ 2(S∗S + T ∗S) (∗∗)

Bằng các tính toán đơn giản, ta có đẳng thức phân cực cho các toán tử
trong không gian Hilbert phức

4T ∗S =

3∑

k=0

ik(S + ikT )∗(S + ikT ) (∗ ∗ ∗)

Mệnh đề 2.3.6. Các lớp B1(H) và B2(H) là các idean tự liên hợp trong
B(H) và

Bf(H) ⊂ B1(H) ⊂ B2(H) ⊂ B0(H)

Chứng minh. Ta chứng minh B1(H) là idean tự liên hợp. Nếu T ≥ 0 với
tr(T ) <∞ và S ∈ B(H), ta có

4TS = 4T 1/2T 1/2S =

3∑

k=0

ik(S + ikI)∗T (S + ikI)

Với V = S + ikI, ta có:

tr(V ∗TV ) = tr(V ∗T 1/2T 1/2V ) = tr(T 1/2V V ∗T 1/2) ≤ ||V V ∗||tr(T )

Do đó TS ∈ B1(H). Do vậy B1(H) là idean phải tự liên hợp. Tương tự
ta sẽ có B1(H) là idean hai phía.
Với:

B1(H) = span{T ∈ B0(H) | T ≥ 0, tr(T ) <∞}

Ta sẽ chỉ ra rằng:

B1(H) = {T ∈ B(H) | tr(|T |) <∞}

Thực vậy, nếu |T | ∈ B1(H), từ sự phân tích cực T = U |T | thì theo chứng
minh trên ta có T ∈ B1(H). Ngược lại nếu T ∈ B1(H), |T | = U ∗T thì
|T | ∈ B1(H).
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Ta chứng minh B2(H) là idean tự liên hợp. Ta có B2(H) là không
gian con tuyến tính của B0(H). Từ nhận xét (2.3.2) ta có B2(H) là tự
liên hợp. Do B1(H) là idean trong B(H), theo định nghĩa của B2(H) ta
có ngay B2(H) là idean.

Ta cần chứng minh Bf(H) ⊂ B1(H) ⊂ B2(H) ⊂ B0(H).
Nếu T ∈ Bf(H) thì |T | là toán tử chéo hóa được có hạng hữu hạn. Do
đó T ∈ B1(H) và |T | ∈ B1(H). Vậy Bf(H) ⊂ B1(H).
Nếu T ∈ B1(H) thì

T ∗T = |T |2 = |T |1/2|T ||T |1/2 ≤ ||T |||T |

Suy ra tr(T ∗T ) <∞ hay T ∈ B2(H). Vậy B1(H) ⊂ B2(H).
Chứng minh B2(H) ⊂ B0(H) suy ngay từ định nghĩa của lớp B2(H).

Định lý 2.3.7. Idean B2(H) các toán tử Hilbert-Schmidt có dạng một
không gian Hilbert với tích trong:

< S, T >tr= tr(T ∗S), S, T ∈ B2(H)

.

Chứng minh. Với mọi S, T thuộc B2(H) thì T ∗S thuộc B1(H) hay
< S, T >tr< ∞. Do đó dạng nửa song tuyến tính < ., . >tr là một định
nghĩa đúng, tự liên hợp và dương. Hơn nữa, < ., . >tr đưa ra một tích
trong trên B2(H) bởi chuẩn−2 liên kết thỏa mãn:

||T ||22 = tr(T ∗T ) ≥ ||T ∗T || = ||T ||2

Kéo theo mọi dãy Cauchy {Tn} thuộc B2(H) với chuẩn ||.||2 sẽ hội tụ
theo chuẩn tới một toán tử T thuộc B0(H). Ta cần chứng minh Tn → T

theo chuẩn−2.
Với mỗi phép chiếu P lên một không gian con hữu hạn chiều của H ta
có

||P (T − Tn)||
2
2 = tr((T − Tn)

∗P (T − Tn)) = tr(P (T − Tn)(T − Tn)
∗P )

= lim
m
tr(P (Tm − Tn)(Tm − Tn)

∗P )

= lim
m
tr((Tm − Tn)

∗P (Tm − Tn))

≤ lim
m

sup tr((Tm − Tn)
∗(Tm − Tn)) = lim

m
sup ||Tm − Tn||

2
2
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Suy ra ||P (T − Tn)||2 ≤ lim
m

sup ||Tm − Tn||2.

Do P là phép chiếu tuỳ ý nên ||T − Tn||2 ≤ lim
m

sup ||Tm − Tn||2. Do vậy

T ∈ B2(H) và Tn → T theo chuẩn−2.

Bổ đề 2.3.8. Nếu T ∈ B1(H) và S ∈ B(H) thì

|tr(ST )| ≤ ||S||tr(|T |)

Chứng minh. Đặt T = U |T | là phân tích cực của T . Vì |T |1/2 ∈ B2(H)

nên (SU |T |1/2)∗ ∈ B2(H). Theo BĐT Cauchy-Schwarz đối với vết tr ta
có

|tr(ST )|2 = |tr(SU |T |1/2|T |1/2)|2 = |((|T |1/2) | (SU |T |1/2)∗)tr|
2

≤ |||T |1/2||22||.(SU |T |
1/2)∗||22 = tr(|T |).tr(|T |1/2U ∗S∗SU |T |1/2)

≤ tr(|T |).tr(||U ∗S∗SU |||T |) ≤ ||S||2.(tr(|T |))2

Bổ đề 2.3.9. Nếu S và T thuộc B2(H) thì

tr(ST ) = tr(TS)

Công thức trên vẫn đúng khi S ∈ B(H) và T ∈ B1(H).

Chứng minh. Nếu S, T ∈ B2(H) thì ta có

4tr(T ∗S) = Σiktr((S + ikT )∗(S + ikT ))

= Σiktr((S∗ + i−kT ∗)∗(S∗ + i−kT ∗))

= Σiktr((T ∗ + ikS∗)∗(T ∗ + ikS∗)) = 4tr(ST ∗)

Do đó tr(ST ) = tr(TS).
Giả sử S ∈ B(H) và T ∈ B1(H). Từ T ≥ 0 và chứng minh trên ta có

tr(ST ) = tr((ST 1/2)T 1/2) = tr(T 1/2(ST 1/2))

=tr((T 1/2S)T 1/2) = tr(T 1/2(T 1/2S)) = tr(TS)
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Định lý 2.3.10. Idean B1(H) của lớp các toán tử vết là một đại số
Banach với chuẩn

||T ||1 = tr(|T |), T ∈ B1(H)

Chứng minh. Rõ ràng ||.||1 là hàm thuần nhất trên B1(H) và là định
nghĩa đúng (vì ||.||1 ≥ ||.||). Để chứng minh tính nửa cộng tính dưới của
B1(H) ta lấy S và T thuộc B1(H) với phân tích cực S + T = W |S + T |
thì |S + T | = W ∗(S + T ). Theo Bổ đề (2.3.8) ta có

||S + T ||1 = tr(|S + T |) = tr(W ∗(S + T )) ≤ |tr(W ∗S)| + |tr(W ∗T )|

≤ ||W ∗||(tr(|S|) + tr(|T |)) ≤ ||S||1 + ||T ||1.

Tương ứng bất đẳng thức với phép phân tích cực ST = V |ST | ta có

||ST ||1 = tr(V ∗ST ) ≤ ||V ∗S||tr(|T |)

≤ |||S|||tr(|T |) ≤ tr(|S|)tr(|T |) = ||S||1||T ||1

Cuối cùng ta cần chứng minh B1(H) là không gian Banach. Cho {Tn}
là dãy Cauchy trong B1(H) với chuẩn−1. Rõ ràng dãy này hội tụ theo
chuẩn tới phần tử T ∈ B0(H). Với phân tích cực T − Tn = U |T − Tn| và
mỗi phép chiếu P hữu hạn chiều lên H ta có:

tr(P |T−Tn|) = tr|PU ∗(T−Tn)| = lim
m
tr(PU ∗(Tm−Tn)) ≤ lim

m
sup ||Tm−Tn||1

Do P bất kỳ nên với P = I ta có

||T − Tn||1 ≤ lim
m

sup ||Tm − Tn||1 → 0

Rõ ràng T ∈ B1(H) và Tn → T theo chuẩn-1. Vậy B1(H) là không gian
Banach.

Định lý 2.3.11. Dạng song tuyến tính

< S, T >= tr(ST )

thể hiện đầy đủ tính đối ngẫu giữa cặp không gian Banach B0(H) và
B1(H), giữa cặp không gian B1(H) và B(H). Tức là:
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(B0(H))∗ = B1(H) và (B1(H))∗ = B(H)

Chứng minh. (i) Trước hết ta chứng minh không gian B0(H) và B1(H)
đối ngẫu. Với mỗi T thuộc B1(H) xét phiếm hàm tuyến tính bị chặn
trên B0(H)

ϕT =< ., T >

Theo Bổ đề (2.3.9) ta có ||ϕT || ≤ ||T ||1 hay ϕT ∈ (B0(H))∗.
Ngược lại nếu ϕ ∈ (B0(H))∗, S ∈ B2(H) thì:

|ϕ(S)| ≤ ||ϕ||||S|| ≤ ||ϕ||||S||2

Do B2(H) là một không gian Hilbert nên có một phần tử duy nhất T
thuộc B2(H) thoả mãn:

ϕ(S) = tr(TS) = tr(ST )

với mọi S thuộc B2(H). Hơn nữa với mỗi phép chiếu P trên H có hạng
hữu hạn và với phép phân tích cực T = U |T |, ta có:

|tr(P |T |)| = |tr(PU ∗T )| = |ϕ(PU ∗)| ≤ ||ϕ||

Do P bất kỳ nên T ∈ B1(H) với ||T ||1 ≤ ||ϕ||.
Rõ ràng tương ứng ϕ↔ T là một song ánh đẳng cự. Từ đó (B0(H))∗ =
B1(H).

(ii) Bây giờ ta chứng minh (B1(H))∗ = B(H). Với mỗi S thuộc B(H),
xác định một phiếm hàm tuyến tính bị chặn:

ψS =< S, . >

trên B1(H). Theo Bổ đề (2.3.9) ta có ||ψS|| ≤ ||S|| hay ψS ∈ (B1(H))∗.
Ngược lại, nếu ψ ∈ (B1(H))∗, ta định nghĩa dạng nửa song tuyến tính
U trên H bởi:

U(x, y) = ψ(x� y), x, y ∈ H

trong đó x� y là toán tử hạng một. Ta có:

|x� y| = ((x� y)∗(x� y))1/2 = ((y � x)(x� y))1/2

= (||x||2y � y)1/2 = ||x||||y||(||y||−1y � ||y||−1y)
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U bị chặn bởi vì:

|U(x, y)| ≤ ||ψ||||x � y||1 = ||ψ||tr(|x� y|) = ||ψ||||x||||y||

Do đó có duy nhất toán tử S thuộc B(H) thoả mãn ||S|| ≤ ||ψ|| và
ψ(x� y) = U(x, y) =< Sx, y >.
Với mọi toán tử tự liên hợp T thuộc B1(H), có một dạng chéo hoá được
T = Σλjej � ej trong đó {ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chuẩn nào đó, λj

là giá trị riêng thực ứng với véctơ riêng ej và Σ|λj| = ||T ||1. Do vậy

ψ(T ) = Σλjψ(ej � ej) = Σλj(Sej � ej) = Σ < STej, ej >= tr(ST )

Từ B1(H) là tự liên hợp, công thức ψT = tr(ST ) đúng với mọi T thuộc
B1(H).
Vậy ta lại có một song ánh đẳng cự ψ ↔ S. Do vậy (B1(H))∗ = B(H).

2.3.3 Một dạng cụ thể của lớp toán tử Hilbert-

Schmidt

Nhận xét 2.3.12. Với mỗi cơ sở trực chuẩn {ej | j ∈ J} của H thì:

{ei � ej | (i, j) ∈ J2}

là tập các toán tử hạng một tạo thành một cơ sở trực chuẩn của B2(H).

Chứng minh. Từ (ei � ej)
∗ = (ej � ei) và (ei � ej)(ek � el) = δjk.(ei � el),

rõ ràng các toán tử {ei � ej} có dạng một tập trực giao trong B2(H).
Hơn nữa nếu T ∈ B2(H) thì:

< T, ei � ej >tr= tr((ej � ei)T ) = tr(ej � T ∗ei)

=
∑

l

< el, T
∗ei >< ej, el >=< Tej, ei >

Từ đó các phần tử trực giao với bao tuyến tính của các ei � ej là {0}
hay {ei � ej} là một cơ sở trực chuẩn của B2(H).
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Sau đây chúng tôi giới thiệu một trường hợp đặc biệt của lớp toán
tử Hilbert-Schmidt là không gian B2(L2(X)), với không gian Hilbert
tương ứng là L2(X). Ở đây X là một không gian Hausdorff compact
địa phương, L2(X) là không gian các hàm khả tích cấp 2 với tích phân
Radon

∫
trên X. Ta đã biết một tích phân Radon

∫
là một phiếm hàm

tuyến tính: ∫
: Cc(X) → R

dương, tức là f ≥ 0 kéo theo
∫
f ≥ 0.

Nếu
∫

x là một tích phân Radon trên X, thì có một tích phân Radon∫
x ⊗

∫
y trên X2 thỏa mãn:

∫

x

⊗

∫

y

f ⊗ g =

(∫

x

f

) (∫

y

g

)
, f ∈ Cc(X), g ∈ Cc(X)

trong đó f ⊗ g(x, y) = f(x)g(y) là tích tenxơ của hàm f và g. Ta xét
không gian Hilbert L2(X2) là không gian các hàm khả tích cấp 2 trên
X2 . Gọi {ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chuẩn của L2(X) thì tập các hàm
ei ⊗ ej(x, y) = ei(x).ej(y) trên X2 là một cơ sở trực chuẩn của L2(X2).
Do đó tồn tại một phép đẳng cự U từ L2(X2) lên B2(L2(X)) được xác
định bởi:

U(ei ⊗ ej) = ei � ej

Để nghiên cứu định lý sau, chúng tôi giới thiệu định lý Fubini.
Một hàm Borel f trên không gian tô pô X là một hàm nhận giá trị thực
f : X → R thỏa mãn: {f > t} là tập Borel trong X với mỗi t thuộc R

(hay f là hàm liên tục).
Định lý Fubini. Cho

∫
x và

∫
y là các tích phân Radon trên các không

gian Hausdorff compact địa phương X và Y. Nếu h là một hàm Borel trên
X × Y và h là khả tích với tích phân

∫
x ⊗

∫
y, thì hàm Borel y → f(x, y)

thuộc L1(Y ) với hầu hết x thuộc X. Trên hầu hết x thuộc X, hàm
x→

∫
y h(x, .) thuộc L1(X) với:

∫

x

∫

y

h =

∫

x

⊗

∫

y

h

Do đó, nếu h ∈ L1(X × Y ), các tích phân dưới đây đều tồn tại và bằng
nhau: ∫

x

∫

y

h =

∫

x

⊗

∫

y

h =

∫

y

∫

x

h
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.

Định lý 2.3.13. Với mỗi k thuộc L2(X2), toán tử tích phân Tk được xác
định bởi:

Tkf(x) =

∫

y

k(x, y)f(y), f ∈ L2(X)

là một toán tử Hilbert-Schmidt trên L2(X). Ánh xạ k → Tk là một đẳng
cấu từ L2(X2) lên B2(L2(X)) với chuẩn−2. Với k∗(x, y) = k(y, x), ta có
Tk∗ = T ∗

k . Do vậy Tk là tự liên hợp khi và chỉ khi kerTk (tức k) là đối
xứng liên hợp.
Ở đây ta hiểu một dạng nửa song tuyến tính b trên không gian Hilbert H
được gọi là đối xứng liên hợp (conjugate-symmetric) nếu b(y, x) = b(x, y)

với mọi x và y thuộc H.

Chứng minh. Nếu k thuộc L2(X2), ta chứng minh Tk là toán tử Hilbert-
Schmidt. Với mỗi cặp f, g thuộc L2(X) ta có:

∫

x

∫

y

|k(x, y)f(y)g(x)| =

∫

x

⊗

∫

y

|k||f ⊗ g| <∞

Từ định lý Fubini, toán tử Tk như trong giả thiết là thuộc B(L2(X)) với
||Tk|| ≤ ||k||2.
Ánh xạ k → Tk là phép đẳng cự từ L2(X2) lên B2(L2(X)). Vì nếu
{ej | j ∈ J} là một cơ sở trực chuẩn của L2(X) thì {ei � ej|(i, j) ∈ J2}
là một cơ sở trực chuẩn của B2(L2(X)) và {ei ⊗ ej|(i, j) ∈ J2} là một cơ
sở trực chuẩn của L2(X2). Do k ∈ L2(X2) nên k =

∑
cijei ⊗ ej , cij ∈ C,

là một tổng hữu hạn. Do đó:

Tkf = Σcij < f, ej > ei = (Σcijei � ej)f = (U(k))f

với U(ei⊗ej) = ei�ej. Do tính liên tục ta có Tk = U(k) với mỗi k thuộc
L2(X2). Từ đó ánh xạ U : k → Tk là một phép đẳng cự.
Đẳng thức Tk∗ = T ∗

k dễ dàng chứng minh được từ k = Σαijei ⊗ ej.

Nhận xét 2.3.14. Cho phương trình tích phân Fredholm:
∫

y

k(x, y)f(y)− λf(x) = g(y)
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ở đó g thuộc L2(X), k là một hàm đối xứng liên hợp trong L2(X2) và
số λ cho trước. Theo Định lý (2.2.8) chúng ta tìm được một cơ sở trực
chuẩn {ej | j ∈ J} của L2(X) sao cho: Tk = Σλjej � ej với λj ∈ R và
Σ|λj|2 = ||k||22 (Đẳng thức Paseval).
Nếu λ 6= λj với mọi j, thì nghiệm phương trình tích phân trên là duy
nhất và được cho bởi:

f = Σ(λj − λ)−1 < g, ej > ej

Nhận xét 2.3.15. Một ứng dụng của lớp toán tử Hilbert-Schmidt là bài
toán Sturm-Liouville. Sau đây chúng tôi đề cập (không chứng minh)
những kết quả chính của bài toán này.

Trên đoạn V = [a, b], p, q, h là các hàm giá trị thực liên tục, p > 0

và λ ∈ R, ta có các phương trình:

(pf
′

)
′

+ qf = 0 (2.1)

(pf
′

)
′

+ qf = λf (2.2)

(pf
′

)
′

+ qf = λf + h (2.3)

Phương trình thuần nhất (2.1) có không gian nghiệm hai chiều được tổ
hợp tuyến tính bởi, chẳng hạn u và v, với u và v thoả mãn điều kiện
biên:

αu(a) + βp(a)u
′

(a) = 0

γv(b) + δp(b)v
′

(b) = 0

với các số α, β, γ, δ cho trước. Hơn nữa p(uv
′

− u
′

v) = c với c cố định
khác không nào đó. Ta định nghĩa hàm Green bởi:

g(x, y) =





c−1u(x)v(y) với a ≤ x ≤ y ≤ b

c−1u(y)v(x) với a ≤ y ≤ x ≤ b

với Tg là toán tử Hilbert-Schmidt trên L2(V ) được xác định trong Định
lý (2.3.13).
Với mỗi h ∈ L2(V ), hàm f = Tgh là nghiệm duy nhất của (2.3). Khi
λ = 0, hàm f = Tgh thoả mãn điều kiện biên (E):

αf(a) + βp(a)f
′

(a) = γf(b) + δp(b)f
′

(b) = 0
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Theo Định lý (2.3.13) thì với g∗(x, y) = g(y, x), ta có Tg∗ = T ∗
g . Lại do

k là đối xứng liên hợp nên g(y, x) = g(x, y) với mọi x, y thuộc V. Vậy
g∗ = g trên V 2 hay Tg = T ∗

g .
Theo Định lý (2.2.8), có một cơ sở trực chuẩn {en | n ∈ N} của L2(V )

sao cho:
Tg = Σλnen � en

trong đó {λn} ⊂ R − {0}, Σ|λn|
2 = ||g||22.

Do vậy nghiệm của (2.2) thoả mãn điều kiện biên (E) tồn tại khi và chỉ
khi λ = λ−1

n với n nào đó. Khi đó nghiệm của (2.2) là en.
Với λ = λ−1

n (n nào đó), nghiệm của (2.3) thoả mãn (E) chỉ dương nếu
h⊥en. Còn với λ 6= λn với mọi n, thì nghiệm của (2.3) thoả mãn điều
kiện (E) luôn luôn dương.
Trong cả hai trường hợp trên, nghiệm của (2.3) là

f = Σλn(1 − λλn)
−1 < h, en > en.

2.3.4 Tích phân của toán tử compact

Với mỗi p thỏa mãn 1 ≤ p <∞, ta đặt:

Bp(H) = {T ∈ B0(H) | tr(|T |p) <∞}

thì Bp(H) là không gian Banach với p-chuẩn.

||T ||p = (tr(|T |p))1/p , T ∈ Bp(H).

Do có sự tương tự giữa lý thuyết của các hàm và lý thuyết của các toán
tử trên không gian Hilbert phức H: B0(H) tương ứng các hàm liên tục
triệt tiêu tại vô cùng, vết trên B0(H) tương ứng một phiếm hàm tuyến
tính dương trên không gian các hàm liên tục triệt tiêu tại vô cùng; nên
các không gian Bp(H), 1 ≤ p < ∞, thể hiện tương tự như không gian
các hàm khả tích cấp p, với vết của một toán tử compact là một tích
phân.
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Chương 3

Xây dựng không gian Lp

cho đại số von Neumann

với vết chuẩn tắc chính

xác nửa hữu hạn

Trong chương này chúng ta (Edward Nelson) xây dựng các không
gian Lp(1 ≤ p < ∞) theo vết của đại số von Neumann trên không gian
Hilbert H. Đại số trên không giao hoán, do đó nội dung của chương này
chính là lý thuyết về tích phân không giao hoán.

3.1 Đại số von Neumann

Cho H là không gian Hilbert, B(H) là đại số các toán tử bị chặn trên
H.

Định nghĩa 3.1.1. Cho A là một đại số con của B(H). A được gọi là
đại số von Neumann nếu:

• A đóng với phép liên hợp, tức là nếu a ∈ A thì a∗ ∈ A
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• I ∈ A

• A đóng trong tôpô toán tử yếu.

Như vậy đại số von Neumann là một C∗−đại số.
Tập A

′

gọi là tập giao hoán của đại số von Neumann A nếu:

A
′

= {b ∈ B(H) | ab = ba, ∀a ∈ A}

Dễ thấy A
′

là một đại số von Neumann.
Đặt A

′′

= (A
′

)
′

thì A
′′

cũng là một đại số von Neumann. Ta có định lý
sau.

Định lý 3.1.2. (Double commutant theory) Nếu A là đại số von Neu-
mann thì A

′′

= A.

Chứng minh. Cho số tự nhiên dương n.
Đặt Ĥ = H ⊕H ⊕ ...⊕H, n lần. Khi đó mỗi phần tử của B(Ĥ) là một
ma trận (bij) với các phần tử trong B(H).
Với mỗi a ∈ A, đặt â = (δija)n×n trong đó:

δij =





1 nếu i = j

0 nếu i 6= j.

Gọi Â là tập các phần tử â. Khi đó Â là đại số von Neumann. Ta nhận
thấy (bij)n×n thuộc Â

′

khi và chỉ khi bij thuộc A
′

với mọi i, j = 1, ..., n.
Từ đó nếu s ∈ A

′′

thì ŝ = (δijs)n×n ∈ Â
′′

.
Đặt ψ = ψ1 ⊕ ψ2 ⊕ ... ⊕ ψn thuộc Ĥ. Gọi e là phép chiếu vuông góc

lên bao đóng của Âψ, ở đây Âψ ∈ Ĥ. Khi đó e ∈ Â
′

và bao đóng của
Âψ bất biến đối với ŝ khi s ∈ A

′′

, tức là ŝ(Âψ) = Âψ khi s ∈ A
′′

. Do
ψ ∈ Âψ, hay ŝψ ∈ Âψ, nên với mọi ε > 0, tồn tại t ∈ A thỏa mãn:

||ŝψ − t̂ψ|| ≤ ε hay Σ||sψi − tψi||
2 ≤ ε2

Chứng tỏ A trù mật trong A
′′

theo tôpô toán tử mạnh. Tức A trù mật
trong A

′′

theo tôpô toán tử yếu. Do vậy A
′′

= A.

Nhận xét 3.1.3. Nếu a thuộc A thì a∗a là toán tử tự liên hợp.
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Theo Định lý 1.5.16, có một toán tử dương duy nhất |a| thuộc A với
|a| = (a∗a)1/2 và có một phép đẳng cự một phần duy nhất u thuộc A với
u|a| = a.

Đặt R(a) là phép chiếu lên bao đóng của miền giá trị của a. N(a) là
phép chiếu lên không gian không của a, tức là không gian
{x ∈ H | ax = 0}. Dễ thấy:

a = u|a|, a∗ = u∗|a∗|

u∗u = R(a∗) = N(a)⊥ (3.1)

uu∗ = R(a) = N(a∗)⊥ (3.2)

trong đó với mỗi phép chiếu p đặt p⊥ = I − p, các toán tử đều thuộc A.
Hai phép chiếu p và q thuộc A gọi là tương đương, kí hiệu p ∼ q, nếu

tồn tại v ∈ A với v∗v = p, vv∗ = q. Do đó nếu a ∈ A thì R(a) ∼ R(a∗).
Ta kí hiệu p < q nếu p tương đương với một phép chiếu con của q.

Nếu p và q là các phép chiếu trong A thì:

N(pq⊥) = q + p⊥ ∧ q⊥ = (p ∨ q − q)⊥

N(q⊥p) = p⊥ + p ∧ q = (p− p ∧ q)⊥

R(q⊥p) = p ∨ q − q

R(pq⊥) = p− p ∧ q.

Do pq⊥ = (q⊥p)∗ nên

p ∨ q − q ∼ p− p ∧ q. (3.3)

Nếu k và p là các phép chiếu trong A với k ∧ p = 0 thì k⊥ ∨ p⊥ = I.
Do đó k = k⊥ ∨ p⊥ − k⊥ ∼ p⊥ − k⊥ ∧ p⊥. Do vậy:

k < p⊥ nếu k ∧ p = 0

Nếu a thuộc A và p là một phép chiếu trong A. Đặt:

pa = N(p⊥a)
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Rõ ràng apa = papa, ở đây pa là phép chiếu lớn nhất với tính chất này. Ta
có p⊥a = R(a∗p⊥) ∼ R(p⊥a), p⊥a là một phép chiếu con của R(p⊥) = p⊥.
Do vậy:

apa = papa, p⊥a < p⊥ (3.4)

pa∗a = pa∗ap, pa∗ < p⊥. (3.5)

3.2 Hàm vết trên đại số von Neumann

Định nghĩa 3.2.1. Cho A là một đại số von Neumann trong B(H),
A+ = {a ∈ A : a ≥ 0}. Cho ánh xạ: τ : A+ → [0,∞] thỏa mãn với mọi
a, b ∈ A+, λ ≥ 0 thì:

τ(a+ b) = τ(a) + τ(b); a, b ∈ A+, (3.6)

τ(λa) = λτ(a); a ∈ A+, λ ≥ 0, (3.7)

τ(a∗a) = τ(aa∗); a ∈ A, (3.8)

(qui ước 0.∞ = 0). Hơn nữa nếu u là một unitar thì τ(uau−1) = τ(a)

với mọi a thuộc A+. Khi đó τ gọi là vết của đại số A.
Nếu τ(a) <∞ với mọi a thuộc A+ thì τ gọi là vết hữu hạn.
Nếu τ(a) = sup{τ(b) | b ≤ a, τ(b) <∞} thì τ gọi là vết nửa hữu hạn.
Nếu τ(a) = 0 và a ≥ 0 mà suy ra a = 0 thì gọi là vết chính xác.
Vết τ gọi là chuẩn tắc (nomal) nếu τ(a) = sup

α
τ(aα) trong đó aα là dãy

các toán tử tăng tới a trong A+.

Định nghĩa 3.2.2. Một vết chuẩn tắc, chính xác, nửa hữu hạn trên A

là một hàm τ : A+ → [0,∞] thỏa mãn (3.6), (3.7), (3.8) và:

Nếu aα ↑ a trong A+ thì τ(aα) ↑ τ(a), (3.9)

Nếu τ(a) = 0 thì a = 0, a ∈ A+, (3.10)

và với mọi a ∈ A+, tồn tại dãy aα ∈ A+ với aα ↑ a và τ(aα) <∞.

(3.11)

(aα ↑ a nghĩa là dãy aα hội tụ tăng tới a trong tô pô toán tử mạnh).
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Nhận xét 3.2.3. Theo (3.8) τ(p) = τ(q) khi p ∼ q.
Theo (3.3) thì τ(p∨ q) ≤ τ(p)+ τ(q) với mọi phép chiếu p và q thuộc A.
Bằng quy nạp ta có τ(∨pα) ≤ Στ(pα) với hữu hạn phép chiếu pα thuộc
A. Nếu pα là họ các phép chiếu bất kỳ của A và các hợp hữu hạn của
chúng là một dãy tăng thì chuyển qua giới hạn công thức trên ta có:

τ(∨pα) ≤ Στ(pα)

Dấu "=" xảy ra khi các pα là trực giao tương hỗ (mutually orthogonal),
tức là pα.pβ = 0 với mọi α khác β ( hay pα(H)⊥pβ(H) ).

Trên đại số von Neumann bất kỳ luôn tồn tại một vết chuẩn tắc chính
xác nửa hữu hạn.

Ví dụ 3. Trên không gian xác suất (Ω,A, P ) ký hiệu

L2(P ) = {f : E|f |2 <∞}

và tích vô hướng trong L2(P ) : < f, g >= Ef.g. Kí hiệu

L∞(P ) = {f : Ω → C | P ({w : |f(w)| < m}) = 1}

với m nào đó. Với mọi f ∈ L∞(P ) ta xét ánh xạ

Tf : L2(P ) → L2(P )

g 7→ fg

Xét A = {Tf : f ∈ L∞(P )} ⊂ B(L2(P )). Khi đó A là một đại số von
Neumann và đại số này là đại số giao hoán.
Trên A ta xây dựng hàm τ như sau

τ(Tf) =

∫

Ω

fdP = Ef

Ta có Tf khả nghịch khi và chỉ khi tồn tại n > 0 sao cho
P ({|f(w)| > n}) = 1 và (Tf)−1 = Tf .
Nếu Ef = 0, f ≥ 0 thì f = 0. Vậy τ là vết chính xác.
Khi Tfα ↑ Tf hay fα ↑ f thì Efα ↑ Ef hay τ(Tfα) ↑ τ(Tf). Vậy τ là
vết chuẩn tắc.
Do đó τ là vết chuẩn tắc chính xác nửa hữu hạn trên đại số von Neumann
A.
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Cuối cùng từ (3.4) và tính chính xác của τ (3.10), nếu k là một phép
chiếu trong A thỏa mãn: với mọi ε > 0, có một phép chiếu p trong A với
k ∧ p = 0 và τ(p⊥) ≤ ε, thì k=0. Nếu k1 và k2 là các phép chiếu trong A

thì áp dụng với k1 − k2, ta có:

k1 = k2 nếu với mọi ε > 0, tồn tại p: k1 ∧ p = k2 ∧ p, τ(p⊥) ≤ ε.

3.3 Sự hội tụ theo độ đo

Trong phần này, chúng ta giả thiết A là đại số von Neumann trên
không gian Hilbert H, với một vết chuẩn tắc chính xác nửa hữu hạn τ .
Dưới đây là một cách tiếp cận mới lý thuyết tích phân, trong đó ý tưởng
chủ đạo là chia không gian thành các mảng nhỏ, vấn đề phức tạp chỉ có
ở trường hợp tích phân không giao hoán (đối lập với thuyết tích phân
giao hoán thông thường).

Định nghĩa 3.3.1. Ta có các khái niệm sau:

1. Cho ε, δ > 0. Đặt:
N(ε, δ) = {a ∈ A | với phép chiếu p nào đó trong A, ||ap|| ≤ ε, và
τ(p⊥) ≤ δ}
Ta gán cho A một tôpô bất biến đối với phép tịnh tiến, ở đó N(ε, δ)
là một hệ cơ bản của các lân cận của 0. Ta gọi đó là tôpô độ đo của
A.
Trong A ta có các khái niệm sau:

2. Dãy {an} hội tụ theo độ đo đến a nếu an hội tụ tới a trong tôpô độ
đo của A, nghĩa là với mọi ε, δ > 0, tồn tại n0 > 0 sao cho với mọi
n > n0 thì an − a ∈ N(ε, δ).

3. Dãy {an} là Cauchy theo độ đo nếu với mọi ε, δ > 0, có n0 > 0 sao
cho với mọi m,n > n0 thì an − am ∈ N(ε, δ).

4. Ta nói rằng tập con S của A là bị chặn theo độ đo, nếu với mọi N
là lân cận của 0, tồn tại α > 0 thỏa mãn αS ⊂ N .
Từ αN(c, δ) = N(αc, δ), một tập con S của A là bị chặn theo độ
đo khi và chỉ khi với mọi δ > 0, tồn tại hằng số c < ∞ thỏa mãn
S ⊂ N(c, δ).
Tương tự, với ε, δ > 0. Đặt:
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O(ε, δ) = {ψ ∈ H | với phép chiếu p nào đó trong A, ||pψ|| ≤ ε, và
τ(p⊥) < δ}

Ta gán cho H một tô pô bất biến với phép tịnh tiến, trong đó O(ε, δ) là
hệ cơ bản của lân cận của 0. Ta gọi đó là tô pô theo độ đo của H. Các
khái niệm hội tụ theo độ đo, Cauchy theo độ đo và bị chặn theo độ đo
như định nghĩa trên.
Một tập con S của H là bị chặn theo độ đo khi và chỉ khi với mọi δ > 0,
tồn tại một hằng số c <∞ thỏa mãn S ⊂ O(c, δ).

Định lý 3.3.2. Cho Ã là mở rộng đầy đủ (completion) của A, và H̃ là
mở rộng đầy đủ của H. Các ánh xạ

A → A, a 7→ a∗ (3.12)

A × A → A, (a, b) 7→ a+ b (3.13)

A × A → A, (a, b) 7→ ab (3.14)

H ×H → H, (ψ, φ) 7→ ψ + φ (3.15)

A ×H → H, (a, ψ) 7→ aψ (3.16)

tương ứng có duy nhất một ánh xạ thác triển liên tục (continuous exten-
sion) Ã → Ã, Ã × Ã → Ã, Ã × Ã → Ã, H̃ × H̃ → H̃, Ã × H̃ → H̃.
Các ánh xạ (3.12), (3.13), (3.15) và các thác triển của chúng là liên tục
đều. Các ánh xạ (3.14), (3.16) và các thác triển tương ứng của chúng là
liên tục đều trên các tích của các tập bị chặn theo độ đo.

Chứng minh. Ta cần chứng minh các khẳng định sau

N(ε, δ)∗ ⊂ N(ε, 2δ)

N(ε1, δ1) +N(ε2, δ2) ⊂ N(ε1 + ε2, δ1 + δ2)

N(ε1, δ1)N(ε2, δ2) ⊂ N(ε1ε2, δ1 + δ2)

O(ε1, δ1) + O(ε2, δ2) ⊂ O(ε1 + ε2, δ1 + δ2)

N(ε1, δ1)O(ε2, δ2) ⊂ O(ε1ε2, 2δ1 + δ2)

Ta đặt tương ứng các khẳng định trên là (3.12’), (3.13’), (3.14’), (3.15’),
(3.16’).
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Rõ ràng nếu (3.12’), (3.13’), (3.15’) là đúng thì (3.12), (3.13), (3.15) là
các ánh xạ liên tục đều. Từ đó sự mở rộng liên tục là duy nhất và là liên
tục đều.
Nếu (3.15’) và (3.16’) là đúng, ta suy ra tính liên tục đều của (3.16) trên
tích các tập bị chặn theo độ đo. Ta nhớ lại dãy Cauchy theo độ đo là bị
chặn theo độ đo. Do vậy các ánh xạ (3.14) và (3.16) có các thác triển
liên tục là duy nhất và liên tục đều trên tích các tập bị chặn theo độ đo.
Từ (3.13’) và (3.14’) ta suy ra (3.14). Để chỉ ra tính liên tục đều của
(3.14) trên S1 × S2, ta cho ε, δ > 0 và cần chỉ ra ε1, δ1, ε2, δ2 > 0 thỏa
mãn nếu a ∈ S1, b ∈ S2 thì

ab− (a+N(ε1, δ1))(b+N(ε2, δ2)) ⊂ N(ε, δ)

Thực vậy, cho α1, α2 > 0 tồn tại c1, c2 <∞ thỏa mãn S1 ⊂ N(c1, α1) và
S2 ⊂ N(c2, α2). Do đó

ab− (a+N(ε1, δ1))(b+N(ε2, δ2))

⊂N(c1, α1)N(ε2, δ2) +N(c2, α2)N(ε1, δ1) +N(ε1, δ1)N(ε2, δ2)

⊂N(c1ε2, α1 + δ2) +N(ε1c2, δ1 + α2) +N(ε1ε2, δ1 + δ2)

⊂N(c1ε2 + ε1c2 + ε1ε2, α1 + α2 + 2δ1 + 2δ2)

⊂N(ε, δ)

ở đây ta chọn δ1, δ2 thỏa mãn α1 + α2 + 2δ1 + 2δ2 ≤ δ, và chọn ε1, ε2 > 0

sao cho c1ε2 + ε1c2 + ε1ε2 ≤ ε.
Như vậy thực chất của định lý này ta cần chứng minh (3.12’) đến (3.16’).

Ta chứng minh (3.12’). Cho a ∈ N(ε, δ). Tồn tại phép chiếu p ∈ A với
||ap|| ≤ ε và τ(p⊥) ≤ δ. Từ đó ||pap|| ≤ ε, do vậy ||pa∗p|| ≤ ε.
Lại do (3.4) nên a∗(p ∧ pa∗) = pa∗(p ∧ pa∗) = pa∗p(p ∧ pa∗). Do vậy
||a∗(p ∧ pa∗)|| ≤ ε và

τ((p ∧ pa∗)⊥) = τ(p⊥ ∨ p⊥a∗) ≤ τ(p⊥) + τ(p⊥a∗) ≤ 2τ(p⊥) ≤ 2δ

Vậy (3.12’) được chứng minh.
Ta chứng minh (3.13’) và (3.15’). Cho a ∈ N(ε1, δ1), b ∈ N(ε2, δ2) với

||ap|| ≤ ε1, τ(p
⊥) ≤ δ1, ||bq|| ≤ ε2, τ(q

⊥) ≤ δ2
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Từ đó (a+ b)(p ∧ q) = (ap+ bq)(p ∧ q). Do vậy

||(a+ b)(p ∧ q)|| ≤ ε1 + ε2 và τ((p ∧ q)⊥) = τ(p⊥ ∨ q⊥) ≤ δ1 + δ2

Do đó (3.13’) và (3.15’) được chứng minh.
Với ký hiệu tương tự,

ab(q ∧ pb) = apbq(q ∧ pb)

suy ra ||ab(q ∧ pb)|| ≤ ||ap||||bq|| ≤ ε1ε2 và τ((q ∧ pb)
⊥) ≤ δ1 + δ2. Vậy

(3.14’) được chứng minh.
Ta chứng minh (3.16’). Cho a ∈ N(ε1, δ1), ψ ∈ O(ε2, δ2) với ||qψ|| ≤

ε2, τ(q
⊥) ≤ δ2. Theo (3.12’), a∗ ∈ N(ε1, 2δ1). Từ đó tồn tại một phép

chiếu p ∈ A với ||a∗p|| ≤ ε1, τ(p
⊥) ≤ 2δ1. Do đó ||pa|| ≤ ε1.

Theo (3.11) thì qa∗a = qa∗aq nên

(p ∧ qa∗)aψ = (p ∧ qa∗)paqψ

||(p ∧ qa∗)aψ|| ≤ ||pa||||qψ|| ≤ ε1ε2

τ((p ∧ qa∗)⊥) ≤ (p⊥) + τ(q⊥) ≤ 2δ1 + δ2.

Vậy (3.16’) được chứng minh.

Định lý 3.3.3. (i) H và A là các không gian Hausdorff trong tôpô độ
đo.
(Do vậy ánh xạ tự nhiên của A vào Ã và H vào H̃ theo tôpô độ đo
là đơn ánh).

(ii) Nếu a thuộc Ã thì với mọi ε > 0, có một phép chiếu p thuộc A sao
cho ap thuộc A và τ(p⊥) ≤ ε.

Chứng minh. (i) Giả sử ψ ở trong mọi lân cận của 0 trong tôpô độ đo
của H. Khi đó với mỗi n, có một phép chiếu qn trong A với ||qnψ|| ≤ 2−n

và τ(q⊥n ) ≤ 2−n. Đặt
pn = ∧∞

k=nqk

Khi đó pn ∈ A, pnψ = 0 với mọi n, pn là dãy tăng và τ(p⊥n ) ≤ 2−n+1 ↓ 0.
Do vậy pn ↑ I và ψ = 0. Từ đó H là không gian Hausdorff trong tôpô
độ đo.
Tương tự nếu a ∈ A, a 6= 0 và a nằm trong mọi lân cận của 0 trong tôpô
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độ đo. Từ a 6= 0, tồn tại ψ 6= 0 trong H thỏa mãn aψ 6= 0. Nhưng theo
Định lý 3.3.2, aψ ở trong mọi lân cận của 0 trong tôpô độ đo của H,
nên aψ = 0. Điều mâu thuẫn này dẫn đến a=0 . Vậy A là không gian
Hausdorff trong tô pô độ đo.
(ii) Cho a thuộc Ã thì a là giới hạn của một dãy các phần tử của A. Ta
có thể viết:

a = a0 +
∞∑

k=1

ak với a0, ak ∈ A, ak ∈ N(2−k, 2−k)

Khi đó có các phép chiếu qk trong A với ||akqk|| ≤ 2−k, τ(q⊥k ) ≤ 2−k. Đặt

pn = ∧∞
k=nqk

thì pn ↑ I và τ(p⊥n ) ≤
∞∑

k=n

τ(q⊥k ) ↓ 0. Từ pn → I trong độ đo và từ Định

lý 3.3.2 ta có:

apn = a0pn +
∞∑

k=1

akpn

= a0pn +

n−1∑

k=1

akpn +

∞∑

k=n

akqkpn

Tổng
∞∑

k=n

akqkpn hội tụ theo chuẩn nên apn ∈ A. Vậy (ii) được chứng

minh.

Định nghĩa 3.3.4. Một toán tử A trên H (không cần bị chặn hay xác
định hầu khắp nơi) gọi là liên kết với A nếu Au = uA với mọi toán tử
unitar u trong tập giao hoán A

′

. Theo Định lý (3.3.5), một toán tử A
thuộc B(H) là liên kết với A khi và chỉ khi A thuộc A.
Với D(A) là miền xác định của một toán tử A, ta nêu không chứng minh
định lý sau:

Định lý 3.3.5. Cho A và B là các toán tử đóng liên kết với A. Giả sử
với mọi ε > 0, có một phép chiếu p thuộc A với τ(p⊥) ≤ ε sao cho: với
mỗi ψ thuộc D(A) mà cả ψ và Aψ thuộc miền giá trị của p, thì ψ thuộc
D(B) và Bψ = Aψ và ngược lại. Khi đó A = B. (Trường hợp riêng của
định lý này là nếu pH ∈ D(A) ∩D(B) và Ap = Bp thì A = B)
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Cho toán tử T thuộc B(H) có đồ thị là:

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )}

Bao đóng G(T ) của T là một không gian con tuyến tính của H⊕H. Nếu
G(T ) là đồ thị của một toán tử, kí hiệu là T , thì T được gọi là bao đóng
của toán tử T. Ở đó, D(T ) ⊂ D(T ), Tx = Tx với mỗi x thuộc D (T ),
và T là một toán tử đóng.

Nếu a thuộc Ã và ψ thuộc H thì aψ thuộc H̃. Nếu aψ thuộc H thì ta
nói ψ thuộc tập xác định của toán tử nhân bởi a, ta viết ψ ∈ D(Ma) và
định nghĩa Maψ = aψ.

Định lý 3.3.6. Với mọi a thuộc Ã, Ma là một toán tử đóng, xác định
trù mật liên kết với A và:

M∗
a = Ma∗ (3.17)

Nếu a và b đều thuộc Ã thì:

Ma+b = Ma +Mb (3.18)

Mab = MaMb (3.19)

Chứng minh. Tất cả các toán tử xuất hiện trong khẳng định của định lý
đã được gắn với a và b theo cấu trúc lý thuyết của không gian Hilbert,
rõ ràng chúng liên kết với A.
Giả sử ψ ∈ D(Ma), ψn → ψ trong H và Maψn → φ trong H. Khi đó
ψn → ψ theo độ đo, do vậy Maψn = aψn → aψ theo độ đo.
Vì Maψn → φ trong H theo độ đo và H̃ là không gian Hausdorff nên
theo Định lý (3.3.3)(i) ta có aψ = φ. Do vậy ψ ∈ D(Ma) và Maψ = φ.
Vì vậy Ma là đóng.
Theo Định lý (3.3.3)(ii), D(Ma) ⊃ pH với phép chiếu p ∈ A và τ(p⊥)
nhỏ tùy ý. Do đó D(Ma)

⊥ = 0 và Ma xác định trù mật.
Cho ε > 0. Theo Định lý (3.3.3)(ii), tồn tại phép chiếu p thuộc A sao

cho: a∗p ∈ A, τ(p⊥) ≤ ε. Khi đó pH ⊂ D(Ma∗). Cho ψ thuộc pH và φ
thuộc D(Ma) ta có:

< Maφ, ψ >=< paφ, ψ >=< φ, a∗pψ >=< φ,Ma∗ψ >

Do đó ψ thuộc D(M∗
a ) và M∗

aψ = Ma∗ψ. Tức là pH ⊂ D(Ma∗)∩D(M∗
a )

và M∗
ap = Ma∗p. Do đó M∗

a = Ma∗.
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Rõ ràng Ma +Mb ⊂Ma+b, nên Ma +Mb có một bao đóng. Cho p, q là
các phép chiếu trong A với

τ(p⊥) ≤ ε, τ(q⊥) ≤ ε, ap ∈ A, bq ∈ A

và cho r = p ∧ q, thì ar ∈ A, br ∈ A và τ(r⊥) ≤ 2ε. Khi đó, với mọi ψ
nằm trong tập ảnh của r, (Ma +Mb)ψ = Ma+bψ. Vậy Ma+b = Ma +Mb.
Ta chứng minh Mab = MaMb. Rõ ràng Mab ⊂ MaMb, do vậy MaMb có
một bao đóng. Với p, q như trên, đặt s = q ∧ p, suy ra τ(s⊥) ≤ 2ε. Và
với mọi ψ nằm trong tập ảnh của s ta có

MaMbψ = Mabψ

Vậy Mab = MaMb.

Nhận xét 3.3.7. Mỗi toán tử đóng xác định trù mật A trên H có một
phân tích cực A = u|A|. Và nếu A liên kết với A thì u ∈ A và các phép
chiếu phổ eλ của |A| là thuộc A. Dễ thấy một toán tử đóng xác định trù
mật A liên kết với A có dạng A = Ma với duy nhất phần tử a ∈ Ã khi
và chỉ khi τ(e⊥λ ) <∞ với λ đủ lớn.
Thực vậy, nếu τ(e⊥λ ) < ∞ với λ đủ lớn thì τ(e⊥µ ) → 0 khi µ → ∞. Từ
e⊥λ − e⊥µ ↑ e⊥λ khi µ ↑ ∞ ta có

an = u

n∫

0

λdeλ

là dãy Cauchy theo độ đo, hội tụ tới a nào đó trong Ã và A = Ma theo
Định lý (3.3.5).

Ngược lại nếu:

Ma = u

∞∫

0

λdeλ

và ap ∈ A với τ(p⊥) ≤ ε thì với λ > ||ap|| ta có e⊥λ ∧ p = 0. Do vậy
e⊥λ < p⊥ và τ(e⊥λ ) ≤ ε. Đặc biệt nếu τ là hữu hạn thì mỗi toán tử đóng
xác định trù mật liên kết với A có dạng Ma với duy nhất a trong A.

Để nghiên cứu về tích phân theo vết (Mục 3.4), chúng tôi xin trình
bày Sơ lược về lý thuyết phổ như sau:
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Định nghĩa 3.3.8. Nếu A là một phần tử của đại số Banach U, một số
phức λ được gọi là giá trị phổ của A khi A−λI không khả nghịch trong
U. Tập các giá trị phổ của A được gọi là phổ của A và được ký hiệu là
sp(A).
Bán kính phổ của một phần tử A trong đại số Banach U, kí hiệu là r(A),
và được định nghĩa:

r(A) = sup{|λ| : λ ∈ sp(A)}.

Như vậy, nếu A là một phần tử trong đại số Banach U, thì phổ của
A là một tập con đóng khác rỗng của đĩa đóng trong C với tâm 0 bán
kính ||A||. Do đó r(A) ≤ ||A||.

Nếu U và V là các đại số Banach với các phép đối hợp tương ứng, một
ánh xạ ϕ : U → V được mô tả là một *đồng cấu nếu ϕ là đồng cấu với
ϕ(A∗) = ϕ(A)∗, A ∈ U. Hơn nữa, nếu ϕ là song ánh thì ϕ được mô tả là
một *đẳng cấu. Các *đồng cấu không làm tăng chuẩn và các *đẳng cấu
bảo toàn chuẩn, khi U,V là các C∗-đại số.

Nếu U là một đại số Banach với một phép đối hợp, một tập con E của
U được gọi là tự liên hợp nếu E chứa liên hợp của mỗi phần tử trong E.
Một đại số con tự liên hợp của U là một *đại số con. Một *đại số con
đóng B của U có chứa phần tử đơn vị của U chính là một đại số Banach;
nếu U là một C∗-đại số thì B cũng là một C∗-đại số, và ta gọi là C∗-đại
số con của U.

Mệnh đề 3.3.9. Cho A là một phần tử của C∗-đại số U.
(i) Nếu A chuẩn tắc thì r(A) = ||A||.
(ii) Nếu A là tự liên hợp, sp(A) là một tập con compact của đường thẳng
thực, và chứa ít nhất một trong hai số thực ||A|| và −||A||.
(iii) Nếu A là unitar thì ||A|| = 1 và sp(A) là một tập con compact của
đường tròn đơn vị {a ∈ C : |a| = 1}.

Định lý 3.3.10. (Định lý phổ)
Nếu A là một phần tử tự liên hợp của C∗-đại số U, có duy nhất một ánh
xạ f → f(A) : C(sp(A)) → U thỏa mãn:
(i) ||f(A)|| = ||f ||,
(ii) (af + bg)(A) = af(A) + bg(A),
(iii) (fg)(A) = f(A)g(A),
(iv) f(A) = [f(A)]∗, f là hàm phức liên hợp của f,
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(v) f(A) là chuẩn tắc,
(vi) f(A)B = Bf(A), khi B ∈ U và AB = BA,
(với mọi f, g thuộc C(sp(A)) và mọi a, b thuộc C).

Nếu A là một phần tử tự liên hợp của C∗-đại số U, tập U(A) =
{f(A) : f ∈ C(sp(A))} là một C∗-đại số aben. Đây là đại số con đóng
bé nhất của U chứa I và A (và A∗). Mỗi phần tử của U(A) là giới hạn
của một dãy của các đa thức của A.

Cho X là một không gian Hausdorff compact, C(X) là đại số của các
hàm phức liên tục f : X → C, thì C(X) là một ví dụ về C∗-đại số aben.
Nếu A là một đại số von Neumann aben thì A đẳng cấu với C(X), ở
đó X là một không gian Hausdorff compact vô cùng rời rạc (extremelly
disconnected).. Định lý sau đây mô tả về giải phổ (spectral resolution)
của một toán tử tự liên hợp bị chặn.

Định lý 3.3.11. Nếu A là một toán tử tự liên hợp trên không gian
Hilbert H và A là một đại số von Neumann aben chứa A, có một họ {eλ}
của các phép chiếu trong A, chỉ số λ trong R, thỏa mãn:
(i) eλ = 0 nếu λ < −||A||, và eλ = I nếu ||A|| ≤ λ;
(ii) eλ ≤ eλ′ nếu λ ≤ λ

′

;
(iii) eλ = ∧λ′>λeλ′ ;
(iv) Aeλ ≤ λeλ và λ(I − eλ) ≤ A(I − eλ) với mỗi λ;

(v) A =
||A||∫

−||A||

λdeλ, và A là giới hạn của hữu hạn các tổ hợp tuyến tính

(các hệ số trong sp(A)) của các phép chiếu trực giao eλ′ − eλ.

3.4 Tích phân theo vết

Cho A là đại số von Neumann trên không gian Hilbert H. Giả sử τ là
một vết chuẩn tắc chính xác nửa hữu hạn trên A. Mục đích của phần này
là định nghĩa các không gian Lp, Lp = Lp(A, τ), 1 ≤ p ≤ ∞, và thiết
lập các tính chất của chúng. Segal đã xây dựng chúng với p = 1, 2,∞ (ở
đó L∞ = A). Còn Kunze xây dựng được Lp trong trường hợp tổng quát.
Trong phần này, chúng ta sẽ tiếp cận với cách xây dựng dựa trên khái
niệm hội tụ theo độ đo đã được Edward Nelson đề xuất.
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3.4.1 Xây dựng tích phân theo vết

Đặt:
J2 = {a ∈ A | τ(a∗a) <∞}

Cho a thuộc J2 và b thuộc A thì (ba)∗ba ≤ ||b||2a∗a. Do vậy ba thuộc J2.
Nếu a và b thuộc J2 thì a+ b ∈ J2, vì (a+ b)∗(a+ b) ≤ 2(a∗a+ b∗b). Vậy
J2 là idean trái.
Theo (3.8) thì J2 là tự liên hợp nên là idean hai phía (Sau này ta sẽ đồng
nhất J2 với L2 ∩ L∞).

Đặt J = J2
2 thì J là một idean (sau này sẽ đồng nhất với L1 ∩ L∞).

Nếu a ∈ A+, τ(a) <∞ thì a1/2 ∈ J2. Do vậy a ∈ J .
Ngược lại, cho c ≥ 0, c ∈ J thì c là tổng hữu hạn c = Σbiai với bi, ai ∈ J2.
Từ c ≤ 1

2Σ(bib
∗
i + a∗iai) ta có τ(c) <∞.

Vậy J gồm mọi tổ hợp tuyến tính hữu hạn các phần tử a ∈ A+ với
τ(a) <∞ và các phần tử như thế tạo nên J ∩A+. Như vậy τ thác triển
duy nhất thành một phiếm hàm tuyến tính (vẫn ký hiệu là τ) ở trên J .
Theo khai triển áp dụng cho (3.8) ta có τ(b∗a) = τ(ab∗), do vậy τ(ba) =

τ(ab) với mọi a, b ∈ J . Từ đó nếu a ≥ 0 và a ∈ J thì τ(ba) = τ(a1/2ba1/2).
Do vậy

0 ≤ τ(ba) ≤ ||b||τ(a)

với mọi b ≥ 0 thuộc J , do đó đúng với mọi b ∈ A+. Suy ra

|τ(ba)| ≤ ||b||τ(a)

với mọi b thuộc A.
Ta sẽ ký hiệu ||b||∞ là chuẩn toán tử của phần tử b ∈ A và đặt ||a||1 =
τ(|a|) với a ∈ J . Từ a = u|a| với ||u||∞ = 1 ta có

|τ(ba)| ≤ ||b||∞||a||1, b ∈ A, a ∈ J (3.20)

Với 1 ≤ p <∞ và a ∈ J , đặt ||a||p = τ(|a|p)1/p ta có
Bất đẳng thức Holder

|τ(ba)| ≤ ||b||q||a||p (3.21)

với a và b thuộc J và 1
p + 1

q = 1, (p, q cố định).
Chứng minh. Cho u, v ∈ A với ||u||∞ ≤ 1, ||v||∞ ≤ 1. Cho c ≥ 0, d ≥
0, c ∈ J, d ∈ J với c, d bị chặn dưới bởi giá trị dương trên các không gian
trực giao với không gian không của chúng.
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Khi đó s 7→ τ(udsvc1−s) là liên tục và bị chặn trên 0 ≤ Res ≤ 1 và là
chỉnh hình trên phần trong. Với 0 ≤ σ ≤ 1 ta có

|τ(udσvc1−σ)| ≤ sup
Res=1

|τ(udsvc1−s)|σ. sup
Res=0

|τ(udsvc1−s)|1−σ ≤ ||d||σ1 .||c||
1−σ
1

Thay c bởi |a|1/σ, d bởi |b|1/(1−σ), ở đó a = u|a|, b = v|b|, σ = 1
p
, 1−σ = 1

q

ta được điều phải chứng minh.
Công thức tính chuẩn Với a = u|a| trong J, đặt:

b =
|a|p−1u∗

||a||
p/q
p

trong đó 1
p + 1

q = 1. Dễ thấy ||b||q = 1, τ(ba) = ||a||p. Tức là:

||a||p = sup
||b||q=1

|τ(ba)| (3.22)

và sup đạt được. Từ đây ta có BĐT Minkowski

||a + b||p ≤ ||a||p + ||b||p (3.23)

với a, b ∈ J . Bất đẳng thức này dễ có được vì với một phần tử c có
||c||q = 1, vế trái (3.23) là τ(c(a + b)) = τ(ca) + τ(cb) nhỏ hơn vế phải
bởi BĐT Holder.
Cuối cùng chú ý là ||a||p = 0 thì a = 0 do tính chính xác của τ .
Từ đó J là không gian tuyến tính định chuẩn với chuẩn ||.||p. Gọi
Lp là không gian Banach mở rộng đầy đủ của J.

Nếu a ≥ 0 thuộc J với biểu diễn phổ

a =

∞∫

0

λdeλ

thì ||a||pp = τ(ap) =
∞∫
0

λpdτ(eλ). Do vậy:

||a||pp ≥ λpτ(e⊥λ ) (3.24)

với mọi λ ≥ 0. Điều này kéo theo nếu an thuộc J là dãy Cauchy trong
Lp thì nó là dãy Cauchy theo độ đo. Từ đó tồn tại ánh xạ tuyến tính
liên tục tự nhiên từ Lp vào Ã.
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Định lý 3.4.1. Ánh xạ tuyến tính liên tục tự nhiên từ Lp vào Ã là một
đơn ánh.

Chứng minh. Với p = ∞, đây là Định lý (3.3.3)(i).
Với 1 ≤ p < ∞, 1

p + 1
q = 1. Cho {an} là dãy Cauchy của J theo chuẩn

của Lp với an → 0 theo độ đo và an → a trong Lp.
Nếu a 6= 0 trong Lp thì có một b thuộc J với ||b||q = 1 thỏa mãn τ(ban)

bị chặn dưới bởi giá trị dương khi n đủ lớn. Nhưng với mọi ε > 0 và n
đủ lớn, có một phép chiếu e với ||ane||∞ ≤ ε, τ(e⊥) ≤ ε. Từ đó

|τ(ban)| ≤ |τ(bane)| + |τ(bane
⊥)|

≤ ε||b||1 + ||b||∞||an||p||e
⊥||q

≤ ε||b||1 + ||b||∞||an||p||ε
1/q

Nếu p > 1 thì ε1/q nhỏ tùy ý và ||an||p bị chặn. Do vậy định lý đúng khi
p > 1.

Trường hợp p = 1: Cho {an} là một dãy Cauchy trong J theo chuẩn
của Lp. Ta cần chứng minh với mọi ε > 0, tồn tại δ > 0 thỏa mãn với
mọi phép chiếu e trong A thì |τ(ane)| ≤ ε khi τ(e) ≤ δ.
Muốn vậy ta chọn n0 sao cho với mọi m,n ≥ n0 thì ||am − an||1 ≤ ε/2.
Chọn δ > 0 thỏa mãn ||ak||∞δ ≤ ε/2 với k = 1, ..., n0.
Gọi e là một phép chiếu trong A với τ(e) ≤ δ. Khi đó với k ≤ n0 ta có

|τ(ake)| ≤ ||ak||∞||e||1 ≤ ||ak||∞δ ≤ ε

Với k > n0 ta có

|τ(ake)| ≤ |τ((ak − an0
)e)| + |τ(an0

e)|

≤ ||ak − ano
||1||e||∞ + ||an0

||∞||e||1

≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Như vậy, với mọi ε > 0, tồn tại δ > 0 thỏa mãn với mọi phép chiếu e
trong A thì |τ(ane)| ≤ ε khi τ(e) < δ.
Bây giờ ta giả sử an → 0 theo độ đo. Cho ε > 0, δ > 0 như trên. Với n
đủ lớn, tồn tại phép chiếu p trong A với ||anp|| ≤ ε, τ(p⊥) ≤ δ. Với phép
chiếu q nào đó trong A ta có:

τ(anq) = τ(an(q − q ∧ p)) + τ(an(q ∧ p))
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Nhưng τ(q− q ∧ p) = τ(q ∨ p− p) ≤ τ(p⊥) ≤ δ nên |τ(an(q− q∧ p))| ≤ ε
và:

|τ(an(q ∧ p))| = |τ(anp(q ∧ p))| ≤ ετ(q)

Suy ra |τ(anq)| ≤ ε(1 + τ(q)) với mọi ε > 0. Do đó τ(anq) → 0 với mọi
phép chiếu q thỏa mãn τ(q) <∞.
Theo định lý phổ, với b nào đó trong J có thể xấp xỉ trong chuẩn ||.||∞
bởi tổ hợp tuyến tính hữu hạn các phép chiếu. Từ đó τ(anb) → 0 với
mọi b thuộc J hay an → 0 trong L1.
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Kết luận

Luận văn trình bày về việc xây dựng các không gian Lp(1 ≤ p < ∞)
cho một số các đại số toán tử trên không gian Hilbert phức H. Dựa
trên mô hình coi tích phân là các phiếm hàm tuyến tính dương trên
không gian các hàm giá trị thực, liên tục và triệt tiêu bên ngoài một tập
compact. Chương 2, từ hàm vết của một toán tử compact là một tích
phân, tác giả đã giới thiệu cách xây dựng các không gian khả tích cấp p,
đi sâu vào tính chất của lớp toán tử vết và lớp toán tử Hilbert-Schmidt.
Chương 3 tác giả giới thiệu một cách tiếp cận mới về khái niệm sự hội tụ
theo độ đo trên một đại số von-Neumann theo một vết chuẩn tắc chính
xác nửa hữu hạn. Từ đó, giới thiệu một cách ngắn gọn các vấn đề cơ sở
trong lý thuyết tích phân không giao hoán.

Mặc dù vậy, do khả năng và thời gian còn hạn chế nên luận văn không
thể tránh khỏi những sai sót, tác giả mong nhận được sự hướng dẫn,
chỉ bảo tận tình của các thầy, sự hợp tác của các bạn để luận văn hoàn
thiện hơn.
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