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MdS dau

Trong luan van nay, chung to6i trinh bay vé xay dung cac khong gian
LP, 1 < p < oo, cho mot s6 16p cac dai s6 toan t trén khong gian Hilbert
phttc H. Dua trén quan diém ctia i thuyét do do trén khong gian to po
compact dia phuong X, coi tich phan 1a cac phiém ham tuyén tinh duong
tréen khong gian C.(X) cac ham lién tuc trén X, triét tiéu bén ngoai mot
tap compact. Tich phan nay chinh 14 phan tit thuoc khong gian déi ngau
ctia C.(X). Tt d6 dinh nghia khong gian L! cdc ham kha tich 14 cdc ham
¢6 tich phan httu han va khong gian cac ham Ity thua p kha tich LP.
Cach xay dung trén duge ap dung cho 16p cac toan tit compact By(H )
nhu 1& sy md rong ciia C.(X), cho truong hop dai s6 clia cac toan ti
tuyén tinh lién tuc trén H. Tich phan ciia mot toan ti thuoe By(H) la
vét clia toan ti do. Tong quat hon la xay dung céc khong gian LP clia
Edward Nelson cho dai s6 von Neumann v6i mot vét chuan tic chinh
xac nua httu han 7.

Luan van "Xay dung khong gian LP cho dai sé todn t" gom
ba chuong:
Chuwong 1: Kién thic chudn bs.
Chuong 2: Xay dung khong gian LP cho ldp cac toan ti com-
pact.
Chuong 3: Xay dung khong gian LP cho dai s6 von-Neumann
vdi vét chuan tdc chinh zdc nda hitu han.

Chuong 1 trong tam 13 phan xay dung khong gian LP, v6i co s6 1a
Dinh 1y biéu dién Riesz. Trén cac khong gian topo compact dia phuong
ta khdo sat cdc phiém ham tuyén tinh duong trén khong gian cac ham
gia tri thuc, lién tuc triét tieu 6 ngoai mot tap compact va chiing minh
rang ching tuong ng 13 tich phan déi véi mot do do thich hop nao do.
Ngoai ra, ching toi gidi thieu so lugc vé cac loai toan tit trong khong
gian Hilbert va su thac trién clia toan ti.
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Chuong 2 ching t6i trinh bay khai niém 16p toan tit compact va cac
tinh chat. V6i tich phan clia mot toan tit compact 1a vét clia toan tit do,
tit d6 hinh thanh cac khong gian kha tich cap p, (1 < p < o). Cu thé
hon, ching to6i gi6i thiéu tinh chat cta 16p toan ti vét va 16p toan tit
Hilbert-Schmidt.

Tong quat hon, chuong 3 chiing toi gidi thiéu bai bao ctia Edward Nel-
son vé xay dung tich phan trén dai s6 von-Neumann A theo mot vét
chuan téc chinh xac nita hitu han. Dai s6 trén khong giao hoan, do dé
noi dung ctia chuong nay chinh 13 1y thuyét vé tich phan khong giao
hoan. Véi co sé 1a sut hoi tu theo to po do do va dinh 1y vé cac anh xa
thac trién lien tuc tit dai s6 von-Neumann A va khong gian Hilbert H,
khong gian LP chinh 13 khong gian Bannach mdé rong day du ctia khong
gian con tuyén tinh dinh chuan J ctia A v6i chuan ||.||,.

Dé hoan thanh luan vin nay, tac gia t6 long biét on chan thanh va sau
sac clia minh t6i PGS.TS. Phan Viét Thu, nguoi da tan tinh huéng dan
va déng g6ép nhicu ¥ kién quy bau. Tac gid cling xin chan thanh cdm on
tap thé cac thay co gido, cac nha khoa hoc ctia trusng Dai hoc Khoa hoc
Ty Nhien da giap do tao dieu kién cho tac gid hoan thanh cuén luan
van nay.

Trong quéa trinh viét luan van, mac du dudi su chi dao an can chu dao
clia cac thay gido va ban than ciing hét stc ¢6 gang, song ban luan van
nay khong tranh khoi nhitng han ché thiéu sot. Vi vay, rat mong dudc
su gop ¥, gitp d6 clia cac thay co, cac ban dé luan van nay dude hoan
chinh hon.

Ha Noi, nam 2010
Hoc vién

Vi Mai Lién



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay chung t6i gidi thiéu dinh nghia khong gian LP dya
trén quan diém ctia 1y thuyét do do trén cac khong gian t6po compact
dia phuong X, coi tich phan la cac phiém ham tuyén tinh duong trén
khong gian cac ham lién tuc triét tiéu bén ngoai mot tap compact.

1.1 Mot sé khai niem mdé dau

Dinh nghia 1.1.1. Khong gian topo X dudc goi 14 Hausdorff néu véi
z,y 1a hai diém phan biét trong X, c6 cac tap mé G, H v6i = € G,
ye H GNH=0.

Dinh nghia 1.1.2. Cho X la mdt khong gian t6 pd6 Hausdorff compact
dia phuong. Ho cac ham f: X — [, v6i F la tap C hay R, lién tuc trén
X va triét tiéu bén ngoai mot tap con compact cua X duge ky hiéu la
C.(X).

Gia ctia ham f : X — F la bao déng cua tap {z : f(x) # 0}. Khi
do tap C.(X) la ho cac ham lién tuc f : X — F ¢6 gia compact. Khi
X compact, C.(X) trung véi C(X) la khong gian cac ham lién tuc trén X.

Dinh nghia 1.1.3. Cho X 13 mot khong gian t6 po, B 1a o —dai s6 Borel
sinh bdi cac tap md cia X. Cap (X, B) duge goi la mot khong gian Borel.
Gia st 4 1a mot do do trén khong gian Borel (X, B). Ta cling gia thiét
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thém v6i méi tap dong F déu ton tai day tap md {O;} sao cho F = NO;.
Néu v6i mdi € > 0, v6i moi tap A € B, ton tai mot tap mé O va tap
dong F sao cho FF C A C O va u(O — F) < ¢, thi p duge goi 1a do do
chinh quy trén khong gian t6 p6 X. Hai do do chinh quy trung nhau trén
cac tap md thi trung nhau.

1.2 Biéu dién cac phiém ham tuyén tinh

Trude khi nghién citu Dinh 1i Riesz chiing toi gi6i thieu mot s6 két qua
sau. Cac két qua nay duge trinh bay chi tiét trong luan van [5].

Dinh nghia 1.2.1. Cho mot khong gian X bat ki. Ta xét mot ho L cac
ham f : X — R thoa man:

(i) L 1a khong gian tuyén tinh trén truong so thue.

(i1) V6i moi f thuoc L ta c6 ham f, thuoc L véi fi(x) = maz(0, f(z)).
V6i moi f, g thuoe L, x trong X, ta dinh nghia 2 phép toan:

(f vV 9)(x) = maz(f(x),g(x))
(f AN g)(x) = min(f (), g(x))

Cac mdi quan he

fo=fV0,fVg=(f-9)VO+g,fAg=Ff+g—(fVyg)

chi ra rang:
(iii) Néu f, g thuoc L thi fV g, f A g thuoc L.
Mot ho L bat ki thoa man cac dieu kien (i), (i) va do d6 théa man dieu
kien (iii) dugc goi 1a mot dan vécto cadc ham sob.

Gia st J 1a mot phiém ham tuyén tinh trén L (khong gian tuyén tinh
thye) thi ta néi J 1a duong néu véi moi f thuoce L, f > 0 thi J(f) > 0.

Dinh nghia 1.2.2. (Phiém ham Daniell)
Mot phiém ham tuyén tinh duwong J trén L dudc goi 1a phiém ham
Daniell néu véi moi day tang {f,} cac ham thuoc L, ta co:

T(g) < lim J(f,) (1.1)

v6i moi g thude L thdéa man: g(x) < lim f,(x) v6i moi x trong X.

n—oo
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Cha y rang lim f,(x) = oo néu nhu {f,(x)} khong bi chan.

Néu J 1a mot phiém ham Daniell, {f,} 1a mot diay don diéu trong
L sao cho f(z) = lim f,(z),x € X, xac dinh mot ham trong L thi

J(f) = lim J(f,). Thyc vay, néu {f,} tang thi f > f, v6i moi n. Do

do J(f) > J(f,) v6i moi n. Vi J duong nén theo (1.1) ta c6 dau dang
thic xay ra. Do d6 moi phiém ham Daniell 13 lién tuc theo nghia véi
day {f.} trong L don di¢u gidm vé 0, ta phai c6 J(f,) hoi tu t6i 0. Vi
vay mdi phiém ham tuyén tinh Daniell 14 mot tich phan. Tuy nhién, dé
tich phan trd len c6 ich ta mdé rong mien L thanh mot mién cang 16n
cang to6t. Tich phan Daniell 1a két qua ctia viéc mé rong mot phiém ham
Daniell J tit L lén 16p ham L; D L. Viéc md rong dugde tién hanh trong
hai budc.

Gia st J 13 mot phiém ham Daniell trén dan vecto L. Ky hieu LT
la tdp cac ham f : X — R* v6i f la gidi han cua cac ham don diéu
tang cia L. LT khong phai 13 mot khong gian tuyén tinh nhung véi
a,3>0,f,ge LT thi af + g € L. Khi d6 néu {f,} 1a mot day tang
trong L thi {J(f,)} 1a mot day tang trong R ¢6 giéi han duy nhat trong
R U {+oc}. Chiing ta c6 thé xac dinh J trén LT bdi cong thiic:

J(lim f,) = lim J(f,)

Dinh nghia trén la dung dan vi néu {f,}, {g.} 1a hai day don di¢u cung
hoi tu dén h trong L™ thi tur dieu kien (1.1) ta c6: v6i moi k, fr < lim g,
thi J(fx) < lim J(g,). Do do6 klim J(fr) < lim J(g,). Tuong tu ta ciing
co: lim J(f,) > lim J(g,). Vay ta c6 dau dang thiic.

R6 rang J 1a tuyén tinh trén L™ theo nghia v6i o > 0,3 >0, f,g € L+
thi
J(of + Bg) = aJ(f) + B8 (g)

Cho mot ham s6 bat ky f : X — R*. Ta dinh nghia tich phan trén

J*(f) béi hé thic sau:

JU(f) = _inf J(g)

g=f.9eLl+t
Tuong tu ta c6 tich phan duéi J,(f) duge dinh nghia béi:

J(f) = =T (=])
3



Va ta n6i rang ham f : X — R* kha tich (theo J) néu J.(f) = J*(f) va
bang gia tri httu han. Lép cac ham kha tich duge ky hieula Ly = Ly(J, L).
Vé6i f thude Ly, gié tri chung cua J,(f), J*(f) duge goi la tich phan cia
ham f va ky hieu 1a J(f). Khi d6, phiém ham J trén L; 13 mot phiém
ham Daniell.

Dinh 1y 1.2.3. Cho mot phiém ham Daniell J trén dan vécto L cdc
ham so t X vao R. Qud trinh dinh nghia mot phiém ham J trén tap Ly
zdc dinh mot phiém ham tuyén tinh trén dan Ly. Hon nia, néu {f,} la
day tang cac ham trong Ly va f = T}l_{glo fn thi f thuoc Ly kht va chi khi

lim J(f,) h@u han; va trong truong hop nay J(f) = lim J(f,).

Bay gio ta bat dau v6i mot phiém ham Daniell J trén mot dan cac
vecto L dong do6i véi cac giéi han don di¢u. Vi du {f,} 1a day don dieu
trong L va lim J(f,) hitu han thi f = lim f, trong L. Qua trinh mdé

n—00 n—0aco

rong dinh nghia & trén khong mang lai diéu gi méi hon 14 mot phan ciia
LT trén d6 J 1a hitu han. Do vay L = L.

Dinh nghia 1.2.4. (Tich phan Daniell)

Cho J 1a mot phiém ham Daniell trén dan vecto L; cac ham tit X vao
R* thoa man: néu f la gidi han ctia day don di¢u {f,} cdc ham trong
Ly thi f thudc Ly va li_)rn J(fn) hitu han. Khi d6 J duge goi 1a tich phan
Daniell. o

Cho mot tich phan Daniell J, mot ham khong am f : X — R duoc
goi 1a do dugc theo J néu v6i moi ham g € Ly thi f A g € Li. Mot tap
A C X 1a do dugc néu ham chi tieu 74 do duge. Tap A kha tich néu
I, € Ly. Sau day ta sé gia thiét khong gian X 14 do dugc tiic 1a ham
hang f(z) =1 1a do dugc.

Bo dé 1.2.5. (Stone)
Gia st J la tich phan Danzell trén l6p Ly cic ham f: X — R* va X la
tap do duoc theo J thi
w(E) =3d(Ig) khi E khd tich,
p(E) = sup{u(A): A C E, A kha tich}
xdac dinh mot do do p trén o—truong E cac tap do dugc.
Mot ham f: X — R* thuoc Ly khi va chi khi f kha tich theo do do p va

3 = [ fa
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v, mot | thuoc L.

B6 dé 1.2.6. Xét L la mot dan vecto co dinh chita ham hang 1 va B la
o— truong nhé nhat cdc tap con cia X sao cho moi ham f € L la do
duoc theo B. Khi dé vdi moi tich phan Daniell § trén Ly ton tai mot do
do duy nhat j trén B sao cho:

I(f) = [ fdu véi moi f € L.

Phan nay ta giéi thieu Dinh 1i biéu dién Riesz d6i v6i khong gian
to po X la mot khong gian Hausdorff compact dia phuong. Ho cac ham
f: X — R lién tuc trén X va triét tiéu bén ngoai mot tap con compact
cia X dugc ki hieu 1a C.(X). Ta xac dinh gid cia mot ham f: X — R
la bao déng cta tap {x : f(z) # 0}. Khi do tap C.(X) la ho cdc ham
lien tuc f : X — R c6 gid compact.

Dinh nghia 1.2.7. (Tap Baire va do do)

L6p cac tap Baire 1a o—truong € nhé nhat ciia X sao cho mdi ham f
trong C.(X) 1a €—do dugc. Do d6 € la o—truong sinh béi cac tap co
dang:

{z: f(zx)>a}, feEC(X),aeR

Mot do do p duge goi 1a do do Baire trén X néu p xac dinh trén
o—truong € cac tap con Baire va pu(K) httu han v6i moéi tap K compact
trong C.

Ro6 rang C.(X) la khong gian tuyén tinh dinh chuan néu ta dit

| f1] = sup | f(2)]
rzeX

va ta sé st dung thuyc té 1a C.(X) 1a mot dan vécto. Diéu nay cho phép
xac dinh phiém ham tuyén tinh duong trén C.(X) .

Dinh 1y 1.2.8. Dinh li biéu dién Riesz trén khong gian C.(X)
Cho X la mot khong gian Hausdorff compact dia phuong, C.(X) la khong
gian cdc ham lien tuc f: X — R vdi gid compact, J la mot phiém ham
tuyén tinh duong trén khong gian C.(X). Khi dé ton tai mot do do Baire
u trén X sao cho:

1) = [ s

vdi moi f thuoc C.(X).



Chitng minh. Bu6c thit nhat ta sé chi ra rang J 13 mot phiém ham Daniell
trén C.(X).
Gia st f € Cu(X), {f»} 1 mot day tang trong C.(X) va f < lim f,.

Dé chiing minh J(f) < lim J(f,) ta can chimg té J(f) = lim J(g,) véi
gn = f N fn. Nhu vay:

f=lim(g,) < lim f,

Nhung néu ta dit h, = f — g, ta nhan dugc mot day giam trong C.(X)
c6 gi6i han 1a 0. Ki hieu K 1a gia ctia hq, khi d6 ton tai mot ham ¢ trong
C.(X) khong am thoéa man ¢(x) =1 v6i x € K. V6i mdi z € K,e > 0
ton tai mot n, sao cho h,, < 3¢ Va bdi hy,, lién tuc nén ton tai mot tap
mdé G, sao cho x € G, va

hy, (t) <evéite G,

Vi K la compact nén ton tai mot pht con hitu han G, G,,, ..., G, cla
K. Néu N = max|ng,, ..., ng,| ta c6 h,(2) < € v6i moi x trong K,n > N.
Do do6

0<h, <ep

Vay
0 < J(hy) < eJ(6)
Do € bat ki nén lim J(h,) = 0 tit d6 suy ra diéu kién (1.1) nén J la
phiém ham Daniell tren C.(X).
Ta c6 thé ap dung Bo dé (1.2.5) thac trien J t6i J:

Ly D CC(X)

dé nhan ducc mot do do i trén o—truong C chita cac tap Baire sao cho
voi f € Cu.(X) thi

J(f) = 3(f) = / Fdu

Ta dang xét ham ¢ & trén nam trong C.(X) va nhan gia tri bang 1
trén tap compact K, ta thay rang

uW(K) = 3(Ix) < () = / by < oo



Vay do do p nhan dugce la do do hitu han trén cac tap compact.

Khi X compact, C.(X) trung véi C(X) la khong gian cdc ham lién
tuc f: X — R. Vi vay trong trudong hop nay cac phiém ham tuyén tinh
duong trén C(X) tuong tng véi cac do do Baire hitu han.

Hon nita st dung B6 dé (1.2.6) ta di dén nhan xét 1a do do c6 tinh duy
nhat. Diéu nay dan dén hé qua sau: ]

Hé qua 1.2.9. Néu X la khong gian to po compact va C(X) la tap cdc
ham lien tuc f + X — R thi ton tai tuong @ng 1-1 gitta cdc phiém ham
tuyén tinh duong J tren C(X) va cdc do do Baire hitu han u trén X zdc
dinh bdi:

3 = [ s

Néu ta mubn xét cdc phiém ham tuyén tinh tong quat hon trén C/(X)
ta c¢6 thé biéu dién ching nhu hiéu ctia hai phiém ham tuyén tinh duong
roi stt dung Dinh 1y (1.2.8). Diéu nay c6 thé ap dung cho cac phiém ham
tuyén tinh bi chan. Nhu vay trén khong gian t6 po Hausdorff compact
dia phuong X, cdc phiém ham tuyén tinh duong trong C,(X) tuong ting
14 tich phan d6i véi mot do do p thich hop nao d6. Ta dinh nghia:

Dinh nghia 1.2.10.
L) = {f € ) | [ 171d < oc)

() = {f € CX) | [ 11Pdn < o} 1<p<oc
tuong ting la khong gian cac ham kha tich va khong gian cac ham kha
tich cap p(1 < p < 00).

Cach xay dung do do (hay tich phan) trén cting ap dung cho trudng
hop cadc ham gia tri phitc v6i gia compact (hay cidc phiém ham tuyén
tinh lién tuc gid tri phiic). Tuong tu, cac khai niem c6 thé suy rong cho
cac khong gian vecto tong quat hon thay cho R hoic C.

1.3 Su thac trién ctia toan t

Cho mot tap X vira 1a mot khong gian tuyén tinh véi truong s6 F (thuc
hay phtic) va ciing 14 mot khong gian t6 po Hausdorff. Néu cac cau tric
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dai s6 va to po trén X 1a tuong quan va cac anh xa:

XxX—X,(z,y) x4y
FxX— X/(a,z) = ax

la lien tuc (khi X x X va F x X ¢6 cac t6 po tich), thi X duge goi 1a
mot khong gian t6 po tuyén tinh.

Cho X 1a mot khong gian to po tuyén tinh, néu x, thuoc X va T lién
tuc tai xo thi 7' 1 lién tuc déu tréen X.

Dinh 1y 1.3.1. Néu X, Y la cdc khong gian topo tuyén tinh, Y la day
di, Xy la mot khong gian con tru mat hau khdap noi cia X, Ty : Xg — Y
la todn ti tuyén tinh lién tuc. Khi dé Ty thdc trién (extend) duy nhat
thanh mot todn ti tuyén tinh lien tuc T : X — Y.

Pinh 1y 1.3.2. Néu X la mot khong gian dinh chudn, ¢é mot khong gian
Banach Y chia X vdi X la khong gian con tru mat hau khdap noi cia Y
(va nhu vay chuan trén X sé sinh ra chuan trén Y). Néu Yy la mot khong
gian Banach khdc vdi nhing tinh chat trén, thi anh za dong nhat trén X
thac trién thanh mot phép ding cau dang cu tit Y lén Y.

Khi dé khong gian Banach Y dugc goi la md rong day di (completion)
ctia khong gian dinh chuan X.

Dinh 1y 1.3.3. Néu X la mot khong gian dinh chuan va Y la mot khong
gian Banach cé cung truong s6 (C hay R) thi moi todn tii tuyén tinh bj
chan T : X — Y thdc trién duy nhat thanh mot todan ti tuyén tinh bi
chdnT:XﬁY, G dé X la md rong day di cia X. AnhxaT—>T la
mot phép dang céu ding cu tit B(X,Y) len B(X,Y).

1.4 Khong gian Hilbert

1.4.1 BDinh nghia tich trong

Cho khong gian vecto X. Mot dang nita song tuyén tinh trén X 1a anh
Xa

<.,. > XxX—-F



4 d6o F = C hay R, < .,. > tuyén tinh véi bién thit nhat va tuyén tinh
lien hop véi bién thit hai.

V6i moi dang nita song tuyén tinh < .,. >, ta dinh nghia dang lién hop
<., . >la<zy>>=<y,xr> z,y€ X. Tandi dang < .,. > la tu
lien hop néu < .,. >*=< ... >. Véi F = C ta tinh dugc

Dang < .,. > tu lién hop khi va chi khi < x, 2z >€ R,V € X. Dang
< .,. > dugc goi la duong néu < z,z >> 0 v6i moi v € X. Do d6 véi
F = C, mot dang duong 1a tu lien hgp. Trén khong gian thuce dieu nay
hién nhién dang.

Mot tich trong trén X 1a dang nita song tuyén tinh tu lien hop, duong
thoa man < x,x >= 0 kéo theo z = 0 v6i moi x € X.

1.4.2 Ham thuan nhat

Cho < .,. > 1a mot dang ntta song tuyén tinh, tu lien hgp, duong trén X.
Ta dinh nghia ham thuan nhat: ||.|| : X — R, ||z|| =< 2,2 >'%,z € X.
Theo (1.4.1) ta c6 hai Dang thiic phan cyc:

3
d<ay>=)Y ifllz+ify (F=C)
k=0

t<zy>=|le+ylP—llz—yl’ (F=R)

1.4.3 Bt dang thic Cauchy-Schwarz

Cho < .,. > 1a mot dang ntta song tuyén tinh, tu lien hop, duong trén
X, a thuoc F. Ta co:

o l]z]|* + 2Rea < 2,y > +||y||* = |Jax + y|* > 0
v6i x va v thuoe X. Tit d6 ta c6 Bat dang thic Cauchy-Schwarz:

| <y > < [flllyll



va Dang thiic hinh binh hanh:
[l +ylI* + llz —yl* = 2(||2[1* + [|y[]*)

Néu z Ly tic 1a < z,y >= 0 thi ||z + y||* = ||z|]* + ||ly||*. Hai khong
gian con Y va Z goi la truc giao véi nhau, ki hieu 1a Y 1L Z néu yLz véi
moi y thuéc Y va moi z thudc Z.

1.4.4 Dinh nghia khong gian Hilbert

Mot khong gian Hilbert la mot khong gian vecto véi mot tich trong, thoa
mén la khong gian Bannach vé6i chuan lien hgp. T d6 moi khong gian
v6i mot tich trong duge goi la khong gian nita Hilbert.

Vi du 1. Khong gian C.(R") gom cac ham lién tuc f : R" — F ¢6 gia
compact. Khong gian nay c6 tich trong

< fg>= /f(x)@dw

va chuan lien hop || f|]2 = ([ |f(2)|?dz)"/2.

1.5 Toan tu trong khong gian Hilbert

Noi dung chinh ctia phan nay ching to6i gidi thiéu su tuong tng gitta cac
dang nita song tuyén tinh va cac toan ti; toan tit lien hop trong B(H);
tinh kha nghich, chuan tdc va tinh duong trong B(H); toan tit TV?; cac
phép chiéu va toan tit chéo hoa dugc.

1.5.1 Toan tw lién hop

Ta ky hieu H 1& khong gian Hilbert, I 14 anh xa dong nhat trén H. Do
vay I 1a don vi cia B(H).

B6 dé 1.5.1. Ton tai mot phép dang cu song dnh gitta cdc todn tii trong
B(H) va cdc dang nita song tuyén tinh bi chan trén H cho bdi

T — Up trong do Up(z,y)=<uz,Ty >
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Chitng minh. Néu T € B(H) ro rang Ur la dang nita song tuyén tinh
trén H, bi chan béi ||T|| vi

|Uz[| = sup{Ur(z,y) : |[z[| < 1,[[y[| <1}
=sup{< z, Ty > [lz|| < 1, [yl <1} < [|T]

Hon nita:

|T2|]* =< Tw, Tz >= Up(Tz, z) < [|Ur||[|Tz|l]|=]| < [|U]]||T[]]|2]

Vay ||T]| < ||Ur||. Tit d6 ||T|| = ||Ur|| hay anh xa trén la dang cu.
Ngudgc lai, néu U 1a dang nita song tuyén tinh bi chin tren H thi U(., y)

lien tuc trong H v6i mdi y thuoc H. Khi do, ton tai duy nhat vecto trong

H, ki hiéu la Ty thoa man:

<z, Ty>=U(z,y),r € H

Anh xa y — Ty la tuyén tinh bi chan béi ||U||. Tt d6 T € B(H) va
U="Ur. ]
Dinh 1y 1.5.2. Vdi méi T thuéc B(H), ton tai duy nhat todn ti T* thudc
B(H) théa man:

<Tx,y>=<uz,Ty > (1.2)
vdr mot x, y thuoc H.
Anh za T — T* la tuyén tinh lien hop, ding ciu t B(H) léen B(H) va
théa man dang thic

(ST)" =TS |T°T|| = ||T?
vdi T, S thuoc B(H).

Chaing minh. Theo Bo dé (1.5.1) v6i mdi T thuoe B(H), toan tit T* xAc
dinh béi (1.2) ton tai va duy nhat. Goi T** thuoc B(H) la toan ti thoa
man < Tz, y >=< x,T"y >, x,y € H. Do tich trong la tu lién hgp
nen:

<x, Ty >=<T'r,y>=<y,Tre>=<Ty,z>=<ux,Ty >

T do T va T ¢6 cing dang ntta song tuyén tinh va T** = T'. Tuong tu
ta c6 T — T* 1a tuyén tinh lien hop vi (T'+S)* = T*+ S*, (aT)* = aT*
v6i moi T, S thude B(H), a thuoce C. Lai ¢6

<z, (ST)y >=< STx,y >=< Tz, Sy >=< x,T"S"y >
11



Do d6 (ST)* = T*S*.
Ta c6 ||T*T|| < ||T*||||T||. Tit (1.2)

|Tz||* =< To, Tx >=< T*Tx,z >< ||T*T||||=||*

Do vay ||T|* < [|T*T]| hay ||T]| < [|T*||. Do d6
Ma T = T* nen ||T]| = ||T%||.
Lai do ||| < [|T*T|| < [|T*[II|T|| = [IT||* nén || T*T|| = [|T[* O

Tl < T < ([T

Nhan zét 1.5.3. Anh xa trong dinh ly trén la té?ng qudt hoa qua trinh tao
ma tran lien hop. Néu A = (ay;) thi ma tran lien hgp la A* = (o), d
do ozjj = a;j. Ta not T la toan tu lien hop cua T. T la tu lién hop néu

T =T.
Ménh dé 1.5.4. Vdi moi T thuoc B(H) ta cé kerT* = (T(H))*.

Chitng minh. Tu < Tx,y >=< x,T*y > ta c6 néu y € kerT* hay

T*y =0thi < Twx,y >=<x,T*y >=0,Vz € H hay y € (T(H))" .
Ngudc lai néu y € (T(H))* thitit < T,y >=0,Vx € H ta co

<z, T*y >=0,Vx € H nén T*y € H*+ = {0}. ]

Meénh dé 1.5.5. Cho todn ti T thuoc B(H). Cdc diéu kién sau la tuong
duong:

(i) T la khd nghich (T! € B(H)).

(ii) T* khd nghich.

(113) CaT va T* bi chan dudi bdi gia tri duong ( be bounded away from
2ero).

(iv) Ca T va T* la don dnh va T(H) la tap dong.

(v) T la don danh va T(H) = H.

Chiing minh. (i) < (i1).
T kha nghich
ST 'T=TT"'=1
s (T7'T) =TT Yy =TI

ST (T Y = (T YT =1

12



hay T* kha nghich v6i nghich dao 1a (T1)*.
(1) = (2i7). Moi x € H ta c6

[lal] = |77 T || < |77

Do vay ||T7 Y| Y|z|| < ||Tz||. Vay T bi chan dudi béi gid tri duong
Sl

Do (i) < (4i) nén T* cing 1a bi chin duéi béi gié tri duong.

(i14) = (iv). Theo (iii) ton tai € > 0 thoa man

[ T]] = eflz]]  va  [[T"z]] > €]

v6i moi x thuoc H. Vay T va T 1a don anh. Hon ntta ||Tz — Ty|| >
e||x — y|| nen T(H) la day du va T(H) la khong gian con déng ctia H.
(iv) = (v). T(H) = (T(H)Y)* = (kerT*)* = {0}* = H. Do T(H) 1a
khong gian con déng ctia H nén T(H) = H.

(v) = (i). Do T la don anh va T(H) = H nén T la song anh kha
nghich. ]

1.5.2 Toan tif chuan tic

Toan tit T thuoc B(H) goi 1a chuan tic néu né giao hoan véi toan tit lién
hop, tic la T*T = T7T*. Khi d6 v6i moi x thuoc H:

|Tz|| =< T*Tx,x >Y?=< TT z, x >?= ||T"x||

va ta goi T va T* 1a dong nhat metric.
Nguoc lai néu T va T* 1a dong nhat metric thi ta c6

<T'Tx,y>=<TT z,y >

v6i moi x, y thuoc H. Do vay T 1a chuan téc.
Tt Ménh dé (1.5.5) ta c6 toan tit chuan tac 1a kha nghich khi va chi khi
no la bi chan duéi béi gia tri duong.

1.5.3 Toan ti& duong

Toan tt T thuoc B(H) goi 1a duong, ki hieu 1a T > 0 néu T = T* va
< Tx,x >>0 v6i moi x thudéc H.
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Néu F =R chi can < Tz, z >> 0 thi T tu lién hop.

Ta c6 tong hai toan t@ duong la duong, tich hai toan t@ duong va giao
hoan la duong.

Goi (B(H))sq 1a tap céc toan tit tu lien hop trong B(H). Khi d6 (B(H))sq
la khong gian con dong cua B(H).

Ta dinh nghia S < T néu T — S > 0.

Ménh dé 1.5.6. Néu S < T trong (B(H))s, thi A*SA < A*T A vdi moi
A€ B(H). Neu0< S vaS<T thh|lS|| <I|T|).

Ménh dé 1.5.7. Vdi moi todn ti duong T thuoc B(H), cé duy nhat mot
todn ti duong, ki hiéu la T'?, théa man (TY?)? = T. Hon nia T"? giao
hoan vdi moi toan ti giao hodn vor T.

Meénh dé 1.5.8. Todn ti duong T la khd nghich trong B(H) khi va chi
khi T > el vdi € > 0 nao dé. Khi dé T~ > 0, TY? khd nghich va
(T~YHYY2 = (TY*)~'. Hon nita, néu T < S thy S~ < T,

1.5.4 Phép chiéu

Cho X Ia khong gian con déng cua khong gian Hilbert H. V6i méi y
thuoc H, c6 duy nhat mot phan tich y = o + 2+, § d6 x thuoc X, =+
thuoc X+. Cho vy, y» thuoc H, o, 3 thuoc F, ta co:

ayr + Byo = (axy + Baa) + (axy + Bay)
trong d6 x1, xo thuoc X, o1, x5 thuoec X+. Ro rang anh xa:
P:-H—H Py=x

1a toan tit tuyén tinh trong B(H), ||P|| < 1 va P? = P. Hon nita P la
toan tu tu lien hop va duong

< Pyl,yg > =< T1,T2 —f-:l?é' >=<T1,Ty >=< T+ ZU%,ZUQ >=I yl,Pyg >

<Pyy>=<mzaz+az >=|z]’>0

voi moi y thude H. Khi dé ta goi P 1a mot phép chiéu (truc giao).
Ngudc lai, néu P 1a toan ti tu lien hop trong B(H) va P? = P thi
X = {x € H|Px = x} = P(H) la khong gian con déng ctia H. Néu
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zt e X+t P = P* ta c6 ||Prt|]? =< 2t, P2zt >= 0 hay Paxt = 0.
Vay P 1a phép chiéu truc giao tit H len X.

Goi P+ : H — H,y — x* la phép chiéu truc giao v6i P, P+ di tit H len
X+, Tacé P+ =1 — P. Khi do ta c6 dinh nghia sau.

Dinh nghia 1.5.9. Cho ho {P,}ics 1a cac phép chiéu trong H, ta dinh

nghia
(i) A\ P; 1a phép chiéu len (| PH.

el el
(ii) \/ P; 1a phép chiéu len |J P,H.
el el
trong d6 (A P)* =V P, (V P)* = A\ P,
el el i€l el

P+ =11 — P la phép chiéu truc giao ctia phép chiéu P.

1.5.5 Toan ti& chéo héa dudc

Toan tt T thudoc B(H) dugce goi 1a chéo hoa duge (diagonalizable), néu
ton tai mot co sd truc chuan {e; | j € J} ctia H va mot tap bi chan
{\;j | j € J} trong F théa man:

Tr = 2)\3 <Z,€; > ¢ (13)
trong d6 cac sd < z,e; > 1a cac toa do clia x doi véi co s6 {e;} va mdi
Aj la gié tri rieng ctia T tuong tng véi vecto riéng e;.
Bay gio ta ky hieu P; 1a phép chiéu tit H len khong gian con Fe;. Ta ¢6
Pjx =< w,e; > ej. Do vay

T =X\ P
Goi T* la toan tit lién hgp ctia T. Tu (1.3) ta c6:

T'r =Y\ <m,e; > e
Do vay T la toan ti chéo hoa duge véi co s6 {e;} va cac gia tri rieng
{\;}. Hon nita T*T = TT* nén toan ti T la chuan tac.
Nhan zét 1.5.10. (i) Toan td T la tu lien hop khi va chi khi moi A; la

sO thuec.

(ii) T duong khi va chi khi A; > 0 v6i moi j.

(iii) Néu H 1a khong gian hitu han chiéu, méi todn tit chuan tic déu chéo
héa duge. Khang dinh nay khong con ding néu H c¢6 vo han chiéu.
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1.5.6 Toan tir unitar

Pinh nghia 1.5.11. Mot toan tit unitar 1d mot phép dang cau dang cu
tu H len H.

Nhan zét 1.5.12. Toan ti unitar bao toan tich trong. Thic vay goi U la
toan ti unitar tit H lén H. Tt dang thitc phan cuc ta co:

4 < Uz, Uy >= Sif|U(z + i*y) || = Dif||lz +i*y|P =4 < 2,y >

Tu déo UU* = U*U = I. Vay U la chuan tic va kha nghich v6i U~! = U*,
Ngugc lai néu U thuoc B(H) théa man U~! = U* thi U la unitar vi

HU:UH2 =< U'Ux,xz >= H:UH2

Do d6 U la phép dang cu. Hon nita U la toan 4nh vi U kha nghich. Do
vay U la mot ding cau dang cu.

Dinh nghia 1.5.13. Hai toan tt S va T thuoc B(H) goi la tuong duong
unitar néu ton tai toan ti unitar U thuoc B(H) thoa man S = UTU*.
Cac tuong duong unitar bao toan chuan, tinh tu lien hop, chuan tic,
tinh chéo héa duge, va tinh unitar.

1.5.7 Phép dang cu mot phan

Dinh nghia 1.5.14. Toan ti& U thuoc B(H) duge goi 1a ddng cit mot
phan (partial isometry) néu c6 mot khong gian con déng X ciia H thoa
man U |x 1a dang cu va U |y.= 0.

Nhan zét 1.5.15. (i) kerU = X+

(ii) Dat P = U*U ta c¢6 < P,z >= ||Uz||> = ||z||* v6i moi x thuoc X.
Tw d6 Px = x béi BDT Cauchy-Schwarz.

Hon nita Prt = 0 v6i moi 2+ thuoe X . Do d6 P 1a mot phép chiéu tit
H lén X.

Nguge lai, cho U thuoc B(H) théa man U*U = P, v6i P la phép chiéu
nao d6. Dat X = P(H) ta c¢6 ||Ux||*> =< Px,z >. Tt d6 néu x thuoc
X thi ||Uz|]* =< x,2 >= ||z||> hay U la phép dang cy tren X. Néu x
thuoc X+ thi Px = 0. Do d6 U = 0 tréen X*. Vay U la phép dang cu
mot phan.

(iii) U* ciing 1a phép dang cy mot phan.
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(iv) Néu H 1a khong gian vo han chiéu, thi ton tai cac dang cyt khong
unitar, vi chung khong phai la anh xa lén.

Vi du 2. Gia stt H 1a khong gian tach duge vé6i co s6 true chuan
{en|n € N}. Ta dinh nghia toan t S : H — H v6i:

S(Xane,) = Xaneni1, Dage, € H

Khi d6 S 14 phép dang cu tit H len {e;}+. S* 1a phép dang cy mot phan
tit {e; }+ len H. Dic bigt S*S = I, trong khi SS* 14 phép chiéu lén {e; }+.

1.5.8 Phép phan tich cuc

Dinh 1y 1.5.16. Vdi moi toan ti T thuéc B(H), c6 mot toan ti duong
duy nhat |T| thuoc B(H) théa man:

| Tx|| = [T,z € H (1.4)

va ta 6 |T| = (T*T)2. Hon nita c6 mot phép dang cu mot phan duy nhdit
U véi kerU = kerT va U|T| = T. Dac biet, U*U|T| = |T|,U*T = |T),
va UUT =T.

Cha y 1.5.17. Phép xay dung trén goi la phép phan tich cuc (polar
decomposition) ctia toan tit T. Dang cit mot phan U nhu 1 dau ctia T.
7| nhu la gia tri tuyet doi cia T. Tu T* = |T|U* = U*(U|T|U*) va tu
tinh duy nhat ctia phan tich cuc, ta ¢6 U* 1a dau cta T* va U|T|U* 1a
gia tri tuyet doéi ctia T*.

Dé T ¢6 dang U|T| véi mot toan tit U unitar nao d6, can va du la cac
khong gian con dong kerT va kerT* c6 cung s6 chiéu (vo han hay hitu
han).

Cac truong hop don gian ctia dinh 1y tong quat nay la cac két qua sau.

Ménh dé 1.5.18. Néu T la khd nghich trong B(H) thi phép dang cu
mot phan trong phan tich cuc cia né la todn tii unitar.

Ménh dé 1.5.19. Néu T la chuan tic trong B(H), ton tai mot todan ti
unitar W giao hoan vdi T, T*,|T| va théa man T = W|T|.
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1.6 Cac khai niém hoi tu

Trude tien ching toi gi6i thieu dinh 1y vé to po sinh bdi ho cac nia
chuan.

Dinh ly 1.6.1. Cho X la mot khong gian vecto vdi truong s6 F (thuc
hay phaic). J la mot ho cdc nita chudan trén X théa man: néu x # 0 trong
X thi ¢6 mot phan ti p cia J, p(x) # 0. Khi dé c¢6 mot to po loi dia
phuong trén X, ¢ dé moi xg thuoc X, ho cdac tap:

V(l’o - P1y -5 Pmy 6) - {QZ' € X pj(aj T ZUO) < 6(] - 1727 7m)}
(€ >0 vap1,...;pm € J ) la mot co sd cia cdc lan can cia x.

Dinh nghia 1.6.2. (To6 po yéu).

Cho X 1a mot khong gian tuyén tinh véi truong s6 F. J 1a mot ho cac
phiém ham tuyén tinh trén X théa man: néu x # 0 trong X thi véi p
nao dé trong J, p(x) # 0. Khi p thuoc J, ¢,(x) = |p(x)| xac dinh mot
nita chuan ¢, trén X. Véi ho céc nita chuan {g, : p € J}, c6 mot t6 po
161 dia phuong trén X, va duge goi 1a to po yéu (weak topology) trén X
dugc sinh béi J, ky hiéu 1a o(X, J). Mdi diém xq thuoc X c6 cd sé ciia
cac lan can bao gom tat ca cac tap c6 dang:

V(Qﬁ'o - P1y -5 Pms 6) - {QZ' € X: ’pj(x) _pj<x0)’ < E(] - 1727 7m)}
6doe>0vapy,...pm€ J.

Khi z € V(xg: p;e) thi [p(z) —p(z0)| < €, m6i phiém ham tuyén tinh
p trong J 1a lién tuc trong to6 po o(X, J). Hon ntta, o(X, J) 1a t6 po yéu
nhat trén X.

Cho H 1a mot khong gian Hilbert, B(H) 1a khong gian céc toan tit

tuyén tinh bi chan tit H vao H véi chuan ||A|| = sup ||Az|| = [|A*]].
|l=[|<1

Dinh nghia 1.6.3. Trén B(H), ta dinh nghia sy hoi tu ciia cac toan tit
nhu sau:

Ta no6i cac toan ti {A,} thuoc B(H) hoi tu déu dén toan tt A thuoc
B(H) khi va chi khi ||A4,, — A|| = sup || (A, — A) z|| — 0.

|
lal <1

{A,} hoi tu manh dén A khi va chi khi ||A, 2z — Az|| — 0 v6i moi x thudc
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H.
{A,} hoi tu yéu dén A khi va chi khi < A,z,y >—< Az, y > véi moi x,
y thuoc H.
Nhu vay hoi tu déu kéo theo hoi tu manh va hoi tu manh kéo theo hoi
tu yéu.

Tuong tu ta c6 thé dinh nghia su hoi tu clia diy cac phan ti trong
khong gian Hilbert nhu sau:
{2,} hoi tu manh dén x khi va chi khi ||z, — x|| — 0,
{z,} hoi tu yéu dén x khi v chi khi < z,,y >—< z,y > v6i moi y
thuoc H.
Toan tt T': H — H la lien tuc yéu-yéu néu moi day {z,} trong H hoi
tu yéu dén x thi {Tz,} hoi tu yéu dén Tx.
Tuong tu, T goi 1a lién tuc yéu-chuan néu moi day {z,} trong H hoi tu
manh dén x thi {Tx,} hoi tu yéu dén Tx. Khi d6 T 1a bi chan.
T goi 1a lién tuc chuan-yéu néu moi day {z,} trong H hoi tu yéu dén x
thi {T'z,,} hoi tu manh dén Tx. Mot toan tit lién tuc chuan-yéu c6 hang
httu han.

Dinh nghia 1.6.4. T6 po toan tit manh (strong-operator topology)
T6 po toan tit manh trén B(H) c6 mot co sd 1a cac lan can cua toan tit
Ty, cac lan can nay la cac tap c¢6 dang:

V(T : 21,y oy o €) = {T € BH) : (T — To)zj|| < €(j = 1,...,m)}

6 do xq, ..., x,, thudc H va e duong.

Day {7;} hoi tu toan tit manh dén T} khi va chi khi ||(7; — Tp)z|| — 0
v6l moi x thuoce H.

Dinh nghia 1.6.5. T6 po6 toan tit yéu (weak-operator topology)

Topo toan tit yéu trén B(H) 1a t6 po yéu tren B(H) sinh bdéi ho J céc
phiém ham tuyén tinh w, ,(T) =< Tx,y >, (v,y € H,T € B(H)).
Theo Dinh 1y (1.6.1), to po toan tit yéu tren B(H) 1a mot to po 161 dia
phuong sinh béi cdc ntta chuan |w,.,(T')|. Ta xét ho cac tap:

V(Th : Wy s eey Waspy 5 €)
={T €BH):|<(T—-To)z,y; >|<e(j=1,2,....,m)}

4 do6 e duong, x1, ..., T, Y1, ..., Ym deu thuoc H. Ho nay 1a co s cia cac
lan can 16i (md) cta T trong to po toan tit yéu.
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Tu | < (T —Ty)z,y > | < e khi |[(T — To)z|| < e(1+ [ly])~}, mbi tap
md trong t6 po toan tit yéu 1a mé trong to po toan tit manh. Do dé to
po toan ti yéu la yéu hon to po toan tit manh.
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Chuong 2

Xay dung khong gian r?
cho 16p cac toan tu

compact

Trong chuong nay, ching t6i xay dung khong gian LP cho 16p cac toan
ti compact By(H), tuong ting cac toan t1t lién tuc triét tiéu tai vo cung.
Day 1a sy mdé rong ctia C.(X) cho trudng hop dai s6 toan ti tuyén tinh
lién tuc trén khong gian Hilbert phiic H. Tich phan ciia mot toan ti
thuoc By(H) la vét clia toan tit do.

Dé nghién cttu vé toan tit compact, ching toi giéi thieu khai niem Dai
s6 Banach nhu sau.

2.1 Dai sé6 Banach

Dinh nghia 2.1.1. (Dai s6 Banach)
Cho U 1a mot khong gian tuyén tinh v6i phép nhan:

UxU—U
(A,B) — AB
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thoa man cac tinh chat:

(1) A(BC) = (AB)C

(2) (A+ B)C = AC+ BC; A(B+C)=AB+ AC

(3) a(AB) = («¢A)B = A(aB)
v6i moi A, B, C thuoc U, a thude F (= R hay C) . Khi d6 U duge goi 1a
mot dai s6 (trén R hay C).
Mot dai s6 U (tréen R hay C) véi phan ti don vi I duge goi 1a mot dai
s6 dinh chuan khi U 13 mot khong gian dinh chuan théa man:
I|AB]|| < ||A]].||B]|] v6i moi A, B thuoc U va ||I]| = 1. Néu U 14 mot
khong gian Banach véi chuan nay thi U duge goi 1a mot dai sé6 Banach
(thuc hay phiic).

Cho H 1a mot khong gian Hilbert. Goi B(H) 1a tap gom cac toan
ti tuyén tinh bi chan trén H v6i phép cong, nhan cac toan ti tuyén tinh
theo nghia thong thuong thi B(H) 1a mot khong gian Banach véi chuan:

|A]l = sup || Ax]]

|| <1

Khi d6 B(H) 1a mot dai s6 Banach-khong giao hoén.

Sau day ching toi gidi thieu mot 16p dic biét ctia dai s6 Banach, 1
16p C*-dai s6. Lép nay c6 mot phép doéi hgp véi cac tinh chat song song
v6i cac tinh chat ciia phép lien hop clia cic toan ti trong khong gian
Hilbert. Véi X 1la mot khong gian Hausdorff compact va H 1a mot khong
gian Hilbert, C(X) va B(H) la cac vi du vé C*-dai s6.

Dinh nghia 2.1.2. Mot phép déi hop (involution) trén mot dai s6 Ba-
nach phic U 1a mot anh xa A — A*, tit U vaio U thoéa man cac diéu kién:
(1) (aS+bT)* =asS* + bT™,

) (ST) =T"5",

) (5" =S, -

do S,T €U, a,b € C, @, b la cac so phtc lién hgp ctia a va b,

Mot C*-dai s6 1a mot dai s6 Banach (c6 phan tit don vi I) v6i mot phép
d6i hop thoa man:

(4) ||T*T|| = |IT|I* (T € U) Nhu vay néu U la mot C*-dai s6 thi
|T'|| = ||T*|] v6i moi T thuoc U.

(2
(3
R
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2.2 Toan tu compact

2.2.1 Khai niém Iép toan ti¢ compact

Dinh nghia 2.2.1. Cho toan tit T trén khong gian Hilbert vo han chiéu
H v6i truong s6 F (thuc hay phiic). Hang ctia T, dugce ky hiéu 1a rr, va
duge dinh nghia: ro = dim(T(H)). Tap:

By(H) = {T € B(H) | rr = dim(T(H)) < oo}

1a khong gian con hitu han chieu ctia B(H). Hon nita Bf(H) 1a mot dai
s6 con va la idean ctia B(H).

NéuT € By(H),dokerT* = (T(H))* nén H = T(H)@®ker T*. Suy
ra T*(H) =T*(T(H)) hay T* c6 hang httu han. Vay B;(H) la idean tu
lien hop trong B(H) va (By(H))" = By(H).

Bo dé 2.2.2. Ton tai mot ho cdc phép chiéu (Py)xea trong By(H) théa
man:

| Pr(z) — [ — 0
vdi moi x thuoc H.

Chitng minh. Goi {e; | j € J} 1a mot co s6 truc chuan ctia H. Goi A 1a
ho gom cac tap con hitu han ctia J.
V6i mdi A € A, ta diat Py 1a phép chiéu tut H lén khong gian con

span{e; | j € A} = {>_ ¢jejlc; € F}. Khi d6 (Py)xea la mot ho trong
JEA

By(H). 9

Néu x thuoc H, ta ¢6 @ = Xaje;. Theo dang thic Parseval ta co:

|P\(z) — 2| = g0 | o P— 0
[]

Ki hieu U 1a bao déng theo chuan ctia tap U (tiic 14 v6i mdi phan tit
t thuoc U, ¢6 mot day phan ti {s;} thuoc U sao cho ||t — s;|| — 0). Ta
c6 dinh 1y co ban sau:
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Dinh 1y 2.2.3. Cho U la hinh cau don vi déng trong khong gian Hilbert
H. Cac diéu kién sau doi vdi toan ti T thuoc By(H) la tuong duong:
(’é) T e Bf(H).
(ii) T|y la ham lien tuc chudan yéu tic U vao H.
(iii) T(U) la compact trong H.
(i) T(U) la compact trong H.
(v) Moi ho trong U c¢6 mot ho con sao cho anh cia ho con nay boi T

hoi tu trong H.

Chatng minh. (1)=(ii). Cho (z))rea 1 mot ho hoi tu yéu trong U vdéi gidi
han z. Cho € > 0, theo gi& thiét ton tai S € Bf(H) thoa man

1S = T]| < ¢/3
Tu do
[Ty — Tal| = [|(Tay — S22) — (Tw — Sz) + (Szx — Sa)|
< (T = S)al| + (T = S)a| + [|Szr — Sal|
< OlIT 81|+ [|Ss — Szl < Ze +[[Sar - Sa

Madi toan tit S thuoc B(H) la lien tuc yéu-yéu nén Sz hoi tu yéu t6i
SX.

Trong khong gian con hitu han chiéu S(H) cac topo tring nhau. Do vay
Sz hoi tu dén Sx theo chuan.

Tu d6 ||[Tzy — Tz|| < €. Vienhd tuy ¥y nén ||Txy — Tx|| — 0 hay T la
ham lién tuc chuan-yéu.

(ii)=-(iii). Cho Ty la ham lién tuc chuan-yéu tit U vao H. Do U la
compact yéu nén T'(U) 1a compact theo chuan.

(iii)=(iv). T(U) la compact trong H nén T'(U) déng va bi chan trong

H. Do d6 T(U) déng va bi chan trong H, tic la compact.

(iv)=(v). Gia st T(U) 1a compact trong H. Ta c¢6 néu T(U) 1a compact
tuong do6i thi moéi ho phan ti trong T'(U) sé ¢6 mot ho con hoi tu. Vay
(iv) duge ching minh.

(v)=(i). Dat (P\)xea (nhu trong bd dé trén) 1a ho cac phép chiéu trong
By¢(H) thoa man ||Pyz —z|| — 0 v6i moi x thuoc H. T d6 P\T € B(H)
v6i moi A va P\T — T. B6&i vi néu P\T khong hoi tu t6i 7' thi ton tai
€ > 0 sao cho v6i moi A € A, ton tai vécto don vi x) théa man

(AT = T)zs|[ = €
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Theo gia thiét, ta gid st ho {T2)},ea 12 hoi tu theo chuan trong H tdi
mot giéi han y. Khi d6 theo bo dé trén

e < [[(I = P)Tas[| < |[(I = PA)(Tea = y)ll + [[(T = ) ()|
< |[Tzx =yl + (I = P)yl] — 0
bay la mot mau thuan. Vay ||P\T — T|| — 0. O

Nhan zét 2.2.4. L6p toan tit thoa man dinh 1y trén goi la 16p toan tit
compact, ki hi¢u 1a B,(H), dé ngu y rang day la cac toan tit triet ticu &
vo han. B,(H) 1a mot idean ti lien hop, dong theo chuan trong B(H).
Mac du I ¢ B,(H) khi H ¢6 vo han chiéu, nhung B,(H) ¢6 phan tit don
vi xap xi bao gom cac phép chiéu ¢6 hang hitu han [Xem chiing minh

(v)=(@)].

2.2.2 Tinh chat cta toan ti compact

B6 dé 2.2.5. Mot todn ti chéo héa duoe T thudc B(H) la compact khi
va chi khi cac gia tri rieng {)\; | j € J} cia T tuong dng vdi co sd truc
chuan {e; | j € J} phu thuoc vao C,(J), trong dé Co(J) la tap cic ham
trén J triét tiéu tar vo cung.

Chitng minh. Gia st toan tit chéo héa duge T thudec B(H) la compact.
Ta c6

Tx =) A\ <uxe >e; véi moi x thuoc H.

NéuT € B,(H) vae>0,dat J.={j € J||\| > e}

Néu J; ¢6 vo han phan ti thi ho {e;};c . hoi tu yéu t6i 0, véi moi tap sap
thit tu tot ctia J.. Diéu trén c6 duge 1a do BDT Parseval va < e,z >— 0.
Do d6 ||Te;|| = |A\j| > €, j € Je. Dieu nay mau thuan véi (ii) trong dinh
Iy (2.2.3). Vay J. la hitu han v6i moi € > 0, c6 nghia la A; triet tieu tai
vO cung.

Ngugc lai néu J, hitu han véi mdi € > 0. Dat:

TE:Z)\j < .,€j > €
Jede

Khi d6 T. c6 hang htu han va

(T =Toz|l> = | Y N <we;>elP = NPl <a,e; > [P <EJ|f?
i, Jg .
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Tu do

T —T.|| <e SuyraT € B,(H) (theo dinh 1y (2.2.3)(i)). O

Bo6 dé 2.2.6. Néu z la mot vecto riéng cia todan ti chuan tic T thudc
B(H), X la gia tri riéng tuong ing, thi x la mot vecto rieng cia T* vdi
gid tri riéng X. Cdc vecto rieng cia T tuong wng cic gid tri rieng khdc
nhau la truc giao.

Chiing minh. Cho x 1a mot vectd riéng ctia toan tit chuan tic T thuoc
B(H), X 1 gi4 tri rieng tuong tng. Toan ti T'— I\ 1a chuan tic va toan
t lién hop cia né 1la T — AI. Ta co:

(7" = Azl = |[(T = AD)z|| = 0
Do vay x ciing 1a mot vecto rieng clia T* tng véi gia tri rieng . Xét
hai gia tri rieng A # p cua T, gia st A # 0. Goi x 1a vecto riéng ting véi

gia tri rieng A, tic T'r = Ax. Goi y la vecto riéng tng véi gia tri riéng u,
tuc Ty = py. Ta co:

<zy>=A'<Try>=\'l<z,Ty>=\Nl<zay>=\'u<zy>
Do d6 < x,y >= 0 hay x_Ly. []

Bo dé 2.2.7. Méi todn ti compact, chuan tic T tréen khong gian Hilbert
phic H c6 mot gid tri riéng X vdi |A| = ||T|.

Chatng minh. Cho U 1a hinh cau don vi ciia H. Ta da biét T : U — H
1a lien tuc chuan-yéu. Do dé néu z; hoi tu yéu té6i x trong U thi:

| < Txjx;>—<Te,x>|=|<T(v;—x),2;, >+ < Tx,x; — x> |

<||IT'(x; —2)||+| < Tz,x; —x > | — 0.

Do vay ham x — | < Tx,x > | lién tuc yéu trén U. Vi U la compact
yéu nén ham < Tx,z > dat cyc dai va cuc dai d6 la ||T||. Tic la

| < T'wo,xg > | = ||T|| v6i ¢ nao d6 trong U. Suy ra:

TN = | < T, 0 > | < [|Txoll[|ol| < |IT]]
Do vay | < Txo,z0 > | = ||Tzo||||xo||. Dicu nay xay ra khi Taxy = Az,
v6i A nao do6. Vay |\ = ||T||. O
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Pinh 1y 2.2.8. Mdi todn ti compact, chuan tic T trén khong gian
Hilbert phiic H la chéo hoa dugc va cac gid tri riéng cua no triét tiéu tai
V0 cung.

Nguge lai, moi todn ti nhu vay déu chudn tic va compact.

Chitng minh. Ta chi can chi ra ring méi toan t compact, chuan tic T
14 chéo hoa duge. Khi d6, theo bo dé (2.2.5) ta c6 cac gia tri rieng clia
T triét tieu tai vo cung.

Nguoc lai, cho toan tit chéo héa duge T ¢6 cac gia tri riéng triét tiéu tai
vo clting. Khi d6 T ¢6 ho gom cac vecto rieng truc giao. Ta goi ho c6 cuc
dai phan tt 1a {e; | j € J} va cac gia tri rieng tuong ing 1la {); | j € J}.
Dat P la phép chiéu len khong gian con spanf{e; | j € J}. V6i mdi x
thuoc H, ta co:

TPr=TY <x,e;>e =X <x,e >\Ne; =X<x,Aje > e

=Y <z,T¢j>ej=X<Tx,e; >e;=Plx

Do vay T va P 1a giao hoan va toan tt (I — P)T chuan tic, compact.
Néu P # I thi c6 hai truong hop xay ra

e Néu (/ — P)T = 0 thi ton tai vecto don vi ey € (I — T)H la vecto
riéng cua 7.

e Néu (I — P)T # 0 thi theo B6 dé (2.2.7) ton tai vecto don vi ey €
(I — P)H v6i Teg = Aeg va [\ = ||(I — P)T] .

Ca hai truong hop trén déu mau thuén véi viec chon ho {e; |€ J} 1a cuc
dai. Vay P = I va toan ti T la compact va chuan tac. O

2.2.3 Toan tu hang mot

Dinh nghia 2.2.9. Cho x, y thudéc H. Ki hiéu x ® y la toan tit hang
mot trong B(H) dugc xac dinh bdéi:

rOy:H—H

z=(r0yY)z=<z,y>ux
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Nhan zét 2.2.10. Anh xa (z,y) — = ® y 13 mot nita song tuyén tinh tir
H x H vao By(H). Néu |le|| = 1 thi e ® e la phép chiéu mot chieu tit H
len Ce. Mbi toan tit chuan tic, compact T trén H déu cé

T = E)\jej ® 6]'

véi co s truc chuan {e; | j € J} ctia H.

Tong trén hoi tu theo chuan, béi vi tap Jy = {j € J | \; # 0} la hitu
han ho#c vo han dém dudc, trong truong hop vo han dém dude day
(A ]j € Jo} hoi tu i 0.

2.2.4 Pai sé Calkin

Dinh nghia 2.2.11. Do By(H) la idean con déng trong B(H) nén
B(H)/By(H) la dai s6 Banach véi chuan thuong va duge goi 1a Dai
s6 Calkin. Néu S va T thuoc B(H) va S —T € By(H), ta n6i S 1a nhiéu
compact ctia T. Nghia 1a S vad T c6 cuing hinh anh trong Dai s6 Calkin.

Toan tit T thuoc B(H) duge goi 1a ¢6 dbi hang (co-rank) hitu han
néu dim((T'(H))*) < oo.

Dinh ly 2.2.12. (Dinh ly Atkinson)

Cho todn ti T thuoc B(H) , cic diéu kién sau la tuong duong:

(i) Ton tai duy nhat mot toan ti S thuoc B(H) théa man ST wva TS
tuwong tng la cdc phép chiéu len (kerT): va léen (kerT*)*, cd hai phép
chiéu cé co-rank hitu han.

(i) Voi S nao do trong B(H), cd hai toan t¢ ST — 1 va TS — I la
compact.

(iii) Hinh dnh cia T la khd nghich trong Dai s6 Calkin B(H)/Bo(H).
(iv) Cd kerT wva kerT* la cdc khong gian con hiu han chiéu va T(H)
dong.

Chiing minh. R6 rang (1)=-(ii) va (ii)<(iii).
(ii)=(iv). Gia st day {x,} la truc giao trong kerT. Dat U = ST — [
thuoc By(H), ta ¢6 Uzx, = —z, v6i moi n. Hon nita z,, hoi tu yéu t6i 0
nén ||Uzx,|| — 0. Diéu nay mau thudn. Vay kerT ¢6 hitu han chiéu.
Thay T béi T* ta dudge kerT* hitu han chiéu.

Ta ching minh T'(H) la déng. Stt dung Dinh 1y (2.2.3)(i), chon toan
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t¢ V thuoc By(H) thoa man [|[U — V|| < 3. Khi d6 véi mdi x thuoc V,
ta co

1
ISI1 1Tl = 1ST2|| = |I( + U)z]| = [|2]] = [[Uz]] = 5]l

Tt d6 T |rerv bi chan dudi béi gié tri duong hay X = T'(kerV) 1a dong.
Mit khac ta c6 kerV* = (V(H))*. Do V ¢6 hang hitu han nén kerV =
(Ve(H)-
Do d6 n = T((kerV)*) = T(V*(H)) c6 hitu han chiéu.
V6i Q 14 mot phép chiéu tit H len X, ta ¢6 Q(n) c6 hitu han chiéu nén
Q(n) dong. Tu do6

X +1=0Q(Q(n)
la khong gian con déong cia H. Ma T(H) = X +n nén T(H) la dong.
(iv)=-(i). Ta c6 toan t1t T' | (4 ryr 1a don anh, bi chan tit mot khong gian
Hilbert lén khong gian Hilbert T(H). Do d6 ton tai toan tit nghich déo
bi chan S.
Ta thac trién S thanh mot toan tit trén B(H) bang cach dat S = 0 trén
(T(H))*. Do vay T'S 1a phép chiéu tit H len T'(H) = (kerT*)* va ST 1a
phép chiéu lén (kerT)+. C4 hai phép chiéu nay déu c6 co-rank hitu han
bdi gid thiét. Ro rang S 1a duy nhat. O

2.2.5 Toan t Fredholm

Dinh nghia 2.2.13. Céc toan t1it thda man cac diéu kién ctia Dinh 1y
Atkinson dugc goi la cac toan tit Fredholm. Lép toan ti nay duge ki
hiéu la F(H).

V6i méi T thuoe F(H), ta dinh nghia index ctia T' la

indexT = dim(kerT) — dim(kerT™)

Ta chon S va T nhu trong Dinh 1y Atkinson(i), va dat ST =1 — P,
TS =1— Q. KhidéP va Q la cac phép chiéu leén kerT va kerT*, hién
nhién cac phép chiéu nay c6 hang hitu han. Dit:

indexT =rp —1g

Tu Dinh 1y Atkinson(iii), ta c6 tich ctia cac toan tit Fredholm lai la toéan
t1t Fredholm. Hon nita tich RT thuoc F(H) néu T thuoc F(H) va R song
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anh trong B(H). Lai do R 1a song anh nén:
index RT' = indexT R = indexT’
Ro rang T* € F(H) néu T € F(H) va indexT* = —indexT.
Cudi cting phép kha nghich mot phan tit S t6i T trong Dinh 1y Atkin-
son(i) la toan tit Fredholm véi indexS = —indexT.
V6i moi n € Z, ta dinh nghia tap:

F.(H)={T € F(H) | indexT = n}
Cac tap nay déu khong réng. Va ta co cac bo dé sau.
Bo dé 2.2.14. Néu A thuoc By(H) thi I + A thuoc Fy(H).
Bo dé 2.2.15. Néu A € By(H) va T € Fy(H) thi T + A € Fy(H).
Bo6 dé 2.2.16. Néu A € By(H) va A € C — {0} thi hodc N — A khd
nghich trong B(H) hodc X la gid tri riéng ctia A vdi s6 boi hitu han. Hon
nda \ cung la gid tri riéng cua A* voi cung boi trén.
Cha y 2.2.17. Cac két qua trén duge biét nhu 13 "kha ning Fredholm".
N6 chi ra rang pho ctia mot toan tit compact chita 0 va cac gié tri riéng.
Do d6 M — T 1a khong kha nghich v6i moi A thude pho. Dic biet, pho
nay la mot tap con dém duge ciia C vé6i 0 1a diem c6 thé tu dudc.

2.3 Vét

Phan nay ching toi dinh nghia vét va néu tinh bat bién ciia noé, xay
dung 16p toan tit vét va 16p toan ti Hilbert-Schmidt. Véi tich phan ctia
mot toan tit compact 1a vét clia toan ti, tit d6 hinh thanh cac khong
gian kha tich cap p (1 < p < c0). Deé tim sy tuong tu gitta Iy thuyét
clia cac ham va 1y thuyét clia cac toan tit trén khong gian Hilbert phic
H, phan 2.1 da dé cap rang:

e B(H) tuong tng cac ham lién tuc coé gia compact.

e By(H) tuong tng cac ham lién tuc triét tiéu tai vo clung.

e L6p B(H) thé hién ca hai vai tro: doi khi B(H) tuong tu nhu tap tat
ca cac ham lién tuc bi chin va doi khi B(H) tac dong nhu la L™,

Cach tac dong thit hai & trén gia thiét ton tai nhu 14 mot su tuong
tu tu H vao do do Lebesgue.
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2.3.1 Dinh nghia vét

Dinh nghia 2.3.1. Cho {¢; | j € J} 1a mot co sG truc chuan trong
khong gian Hilbert phtitc H. V6i moéi toan tit duong T thuoc B(H), ta
dinh nghia vét ctia T, ky hieu la tr(T), béi:

tr(T) :Z <Teje; >
c6 gia tri trong [0, +00].
Nhan zét 2.3.2. Véi mbi T thuoce B(H) ta c6 tr(T*T) = tr(TT*).
Chiing minh. Moi i, j ta ¢
<Tej,ej ><ej,Te;>=<T"ej,e; >< e;,T"e; >

c6 gia tri 16n hon hoac biang 0.
Lay tong vé trai theo j va vé phai theo i, ta cé:

Z (<Te;|ej>ej,Te;)=<Te,Te;>=<T"Te;, e; >
J
Z << T*ej, €; > e,',T*ej> =< T*ej,T*ej >=< TT*ej, ej >

1

V6i timg hang tit duong, hai tong trén khong phu thude vao thi tu cac
hang ti. Do do

tr(T"T) = Z < T"Tej e; >= Z <TT ej,e; >=tr(ITT")
i J

Nhan zét 2.3.3. Néu U 1a unitar va 7' > 0 thi
tr(UTU") = tr(T)

Dac biet dinh nghia vét khong phu thudc vao viéc chon co s6. Do d6
||| < tr(T).

Nhan zét 2.3.4. Néu T thuoc B(H) théa man tr(|T|P) < oo véi p > 0
nao do, thi 7' 1a compact.
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Chaing minh. Cho {e; | j € J} 1a mot co s truc chan ctia H va e > 0,

c6 mot tap con hitu han A cia J théa man ) < |T|Pej,e; ><e.
JEN
Dat P, la phép chiéu tit H 1én span{e; | j € \} = {>_ ¢jejlc; € C}. Ta
jeA

s

IIT[P2(1 = PP = [|(I = B)ITPP(I = Py
<tr((I - P|TIP(I - Py)) < e

Do ¢ nhd tity ¥ nén ||T|[P/?(I — Py)|| = 0. Theo Dinh 1y Atkinson ta
c6 |T|P/? € By(H). Véi co s6 trye chuan phit hop (ta van ky hieu la
{e; | j € J}. Theo Dinh ly (2.2.8) ta co:

TP = $)je; @ e;

va {\;} triet tieu tai vo cung. Do p nguyén nen |T'| = Z)\i/pej ©e;. Tu
d6 |T| € By(H). Tit phép phan tich cuc T = U|T| ta ¢6 T € Bo(H) hay
T compact. [

2.3.2 Lép toan ti vét va 16p toan ti Hilbert-Schmidt
Dinh nghia 2.3.5. Ta dinh nghia I6p toan tit vét:

BY(H) = span{T € By(H) | T > 0,tr(T) < oo}
va 16p toan tir Hilbert-Schmidt:
B*(H) = {T € By(H) | tr(T*T) < oo}
Ta c6 tr(Ty + Ty) = tr(Ty) + tr(Ty) va tr(aT) = atr(T) v6i moi toan ti

3
duong Ty va Ty vamdi a > 0. V6i mdi T thuoe BY(H), taco T = Y i*Ty,
k=0

3
T, > 0. Do d6 tr(T) = 3 i*tr(T}) thac trien ham vét thanh mot phiém
k=0
ham tuyén tinh tren B'(H).
T nay ta c6 thé st dung ham vét vao bat ky toan tit nao trong tap
B(H), + BY(H) (v6i a + oo = 00, Va € C). Ciing nhu cac vecto trong
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H, ta cling ¢6 quy tac hinh binh hanh ddi véi cac toan t1t trong B(H)
nhu sau

(S+T)(S+T)+(S=T)(S—=T)=2(5"S+TT) (%)
T do suy ra
(S+T)(S+T) <25 S+T"S) ()

Bang cac tinh toan don gian, ta c6 dang thitc phan cuc cho céc toan ti
trong khong gian Hilbert phiic

AT*S = Z (S + sz (S + z’kT) (% * %)

Ménh dé 2.3.6. Cdc lop BY(H) va B*(H) la cdc idean ty lién hop trong
B(H) va
By(H) C BY(H) C B*(H) C By(H)

Chiing minh. Ta ching minh B*(H) 1a idean tit lien hgp. Néu T' > 0 véi
tr(T) <ocova S € B(H), ta co

3
ATS = AT'PT'28 = i (S + i 1) T(S + i)
k=0

V6i V =S +i*1, ta co:
tr(V*TV) = tr(VTY2TV2V) = tr(TY2V VA TY?) < ||VV*||tr(T)

Do d6 T'S € BY(H). Do vay BY(H) la idean phai ty lien hgp. Tuong tu
ta s& c6 BY(H) la idean hai phia.
Véi:

BY(H) = span{T € By(H) | T > 0,tr(T) < 0o}

Ta sé chi ra rang:
BY(H)={T € B(H) | tr(|T|) < oo}

Thuyc vay, néu |T'| € BY(H), tit syt phan tich cyc T = U|T)| thi theo chiing
minh trén ta c6 T € BY(H). Ngugc lai néu T' € BY(H),|T| = U*T thi
T| € BL(H).
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Ta chiing minh B?(H) 1a idean tu lien hgp. Ta c6 B?(H) la khong
gian con tuyén tinh ctia Bo(H). Tt nhan xét (2.3.2) ta c6 B*(H) 1a tu
lien hop. Do BY(H) la idean trong B(H), theo dinh nghia ctia B*(H) ta
c6 ngay B?(H) 1a idean.

Ta can chiing minh Bf(H) C B'(H) C B*(H) C By(H).
Néu T € By(H) thi |T] 1a toan tt chéo hoa duge ¢6 hang hitu han. Do
d6 T € B'(H) va |T| € B'(H). Vay B;(H) C B'(H).
Néu T € BY(H) thi

T =T = |T|"*|T|T1"* < ||T)||T|

Suy ra tr(T*T) < oo hay T € B*(H). Vay B'(H) C B*(H).
Chitng minh B*(H) C By(H) suy ngay tit dinh nghia ctia 16p B*(H). 0O

Dinh 1y 2.3.7. Idean B*(H) cdc todn ti Hilbert-Schmidt c6 dang mot
khong gian Hilbert vou tich trong:

<S8, T >,=tr(T*S), S, T € B*(H)

Chiing minh. V6i moi S, T thuoc B%(H) thi T*S thuoc B'(H) hay

< 8, T >, < 0o. Do d6 dang nita song tuyén tinh < .,. > 14 mot dinh
nghia dang, tu lién hgp va duong. Hon nita, < .,. >4 dwa ra mot tich
trong trén B2(H) bdi chuan—2 lién két théa man:

ITIlz = tr(T"T) > ||TT| = ||T|*

Kéo theo moi day Cauchy {T;} thuoc B*(H) v6i chuan ||.||o sé hoi tu
theo chuan t6i mot toan tit T' thuoc By(H). Ta can ching minh T, — T
theo chuan—2.

V6i moi phép chiéu P lén mot khong gian con hitu han chiéu ctia H ta
co

HP(T T Tn)”% - tT((T T Tn)*P(T T Tn)) - tT(P(T o Tn)(T o Tn)*P)
= limtr(P(Ty, — T,)(Tp — Tp))" P)

m

= limtr((T,, — T,,)"P(T,, — T,))

m

< limsup tr((T,, — T,,)" (T, — T},)) = limsup || T, — TnH%
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Suy ra ||P(T —T,,)[|2 < limsup [T}, — T},][2.
Do P la phép chiéu tuy ¥ nén ||T — T,||2 < limsup ||T;, — Ty||2. Do vay

T € B*(H) va T;, — T theo chuan—2.
[

B6 dé 2.3.8. NéeuT € BY(H) va S € B(H) thi
|tr(ST)| < [|S]ltr([T7)

Chatng minh. Dat T = U|T| 1a phan tich cyc ctia T. Vi |T|? € B?(H)
nén (SU|T|"/?)* € B*(H). Theo BDT Cauchy-Schwarz dbi véi vét tr ta
co

tr(ST) = [tr(SUIT|V*IT|V%) P = |((IT"?) | (SUIT|Y?)")uf?
< NITIIBIL(STITV2) 13 = tr(|T)-tr(|T12US* SUIT|?)
< tr(|T))tr([|[U*S*SU|T]) < ISP (tr(IT1))*

B6 dé 2.3.9. Néu S va T thuoc B>(H) th
tr(ST) = tr(T9)
Cong thic trén van ding khi S € B(H) va T € B'(H).
Chitng minh. Néu S, T € B*(H) thi ta c6
Atr(T*S) = Siktr((S + 4" T)*(S +4"T))
= Diftr((S* + i ") (S* + i T))
= NiFtr(T* + i*S*)(T* 4 i*S*)) = 4tr(ST*)

Do d6 tr(ST) = tr(TS).
Gid st S € B(H) va T € BY(H). Tu T > 0 va chitng minh trén ta c6

tr(ST) = tr((STY*)T'?) = tr(TY?(ST*?))
=tr((T**S)T"?) = tr(TY*(T"2S)) = tr(TS)
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Dinh 1y 2.3.10. Idean B'(H) ciia I6p cdc todn ti vét la mot dai so
Banach vdi chuan

Tl = tr(IT1), T € B'(H)

Chiing minh. Ro rang ||.||; 1& ham thuan nhat tren B'(H) va la dinh
nghia dang (vi ||.||1 > |].|]). Dé chiing minh tinh ntta cong tinh dudi ctia
BY(H) talay S va T thuoc BY(H) véi phan tich cyc S+ T = W|S + T
thi |S 4+ T| = W*(S + T). Theo B dé (2.3.8) ta ¢6

1S + Ty = tr(|S + T|) = tr(W*(S + 1)) < |tr(W*S)| + [tr(W*T)]
< W @Er(1S1) +tr(IT1) < ISl + [T

Tuong ting bat dang thiic véi phép phan tich ciic ST = V|ST| ta c6
IST||y = tr(V=ST) < [[VS|[tr(|T1)
< [[S[lfer([T]) < tr([SDer(T]) = [ISTR 1T

Cudi ciing ta can chiing minh BY(H) 1a khong gian Banach. Cho {T},}
14 day Cauchy trong B'(H) v6i chuan—1. Ro rang day nay hoi tu theo
chuan t6i phan ti 7' € By(H). V6i phan tich ciic T — T, = U|T —T,| va
moi phép chiéu P hitu han chieu len H ta co:

tr(P|T-T,|) = tr|PU(T-T,)| = limtr(PU(T,,—T,)) < limsup ||T,,—T,||x

Do P bat ky nén véi P = I ta c6

T = Tlly < limsup |[Ty, — Tlly — 0

Ro rang T € BY(H) va T, — T theo chuan-1. Vay B'(H) la khong gian
Banach. ]

Dinh 1y 2.3.11. Dang song tuyén tinh
< S, T >=tr(ST)

thé hién day du tinh doi ngau gitta cap khong gian Banach By(H) va
BY(H), gitia cip khong gian BY(H) va B(H). Tic la:
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(Bo(H))* = B'(H) wa (B'(H))" = B(H)

Chiing minh. (i) Trude hét ta chiing minh khong gian By(H) va BY(H)
déi ngau. V6i moéi T thuoe BY(H) xét phiém ham tuyén tinh bi chin
tren By(H)

or =< .,T >

Theo Bo6 dé (2.3.9) ta c6 ||or|| < ||T||1 hay ¢r € (Bo(H))*.
Nguge lai néu ¢ € (By(H))*, S € B*(H) thi:

(S < MlelllISIF < MelllS]]2

Do B?(H) 1a mot khong gian Hilbert nén ¢6 mot phan tit duy nhat T
thuoc B%(H) thoi man:

o(S) =tr(TS) =tr(ST)

v6i moi S thuoe B(H). Hon nita véi mdi phép chiéu P trén H c6 hang
httu han va v6i phép phan tich cuc T = U|T, ta co:

[tr(PIT)| = [tr(PUTT)| = |p(PU")| < |||

Do P bat ky néen T' € BY(H) véi ||T||1 < ||¢]l.
R0 rang tuong ting ¢ « T 1a mot song anh dang cu. Tt do6 (By(H))* =
B(H).

(ii) Bay gio ta chiing minh (BY(H))* = B(H). V6i mdi S thuoc B(H),
xac dinh mot phiém ham tuyén tinh bi chan:

Yg =< S, . >

tren B(H). Theo Bo dé (2.3.9) ta c6 ||¢s|| < ||S]| hay s € (BY(H))*.
Ngugc lai, néu ¢ € (BY(H))*, ta dinh nghia dang nita song tuyén tinh
U trén H bdi:

U(x,y)zw(a:@y), r,y € H

trong d6 x ® y la toan t1t hang mot. Ta co:

2Oy = (@oy) @o) = (yoo) = oy)"

= (|lz[ Py © »)* = ||z |[lly|| (]| 'y © Iyl y)
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U bi chan béi vi:
U (z,y)| < [|[9[lllz ©ylh = |[@lltr(lz © yl) = [[9[l]|[l|y]]

Do d6 c6 duy nhat toan tit S thuoc B(H) thod man |[S]| < ||| va
Y(xoy) =Ulr,y) =< Sz,y >.

V6i moi toan t1t tit lien hgp T thuoc BY(H), c6 mot dang chéo hoa dugc
T =Y \je; ®ej trong d6 {e; | j € J} 1a mot co 86 truc chuan nao do, A;
la gia tri rieng thuc tng véi vécto rieng e; va X|\;| = [|T||1. Do vay

W(T) = ZXAjo(e; ©¢;) = EXj(Se; O ¢;) = 8 < STej, ¢5 >= tr(ST)

Tu BY(H) la tu lien hop, cong thiic T = tr(ST) dung v6i moi T thuoc

Bl(H).

Vay ta lai c6 mot song anh dang cy ¢ < S. Do vay (BY(H))* = B(H).
L]

2.3.3 Mot dang cu thé cua 16p toan ti Hilbert-
Schmidt
Nhan xét 2.3.12. V6i mdi co s6 truc chuan {e; | j € J} ctia H thi:
{ei@e; | (i,5) € I}
1a tap cac toan tit hang mot tao thanh mot co s tryc chuan cia B2(H).
Chitng minh. T (e; ©e;)" = (e; ©e;) va (e; O ej)(er @ er) = 0ji.(e; ©eyp),

ro rang cac toan ti {e; ® e;} ¢6 dang mot tap truc giao trong B*(H).
Hon nita néu 7' € B*(H) thi:

<T,e;®e; >p=1tr((e; ©e)T) =tr(e; ©T ;)

= Z <e,Te; ><ej, e >=<Tej, e; >
I

Tt d6 cac phan tt truc giao v6i bao tuyén tinh ciia cac e; ® e; 1a {0}
hay {e; ® ¢} 1a mot co s6 truc chuan ctia B*(H). O
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Sau day ching toi gii thiéu mot truong hop dac biét cua 16p toan
tit Hilbert-Schmidt 1a khong gian B*(L?*(X)), véi khong gian Hilbert
tuong tng 1a L2(X). O day X 1a mot khong gian Hausdorff compact
dia phuong, L?(X) 1a khong gian cac ham kha tich cap 2 véi tich phan
Radon [ trén X. Ta da biét mot tich phan Radon [ 1a mot phiém ham
tuyén tinh:

/:QM}%R

duong, tic la f > 0 kéo theo [ f > 0.
Néu [ la mot tich phan Radon trén X, thi ¢6 mot tich phan Radon
fm ® fy tréen X? théa man:

bé@éf@gz(éf)(Lé)ieCMX%QGQOQ

trong do f ® g(x,y) = f(z)g(y) la tich tenxo ctia ham f va g. Ta xét
khong gian Hilbert L?(X?) 1a khong gian cdc ham kha tich cap 2 trén
X% . Goi{e; | j € J}1amot co sd truc chuan ctia L?(X) thi tap cac ham
e; @€ (z,y) = ei(x).€(y) tren X? 1a mot co sd truc chuan cta L*(X?).
Do d6 ton tai mot phép dang cu U tit L?(X?) len B%(L*(X)) duge xac
dinh bai:

U(€Z®@) = €i®€j
Dé nghién citu dinh 1§ sau, ching toi gidi thieu dinh 1y Fubini.
Mot ham Borel f trén khong gian t6 po X la mot ham nhan gia tri thuc
f X — R théa man: {f > t} la tap Borel trong X v6i moi t thudec R
(hay f 1a ham lién tuc).
Dinh 1y Fubini. Cho [ va fy 14 cac tich phan Radon trén cic khong
gian Hausdorff compact dia phuong X va Y. Néu h 13 mot ham Borel trén
X XY va hla kha tich véi tich phan [ ® fy, thi ham Borel y — f(x,y)
thuoc L'(Y) v6i hau hét x thuoc X. Trén hau hét x thuoc X, ham
r — fy h(z,.) thuoe L1(X) véi:

LLth@Lh

Do d6, néu h € L'(X x Y), cac tich phan dudi day déu ton tai va bang

nhau ééh:L®LhZLLh



Dinh 1y 2.3.13. V&i moi k thuoc L*(X?), todan ti tich phan T), dugc zdc
dinh boi:

zwmoz/%uwvwm f e IA(X)

Y

la mot todn tii Hilbert-Schmidt trén L*(X). Anh za k — T), la mot ding
cau tu L*(X?) len B*(L*(X)) vdi chuan—2. Véi k*(z,y) = k(y, v), ta cé
Tie = Ty. Do vay Ty, la tu lién hop khi va chi khi kerTy (tic k) la doi
xing lién hop.

0 day ta hiéu mot dang nita song tuyén tinh b trén khong gian Hilbert H
dugc goi la doi ziing lien hop (conjugate-symmetric) néu b(y, r) = b(z,y)
v, mot T va y thuoc H.

Chiing minh. Néu k thuoc L?(X?), ta chiing minh T}, 1 toan ti Hilbert-
Schmidt. Véi mdi cap f, g thuoc L*(X) ta co:

[ [t = [ o <o

Tit dinh 1y Fubini, todn ti T}, nhu trong gia thiét 1a thuoe B(L*(X)) véi
1Tl < [R]2-

Anh xa k — T 1a phép ding cu tit L*(X?) len B*(L*(X)). Vi néu
{e; | j € J} 1a mot co sé truc chuan cia L*(X) thi {e; ® e;](4,7) € J*}
13 mot co s6 truc chuan cta B*(L*(X)) va {e; ®€;|(i,7) € J*} 1a mot co
sG truc chuan ctia L2(X?). Do k € L*(X?) nén k = > ¢ije; €5, ¢;5 € C,
la& mot téng httu han. Do do:

Tif = Xei; < foe; > e = (Beije; ©ej)f = (Uk))f

voi Ule; ®€;) = e; ®e;. Do tinh lién tuc ta ¢6 T}, = U(k) véi moi k thuoc
L?*(X?). Tt d6 4nh xa U : k — T}, 1a mot phép dang cir.
Ding thic Tj,- = Ty dé dang ching minh dugc tit k = Yaye; ® €5, O

Nhan zét 2.3.14. Cho phuong trinh tich phan Fredholm:

!/M%wﬂw—Aﬂ@=g@)

Y
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§ d6 g thuoe L2(X), k 1a mot ham ddi xtng lien hop trong L?(X?) va
s6 A cho trude. Theo Dinh 1y (2.2.8) ching ta tim dugc mot co sd tric
chuan {e; | j € J} ctia L*(X) sao cho: T, = S\je; ® e; v6i A; € R va
Y|\ [2 = ||k]|3 (Dang thitc Paseval).

Néu A # \; v6i moi j, thi nghiem phuong trinh tich phan trén 1a duy
nhat va duge cho béi:

f = 2()\] — )\)_1 < g,¢; > €;

Nhan zét 2.3.15. Mot ting dung cua 16p toan tit Hilbert-Schmidt 1a bai
toan Sturm-Liouville. Sau day ching to6i dé cap (khong chiing minh)
nhitng két qua chinh ctia bai toan nay.

Trén doan V' = [a,b], p,q,h 1a cic ham gia tri thuc lién tuc, p > 0
va A € R, ta c6 cac phuong trinh:

(pf) +af =0 (2.1)
(pf) +af =Af (2.2)
(pf) +af =M +h (2.3)

Phuong trinh thuan nhat (2.1) ¢6 khong gian nghiém hai chiéu dugc t6
hop tuyén tinh béi, chdng han u v v, véi u vd v thod man diéu kien
bién:

au(a) + fp(a)u'(a) = 0
~o(b) + op(b)v (b) = 0

véi céc s6 o, (3,7,0 cho trude. Hon nita p(uv’ — u'v) = ¢ véi ¢ ¢b dinh
khac khong nao d6. Ta dinh nghia ham Green bdi:

clu(z)v(y) véia<az<y<b
g(x,y) =
clu(y)v(z) véia<y<z<b
v6i T, la toan ti Hilbert-Schmidt trén L*(V) dugc xac dinh trong Dinh
I (2.3.13).
V6i mdi h € LA(V), ham f = T,h 1a nghiem duy nhat cia (2.3). Khi
A =0, ham f = T,h thod man diéu kién bien (E):

af(a) + Bp(a)f (a) = 7f(b) + dp(b) f (b) = O
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Theo Dinh 1y (2.3.13) thi véi g*(z,y) = g(y, x), ta c6 Ty = T, Lai do
k 1a d6i xing lien hop nén g(y,z) = g(z,y) v6i moi x, y thuoc V. Vay
g* =g tren VZ hay T, = T,

Theo Dinh ly (2.2.8), ¢6 mot co s6 tryc chuan {e, | n € N} ctia L*(V)
sao cho:

Ty =X e, Oe,
trong d6 {\,} C R —{0}, X[\J* = [|g]f5-
Do vay nghiém ctia (2.2) thod man diéu kién bien (E) ton tai khi va chi
khi A\ = A1 v6i n nao d6. Khi d6 nghiem ctia (2.2) la e,,.
V6i A = A1 (n ndo d6), nghiem cia (2.3) thod man (E) chi duong néu
hle,. Con v6i A # )\, v6i moi n, thi nghiem cta (2.3) thod man dieu
kién (E) luon luon duong.
Trong cé hai truong hgp trén, nghiém cua (2.3) la

f= 2)\71(1 - )\)\n)_l < h,e, > e,.

2.3.4 Tich phan cua toan ti compact
V6i moi p théa man 1 < p < oo, ta dat:
BP(H) = {T € By(H) | tr(|T|") < o0}
thi BP(H) la khong gian Banach véi p-chuan.
|||, = (tr(ITFP)"? T € B (H).

Do c6 su tuong tu gitta Iy thuyét ctia cic ham va 1y thuyét clia cac toan
ti trén khong gian Hilbert phic H: By(H) tuong ting cac ham lién tuc
triet tieu tai vo cung, vét tréen By(H) tuong ting mot phiém ham tuyén
tinh duong trén khong gian cac ham lién tuc triét tiéu tai vo cung; nén
cac khong gian BP(H), 1 < p < oo, thé hién tuong tuy nhu khong gian
cac ham kha tich cap p, v6i vét clia mot toan ti compact 1a mot tich
phan.
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Chuong 3

Xay dung khoéng gian r?
cho dai s6 von Neumann
véi vét chuan tic chinh

xac nua httu han

Trong chuong nay ching ta (Edward Nelson) xay dung cac khong
gian LP(1 < p < oo) theo vét ciia dai s6 von Neumann trén khong gian
Hilbert H. Dai s6 trén khong giao hoan, do dé noi dung ctia chuong nay
chinh 1a 1§ thuyét vé tich phan khong giao hoan.

3.1 Dai s6 von Neumann

Cho H la khong gian Hilbert, B(H) 1a dai s6 cac toan ti bi chin trén
H.

Dinh nghia 3.1.1. Cho A 13 mot dai s6 con ctia B(H). A duge goi la
dai s6 von Neumann néu:

o A déng v6i phép lien hop, tic 1a néu a € A thi a* € A
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e/ cA
o A doéng trong topod toan ti yéu.

Nhu vay dai s6 von Neumann 13 mot C*—dai so.
I~ / . N ~ L P 2 . £ £
Tap A goi la tap giao hoan cua dai so von Neumann A néu:

A ={be B(H) | ab=ba,Va e A}

Dé thiy A  1a mot dai sé6 von Neumann.
Dit A" = (A/)/ thi A" ciing 1a mot dai s6 von Neumann. Ta ¢6 dinh 1y
sau.

Dinh 1y 3.1.2. (Double commutant theory) Néu A la dai s6 von Neu-
mann tht A" = A.

Chiing minh. Cho s6 tu nhién duong n.

Diat H=H & H & ...® H, nlan. Khi d6 mdi phan t ciia B(H) la mot
ma tran (b;;) v6i cac phan ti trong B(H).

V6i moi a € A, dat a = (0;ja),x, trong do:

Goi A 1a tap cac phan ti a. Khi d6 A 1a dai s6 von Neumann. Ta nhan
thay (bi;)nxn thuoc A’ khi va chi khi by; thuoe A" véi moi i, j = 1,...,n
Tit d6 néu s € A" thi § = (6;;5)pun € A’

bat v =91 & @bg D ... DY, thuoc H. Goi e la phep chiéu vuong goéc
lén bao déong cua Aw, 6 day Aw € H. Khi do e € A va bao dong cua

A bt bién déi véi § khi s € A", tiie 1a S(Azb) A khi s € A". Do
(NS jl@b, hay sy € flw, nén véi moi € > 0, ton tai t € A thoa man:
189 —#[] < e hay B[sgi — o] < €

Chiing t6 A tru mat trong A" theo topo toan tir manh. Tic A tru mat
trong A~ theo topo toan ti yéu. Do vay A" = A. O

Nhan zét 3.1.3. Néu a thuoc A thi a*a 1a toan ti tu lien hop.
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Theo Dinh 1y 1.5.16, ¢6 mot toan tit duong duy nhat |a| thudc A véi
la| = (a*a)'/? va c6 mot phép ddng ey mot phan duy nhat u thuoc A véi
ulal = a.

Dit R(a) 1a phép chiéu len bao dong clia mién gia tri cia a. N(a) la
phép chiéu len khong gian khong ctia a, tiic 1a khong gian
{z € H | ax = 0}. Dé thay:

a=ulal, a" =u"la’|

uwu = R(a*) = N(a)* (3.1)
uu* = R(a) = N(a*)* (3.2)

trong dé v6i moi phép chiéu p dat pt = I — p, cac toan t déu thuoc A.
Hai phép chiéu p va q thuoc A goi 1a tuong duong, ki hieu p ~ ¢, néu
ton tai v € A véi v*'v = p,vv* = ¢. Do d6 néu a € A thi R(a) ~ R(a*).
Ta ki hiéu p < ¢ néu p tuong duong véi mot phép chiéu con cia q.
Néu p va q la cac phép chiéu trong A thi:

N(pg")=q+p"Ng"=(pVa—q)*
N(gp)=p - +prg=(p—pArq)"
R(g'p)=pVqg—gq
R(pg ) =p—pAq
Do pg* = (¢7p)* nén
pPVg—q~p—pAg (3.3)

Néu k va p la cac phép chiéu trong A v6i kA p = 0 thi k- Vpt = 1.
Do d6 k = k*+ V pt — kt ~ pt — k+ A pt. Do vay:

E<ptnéukAp=0

Néu a thuoc A va p 1a mot phép chiéu trong A. Dit:

po = N(p-a)
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RO rang ap, = pap,, 6 day p, 1a phép chiéu 16n nhat véi tinh chat nay. Ta
c6 pi = R(a*pt) ~ R(pta), p; 1a mot phép chiéu con cia R(pt) = p*.
Do vay:
_ 11
ap, = paps, Py <P (3.4)

Pa*@ = Pa*QP,  Por < pJ_-

3.2 Ham vét trén dai so6 von Neumann

Dinh nghia 3.2.1. Cho A la mot dai s6 von Neumann trong B(H),
AT ={a € A:a>0} Cho anh xa: 7 : AT — [0, 00| théa méan véi moi
a,b e AT, A >0 thi:

7(a+b) =71(a) + 7(b); a,b € AT, (3.6)
T(Aa) = At(a); a € AT, N >0, (3.7)
T(a*a) = 1(aa*); a € A, (3.8)

(qui u6c 0.00 = 0). Hon nita néu u la mot unitar thi 7(uau™t) = 7(a)
v6i moi a thuoc A™. Khi d6 7 goi 1a vét ctia dai s6 A.

Néu 7(a) < oo v6i moi a thuoc A* thi 7 goi 1a vét hitu han.

Néu 7(a) = sup{7(b) | b < a,7(b) < oo} thi 7 goi la vét nita hitu han.
Néu 7(a) =0 va a > 0 ma suy ra a = 0 thi goi 1a vét chinh xac.

Vét 7 goi 1a chuan tic (nomal) néu 7(a) = sup 7(a,) trong d6 a, la day
«

cac toan tir tang t6i a trong AT,
Dinh nghia 3.2.2. Mot vét chuan tic, chinh xac, nita hitu han trén A
14 mot ham 7 : AT — [0, 00| thdéa méan (3.6), (3.7), (3.8) va:
Néu a, T a trong AT thi 7(a,) T 7(a), (3.9)
Néu 7(a) =0 thia =0,a € A", (3.10)

va v6i moi a € AT, ton tai day a, € AT vdi a, T a v 7(a,) < 0.

(3.11)
(aq T @ nghia la day a, hoi tu ting t6i a trong to po toan ti manh).
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Nhan zét 3.2.3. Theo (3.8) 7(p) = 7(q) khi p ~ q.

Theo (3.3) thi 7(pV q) < 7(p) +7(q) v6i moi phép chiéu p va q thudc A.
Béang quy nap ta c¢6 7(Vp,) < X7(p,) v6i hitu han phép chiéu p, thuoc
A. Néu p, 1& ho cac phép chiéu bat ky ctia A va cac hop hitu han clia
chiing 14 mot day tang thi chuyén qua giéi han cong thic trén ta cé:

7(Vpa) < B7(pa)

Dau "=" x4y ra khi cac p, 1a tryc giao tuong hd (mutually orthogonal),
tic 1a po.ps = 0 v6i moi a khac 8 ( hay po(H)Lps(H) ).

Tréen dai s6 von Neumann bat ky luon ton tai mot vét chuan tac chinh
xac nua htu han.

Vi du 3. Trén khong gian xac suat (Q2,.A, P) ky hiéu
Lo(P) = {f : E|f? < o0}
va tich vo hudng trong Lo(P): < f,g >= Ef.g. Ki hiéu
Loo(P) ={f: Q= C|P({w: [f(w)| <m}) =1}
v6i m nao doé. V6i moi f € Lo (P) ta xét d&nh xa
Tf: Ly(P)— Ly(P)
g—rg

X6t A = {Tf: f € Lo(P)} C B(Ls(P)). Khi d6 A la mot dai s6 von
Neumann va dai s6 nay 1a dai sd giao hoan.
Trén A ta xay dung ham 7 nhu sau

T(Tf)= | fdP=Ef
[

Ta c6 T f kha nghich khi va chi khi ton tai n > 0 sao cho

P{If(w)] > n}) = 1 va (Tf)~ = TF.

Néu Ef =0, f>0thl f=0. Vay 7 la vét chinh x4c.

Khi Tf, TTf hay fo T fthi Efy T Ef hay 7(T'fo) T 7(Tf). Vay 7 la
vét chuan tic.

Do dé 7 1a vét chuan tic chinh xéc nita hitu han trén dai s von Neumann
A.
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Cudi cung tir (3.4) va tinh chinh x4c cia 7 (3.10), néu k 1a mot phép
chiéu trong A théa man: véi moi € > 0, c6 mot phép chiéu p trong A véi
EAp=0vaTt(pl) <e thi k=0. Néu k; v& ky 14 cac phép chiéu trong A
thi ap dung v6i k1 — ko, ta co:

ki = ko néu v6i moi € > 0, ton tai p: ky Ap=ky Ap, 7(pt) < e

3.3 Su hoi tu theo do do

Trong phan nay, ching ta gid thiét A 1a dai s6 von Neumann trén
khong gian Hilbert H, v6i mot vét chuan tic chinh xac ntta hitu han 7.
Du6i day 1a mot cach tiép can mdi Iy thuyét tich phan, trong d6 ¥ tudng
chii dao 1a chia khong gian thanh cdc mang nhé, van dé phiic tap chi c6
¢ truong hop tich phan khong giao hoan (déi lap véi thuyét tich phan
giao hoan thong thusng).

Dinh nghia 3.3.1. Ta c6 cac khai niém sau:

1. Cho €,8 > 0. Dat:
N(e,0) = {a € A | v6i phép chiéu p nao d6 trong A, ||ap|| < e, va
7(p™) < 0}
Ta gan cho A mot topo bat bién do6i véi phép tinh tién, 6 d6 N (e, d)
la mot hé co ban cia cac lan can cua 0. Ta goi d6 la topo do do cua
A.

Trong A ta c6 cac khai niém sau:

2. Day {a,} hoi tu theo do do dén a néu a, hoi tu t6i a trong topo do
do cuia A, nghia 1a v6i moi €, > 0, ton tai ng > 0 sao cho v6i moi
n > ng thi a, —a € N(¢,0).

3. Day {a,} 1a Cauchy theo do do néu véi moi €, > 0, ¢6 ng > 0 sao
cho v6i moi m,n > ng thi a, — a,, € N(e,0).

4. Ta noi rang tap con S cta A 1 bi chin theo do do, néu véi moi N
la lan can cta 0, ton tai o > 0 théa man oS C N.
T aN(c¢,0) = N(ac,§), mot tap con S cia A la bi chan theo do
do khi va chi khi v6i moi 6 > 0, ton tai hang s6 ¢ < oo théa man
S C N(c,9).
Twong tu, véi €,0 > 0. Dat:
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O(e,8) = {¢» € H | v6i phép chiéu p ndo dé trong A, |[py|] < €, va

T(ph) < 0}

Ta gan cho H mot to po bat bién vé6i phép tinh tién, trong d6 O(e, §) 1a
hé co ban cia lan can cua 0. Ta goi dé la t6 pd theo do do ctia H. Céac
khai niém hoi tu theo do do, Cauchy theo do do va bi chan theo do do
nhu dinh nghia trén.

Mot tap con S cua H la bi chan theo do do khi va chi khi v6i moi 6 > 0,
ton tai mot hang s6 ¢ < oo thoa man S C O(c, ).

Dinh 1y 3.3.2. Cho A la md rong day di (completion) cia A, va H la

md rong day di cia H. Cdc dnh za

A—A, a—ad" 3.12

h
—_

AxA— A, 3

AxA— A,

Lo W
—_ =

(
(

a,b) v ab (
(3.15
(

)

( )

( 4)

HxH—H, (),0)=¢+9¢ )
( )

Ax H— H, 3.16

tuong ing co duy nhat mot anh xa thac tmen lien tuc ( continuous exten-
szon)A—>AA><A—>AA><A—>A HxH-—HAxH—H.
Cédc dnh wa (3.12), (3.18), (3.15) va cdc thdc trién cia ching la lien tuc
deu. Cac dnh za (3.14), (3.16) va cdc thdc trién tuong tng clia ching la
lién tuc déu trén cdc tich cia cdc tap bi chan theo do do.
Chiing minh. Ta can chiing minh cac khang dinh sau

N(e,0)" C N(e, 20)
N(El,(Sl) + N 62,(52 (61—|—€2,(51+(52)
N(e1€2,01 + d2)
O(e1,01) + O(e2,02) C O(er + €2,01 + 02)

(
(61, (51)N(€2, (52

( O(

( (6162, 2(51 + 52)

) C
) C
) C
N(er,01)O(e2,03) C

Ta dat tuong ting cac khang dinh trén 1a (3.127), (3.137), (3.14"), (3.15"),
(3.167).
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Ro rang néu (3.12°), (3.13), (3.15") la ding thi (3.12), (3.13), (3.15) la
cac anh xa lien tuc déu. T d6 su mé rong lien tuc 1a duy nhat va 1 lién
tuc deu.

Néu (3.157) va (3.16") 1a dtng, ta suy ra tinh lién tuc déu ctia (3.16) trén
tich cac tap bi chan theo do do. Ta nhé lai day Cauchy theo do do la bi
chan theo do do. Do vay cac anh xa (3.14) va (3.16) c¢6 cac thac trién
lien tuc 14 duy nhat va lién tuc déu trén tich cac tap bi chan theo do do.
Tit (3.137) va (3.14°) ta suy ra (3.14). Dé chi ra tinh lién tuc déu cia
(3.14) tren Sy x Sy, ta cho €,0 > 0 va can chi ra €1, 81, €2,02 > 0 thoa
man néu a € S;,b € Sy thi

ab — (CL + N(Gl,él))(b—f- N(€2,52)) C N(e,é)

Thuc vay, cho ag, as > 0 ton tai ¢1, ca < co théoa man S; C N(cy, a1) va
Sy C N(cg, a9). Do d6

CLb — (CL + N(El, (51))(() + N(EQ, (52))
CN C1, 041) (62, 52) -+ N(CQ, OéQ)N(Gl, 51) -+ N(€1, (51)N(€2, (52)

(
CN(ci€2, a1 + 02) + N(e1c2, 01 + a2) + N(er€2, 01 + d2)
CN(cre9 + €109 + €169, a1 + g + 261 + 209)

(€.

9)

6 day ta chon 01, 69 thoa man aq + as + 201 + 209 < d, va chon €1, €9 > 0

sao cho cjeg + €109 + €169 < €.

Nhu vay thuc chat ctia dinh 1y nay ta can chiing minh (3.127) dén (3.16).
Ta chiing minh (3.127). Cho a € N(e, d). Ton tai phép chiéu p € A véi

lap|| < eva(pt) < 4. Tudé [[pap|| < e, do vay [[pa’p|| < e.

Lai do (3.4) nén a*(p A par) = pa*(p A par) = pa*p(p A par). Do vay

la(p A )

CN

T((pApa)") =7(p" V) <7(p7) + 7(py) < 27(p") < 26

Vay (3.127) dugce chiing minh.
Ta chiing minh (3.137) va (3.157). Cho a € N(e1,d1),b € N(eo, ) véi

lap|| < €1, 7(ph) < 61, ||bgl| < €2, 7(q") < &
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Tu do (a+b)(pAqg)=(ap+bqg)(pAq). Do vay
lla+b)prgll<a+e va 7((pAgt)=7(p" V) <o+ b

Do do6 (3.13%) va (3.15") dugc ching minh.
Véi ky hiéu tuong tu,

ab(q A py) = apbq(q A py)

suy ra |ablg A p)ll < llapllball < eres va 7((g A o)) < b1 + 6. Vay
(3.14") duge chitng minh.

Ta ching minh (3.167). Cho a € N(e1,61),1% € O(eq,d2) V6i ||q]| <
€2,7(qF) < 6. Theo (3.127), a* € N(ey,26;). Tt d6 ton tai mot phép
chiéu p € A véi ||a*p|| < e, 7(pt) < 26,. Do do6 ||pal| < e;.

Theo (3.11) thi g,-a = q.-aq nén

(P A qo)arp = (p A qo-)paqy)
(0 A qor)ad|| < [|pal|lq]| < erer

T((pAga)™) < (1) +7(q7) < 261 + 6.

Vay (3.167) dugce chiing minh. O

Dinh ly 3.3.3. (i) H va A la cdc khong gian Hausdorff trong topo do
do.
(Do vay danh za ty nhién cia A vao A va H vao H theo topo do do
la don anh).

(ii) Néu a thuoc A thi vdi moi € > 0, c¢6 mot phép chidu p thuoc A sao
cho ap thuoc A va 7(p*) <e.

Ching minh. (i) Gia st ¥ & trong moi lan can cua 0 trong topo do do
ctia H. Khi d6 v6i moi n, ¢6 mot phép chiéu g, trong A véi ||g,]| < 27"
va 7(gh) < 27" Dat
Pn = /\ZO:an

Khi d6 p, € A, p,p = 0 v6i moi n, p, 1a day tang va 7(pl) <277 | 0.
Do vay p, T I va v = 0. Tw d6 H 1a khong gian Hausdorff trong topo
do do.

Tuong tiy néu a € A, a # 0 va a ndm trong moi lan can ctia 0 trong topo
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do do. Tt a # 0, ton tai ¢ # 0 trong H thoéa man ay) # 0. Nhung theo
Dinh 1y 3.3.2, av» 6 trong moi lan can cta 0 trong toépoé do do cua H,
nén ayp = 0. Dieu mau thuan nay dan dén a=0 . Vay A 1a khong gian
Hausdorff trong t6 po do do.
(i) Cho a thugc A thi a la giéi han clia mot day cac phan tit ciia A. Ta
c6 thé viét:

o0

a = ap+ Zak vél  ag,ar € A, ay € N(Q_k, Q_k)
k=1

Khi d6 c6 cac phép chiéu g, trong A véi |Jarqe|| < 277, 7(gr) < 27F. Dat

thip, T I vat(py) < > 7(q) | 0. Tt p, — I trong do do va tit Dinh
k=n
Iy 3.3.2 ta co:

00
app = aopp + Z QiPn
k=1

n—1 00
= QoPp + Z axPn + Z arqrpPn
k=1 k=n

oo

Tong > apqpp, hoi tu theo chuan nén ap, € A. Vay (ii) dudc chiing
k=n

minh. Il

Dinh nghia 3.3.4. Mot toan ti A trén H (khong can bi chan hay xac
dinh hau khap noi) goi 1a lien két véi A néu Au = uA v6i moi toan ti
unitar u trong tap giao hoéan A". Theo Dinh 1y (3.3.5), mot toan tit A
thuoc B(H) la lien két v6i A khi va chi khi A thuoc A.

V6i D(A) 1a mién xac dinh ctia mot toan t1t A, ta néu khong chiing minh
dinh 1y sau:

Dinh 1y 3.3.5. Cho A va B la cdc todn ti dong lien két voi A. Gid s
vdi moi € > 0, c6 mot phép chiéu p thuoc A vdi T(pt) < € sao cho: vdi
moi v thuoc D(A) ma cd v va Ay thudc mién gid tri cia p, thi ¢ thuoc
D(B) va By = Ay va nguoc lgi. Khi d6 A = B. (Truong hop riéng cia
dinh Iy nay la néu pH € D(A) N D(B) va Ap = Bp thi A= B)
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Cho toan tit T thuoc B(H) c¢6 do thi la:

S(T)=A{(z,Tz): x € D(T)}

Bao dong §(7T') ctia T 1a mot khong gian con tuyén tinh ciia H @ H. Néu
G(T) 1a do thi ctia mot toan tit, ki hieu 14 T, thi T duge goi 1a bao déng
ciia toan tit T. O d6, D(T) € D(T), Tx = Tz v6i mdi x thuoc D (T),
va T 1a mot toan tu dong.

Néu a thuoc A va ¢ thuoc H thi ary thuoc H. Néu atp thuoc H thi ta
no6i ¢ thuoce tap xac dinh clia toan tit nhan béi a, ta viét » € D(M,) va
dinh nghia M,v = av.

Dinh ly 3.3.6. Vdi moi a thuoc ﬁ, M, la mot toan tw dong, xac dinh
tri. mat lién két vdi A va:

M; = M, (3.17)

Néu a va b deu thuoc A thi:
M,y = M, + M, (318)
M, = M,M, (3.19)

Chaing minh. Tat ci cac toan ti xuat hién trong khang dinh cta dinh 1y
da duge gan véi a va b theo cau tric Iy thuyét ctia khong gian Hilbert,
ro rang chung lien két véi A.
Giad su v € D(M,),1, — ¢ trong H va My, — ¢ trong H. Khi do6
Y, — 1 theo do do, do vay M,y,, = ay,, — ay) theo do do.
Vi My, — ¢ trong H theo do do va H la khong gian Hausdorff nén
theo Dinh 1y (3.3.3)(i) ta ¢6 ay) = ¢. Do vay ¢ € D(M,) va M) = ¢.
Vi vay M, la dong.
Theo Dinh ly (3.3.3)(ii), D(M,) D pH véi phép chiéu p € A va 7(ph)
nhé tiy §. Do d6 D(M,)* = 0 va M, xac dinh tru mat.

Cho € > 0. Theo Dinh 1y (3.3.3)(ii), ton tai phép chiéu p thuoc A sao
cho: a*p € A, 7(p) < e. Khi d6 pH C D(M,). Cho ¢ thudoc pH va ¢
thuoc D(M,) ta co:

< Myp, Y >=<pag,p) >=< ¢,a’pyp >=< ¢, My1p >

Do d6 ¢ thude D(M}) va My = My Tuc la pH C D(M,+) N D(M))
va M p = Mp. Do d6 M = M,,.
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Ro6 rang M, + My C M,., nén M, + M, c¢6 mot bao dong. Cho p, q 1a
cac phép chiéu trong A véi

T(pT) < e7(q") <eape Abge A

va cho r = pAg, thi ar € A,br € A va 7(rt) < 2e. Khi d6, véi moi v
nam trong tap anh cta r, (M, + M)y = My ptb. Vay My, = M, + M.
Ta ching minh M., = M,M,. R6 rang M., C M,M,, do vay M, M, c6
mot bao déng. V6i p, ¢ nhu trén, dit s = g A p, suy ra 7(s7) < 2e. Va
v6i moi ¢ nam trong tap anh clia s ta c6

MaMbw = Mabw

Vf&y Mab = MaMb. L]

Nhan zét 3.3.7. Moi toan tit déng xac dinh trit mat A trén H c¢6 mot
phan tich ciic A = u|A|. Va néu A lién két v6i A thi u € A va céc phép
chiéu pho ey ctia [A[ la thuoe A. D& thay mot toan tit déng xac dinh tr
mat A lien két véi A c6 dang A = M, véi duy nhat phan ti a € A khi
va chi khi 7(ey) < oo v6i A du 16n.

Thuc vay, néu 7(ey) < oo véi A di 16n thi 7(e;;) — 0 khi g — oo. Tt
ex — e, 1 ey khipu T oo ta co

n

an, :u/)\deA

0

la day Cauchy theo do do, hoi tu téi a nao dé trong Avi A= M, theo
Dinh Iy (3.3.5).
Nguoc lai néu:

Ma:u/)\deA
0

va ap € A v6i T(pt) < e thi v6i A > ||ap|| ta c6 ey Ap = 0. Do vay
ef < ptva T(ef) < e. Déc biet néu 7 1a hitu han thi méi toan tit dong
xac dinh trit mat lien két v6i A c6 dang M, véi duy nhat a trong A.

Dé nghién cttu vé tich phan theo vét (Muc 3.4), chiing toi xin trinh
bay So lude vé 1y thuyét pho nhu sau:
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Dinh nghia 3.3.8. Néu A 14 mot phan ti clia dai s6 Banach U, mot s6
phitc A duge goi 1a gia tri pho ctia A khi A — M khong kha nghich trong
U. Tap céc gia tri pho clia A dude goi 1a pho ciia A va dugce ky hieu 1a
sp(A).

Ban kinh pho ctia mot phan tit A trong dai s6 Banach U, ki hieu la r(A),
va dugc dinh nghia:

r(A) =sup{|\| : X € sp(A)}.

Nhu vay, néu A la mot phan ti trong dai s6 Banach U, thi pho cta
A 1a mot tap con dong khéc rong cua dia dong trong C véi tam 0 ban
kinh ||A]|. Do d6 r(A) < [|4]].

Néu U va V 1a cac dai s6 Banach v6i cac phép ddi hgp tuong ting, mot
anh xa ¢ : U — V duge mo ta 1a mot *dong cau néu ¢ 1a dong cau véi
©(A*) = p(A)*; A € U. Hon nita, néu ¢ la song anh thi ¢ duge mo ta la
mot *dang cau. Cac *dong cau khong lam tang chuan va cac *dang cau
bao toan chuan, khi U,V 1a cac C*-dai s6.

Néu U 1a mot dai s6 Banach v6i mot phép déi hop, mot tap con € cua
U duoc goi 1a tir lien hop néu € chita lien hop ciia mdi phan tit trong €.
Mot dai s6 con tu lien hop ctia U 1a mot *dai sd con. Mot *dai s6 con
dong B ctia U c6 chita phan tit don vi ctia U chinh 14 mot dai s6 Banach;
néu U 14 mot C*-dai s6 thi B cling 1a mot C*-dai s6, va ta goi 1a C*-dai
s6 con cua U.

Meénh dé 3.3.9. Cho A la mot phan ti cia C*-dai s6 U.

(i) Néu A chuan tdc thi r(A) = ||A]|.

(ii) Néu A la tu lien hop, sp(A) la mot tap con compact ciia duong thang
thic, va chita it nhat mot trong hai so thuc ||Al| va —||A]|.

(iii) Néu A la unitar thi ||A|| = 1 va sp(A) la moét tap con compact ciia
duong tron don vi {a € C: |a| = 1}.

Dinh 1y 3.3.10. (Dinh lyj pho)

Néu A la mot phan ti¢ tu lién hop cia C*-dai so U, c6 duy nhat mot danh
za [ — f(A): C(sp(A)) — U théa man:

) 1P = 117

(i) (af +bg)(A) = af(A) + bg(A),

(iii) (f9)(A) = F(A)g(A).

(i) f(A) = [f(A)], f la ham phic lién hop cia f,
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(v) f(A) la chuan tdc,
(vi) f(A)B = Bf(A), khi B€ U va AB = BA,
(vdi moi f, g thuoc C(sp(A)) va moi a, b thuoc C).

Néu A 1a mot phan ti ty lien hgp cia C*-dai s6 U, tap U(A) =
{f(A): f € C(sp(A))} 1a mot C*-dai s6 aben. Day la dai s6 con déng
bé nhat cia U chita T va A (v A*). Mdi phan tit cia U(A) 1a gidi han
cua mot day cua cac da thiic ctia A.

Cho X 1a mot khong gian Hausdorff compact, C(X) la dai s6 ctia céc
ham phtic lien tuc f : X — C, thi C(X) 1a mot vi du vé C*-dai s6 aben.
Néu A la mot dai s6 von Neumann aben thi A dang cau véi C(X), &
d6 X 1a mot khong gian Hausdorff compact vo cuing roi rac (extremelly
disconnected).. Dinh 1y sau day mo ta vé gidi pho (spectral resolution)
cua mot toan tit tu lien hgp bi chan.

Dinh 1y 3.3.11. Néu A la mot todn tii tu lién hop trén khong gian
Hilbert H va A la mot dai so von Neumann aben chita A, c6 mot ho {e\}
ctia cdc phép chiéu trong A, chi so X trong R, théa man:
(i) ex =0 néu X < —||A||, va ex = I néu ||A]| < \;
(ii) ex < ey néu X < N
(ii1) ex = Ayspey; )
(iv) Aey < dey va A —ey) < A(L —ey) vdi moi A;
1Al
(v) A= [ Mdey, va A la gidi han cia hitu han cdc to hop tuyén tinh
—[1 4]
(cic hé so trong sp(A)) ciia cic phép chiéu tric giao ey — ey.

3.4 Tich phan theo vét

Cho A 1a dai s6 von Neumann trén khong gian Hilbert H. Gia st 7 1
mot vét chuan tac chinh xac nita hitu han trén A. Muc dich ctia phan nay
la dinh nghia cac khong gian L?, LP = LP(A,7),1 < p < oo, va thiét
lap cac tinh chat ctia ching. Segal da xay dung ching véi p = 1,2, 00 (6
do L>* = A). Con Kunze xay dung duge LP trong trudng hop tong quat.
Trong phan nay, ching ta sé tiép can vé6i cach xay dung dua trén khai
niém hoi tu theo do do da ducc Edward Nelson deé xuat.
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3.4.1 Xay dung tich phan theo vét

Dat:
Jo={a€ Al r(a"a) < oo}

Cho a thuoc Jo va b thuoc A thi (ba)*ba < ||b|[*a*a. Do vay ba thuoc Js.
Néu a va b thuoc Jy thi a +b € Jo, vi (a +b)*(a+b) < 2(a*a+ b*b). Vay
Jo la idean trai.
Theo (3.8) thi Js 1a tir lien hgp nén 14 idean hai phia (Sau nay ta sé dong
nhat Jo v6i L? N L™).

Dat J = J2 thi J la mot idean (sau nay sé dong nhat v6i L N L™).
Néu a € A*,7(a) < oo thi a'/? € J,. Do vay a € J.
Ngudgc lai, cho ¢ > 0, ¢ € J thi ¢ la tong hitu han ¢ = Xb;a; v6i b;, a; € Js.
T ¢ < 38(bb} + aja;) ta c6 7(c) < oo.
Vay J gom moi to hop tuyén tinh hitu han cac phan tit ¢ € A* véi
7(a) < 0o v& cac phan tit nhu thé tao nén J N.AT. Nhu vay 7 thac trién
duy nhat thanh mot phiém ham tuyén tinh (van ky hi¢u 1a 7)  trén J.
Theo khai trién 4p dung cho (3.8) ta c6 7(b*a) = 7(ab*), do vay 7(ba) =
7(ab) v6imoi a,b € J. Titdé néua > 0vaa € J thi7(ba) = 7(a'/?bal/?).
Do vay

0 < 7(ba) < |[bl[7(a)

v6l moi b > 0 thudc J, do d6 ding véi moi b € AT, Suy ra
7(ba)| < [[bl|7(a)

v6l moi b thuoc A.
Ta sé ky hieu ||b|| 14 chuan toan ti clia phan tit b € A va dat ||a||, =
7(la]) v6ia € J. Tt a = ula| véi ||u|| = 1 ta c6

[T (ba)| < [[bllcllallr, 0 € A, a € J (3.20)

V6i 1l <p<oovaacJ,dit|all, =7(la?)/? ta co
Bat dang thitc Holder

[7(0a)| < [[bllqllally (3.21)

v6i a va b thuoe J va ]l) + % =1, (p, q ¢6 dinh).

Chiing minh. Cho u,v € A v6i ||ulloc < 1,||v]]ec < 1. Cho ¢ > 0,d >
0,c€ J,d e J v6ic,dbi chan dudi bdi gia tri duong trén cac khong gian
truc giao véi khong gian khong ctia ching.
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Khi d6 s — 7(ud®vc'™*) 1a lien tuc va bi chan tréen 0 < Res < 1 va la
chinh hinh trén phan trong. Véi 0 < o <1 ta c6

IT(ud’vct )| < sup |T(udivc' )|, sup |T(ud®vc )| < ||d||T.]|¢] 7
Res=1 Res=0

Thay c béi |a|'/?, d béi [b|'/(1=9) & d6 a = ula|,b = v|b|, o = l—o=1

ta dugc dieu phai chiing minh.

Cong thitc tinh chuan V6i a = ula| trong J, dit:

B ‘a‘p—lu*
ol
trong do6 119 + % = 1. Dé thay ||b||, = 1, 7(ba) = ||a||,. Tc la:
lall, = fugllT(ba)! (3.22)

va sup dat dugce. T day ta ¢6 BDT Minkowski

[la +0[l, < llally + [[b]], (3.23)

v6i a,b € J. Bat dang thitc nay dé c6 duge vi v6i mot phan tit ¢ c6
lcll, = 1, vé tréi (3.23) 1a 7(c(a + b)) = 7(ca) 4+ 7(cb) nhd hon vé phai
béi BDT Holder.
Cudi cung chu ¥ 1a [[a|[, = 0 thi @ = 0 do tinh chinh xac cia 7.
Tt d6 J 1a khong gian tuyén tinh dinh chuan vé6i chuan [|.|,. Goi
L? 13 khong gian Banach mé rong day du ctia J.

Néu a > 0 thuoe J vé6i biéu dién pho

oo

a:/)\deA

0

thi [|a|[l = 7(a?) = [ APd7(ey). Do vay:
0

[lallj > A7 (ex) (3.24)

v6i moi A > 0. Diéu nay kéo theo néu a, thuoc J la day Cauchy trong
L? thi n6 la day Cauchy theo do do. Tt d6 ton tai anh xa tuyén tinh
lién tuc tu nhién tu LP vao A.
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Dinh 1y 3.4.1. Anh za tuyén tinh lién tuc tu nhién tw LP vao A li mot
don anh.
Chiing minh. V6i p = oo, day la Dinh 1y (3.3.3)(i).

Vi 1 < p < oo, ]l? + % = 1. Cho {a,} 1a day Cauchy ctia J theo chuan
cua LP véi a, — 0 theo do do va a,, — a trong LP.
Néu a # 0 trong L thi ¢6 mot b thuoce J véi ||b]|, = 1 thdéa méan 7(ba,,)
bi chan dudi bdi gia tri duong khi n du 16n. Nhung véi moi € > 0 va n
dt 16n, ¢6 mot phép chiéu e véi ||ane|| < €, 7(et) < e T d6

7 (ban)| < |7(bane)| + |7 (bane™)|
< el[bll + [1Bllooan] ol e~ lg
< ellblf + [Blloollanllpll€!/1

Néu p > 1 thi €//7 nhé tuy ¥ va ||an||, bi chan. Do vay dinh ly ding khi
p > 1.

Truong hop p = 1: Cho {a,} 1a mot day Cauchy trong J theo chuan
ciia LP. Ta can chitng minh v6i moi € > 0, ton tai § > 0 thda man véi
moi phép chiéu e trong A thi |7(a,e)| < € khi 7(e) < 4.

Mubn vay ta chon ng sao cho véi moi m,n > ng thi ||a, — a,||1 < €/2.
Chon 6 > 0 thoa man ||ag||-d < €/2 v6i k=1, ..., ny.
Goi e 1a mot phép chiéu trong A vé6i 7(e) < §. Khi d6 véi k < ng ta co

[m(are)] < larlloollellr < llarllocd < €

Vé6i k > ng ta co

[m(are)] < |7((ar — an,)e)] + [T (an,€)]

< [lax = an,[[1lelloc + [, |loo]le]]:

SE L€
>~ 5 ‘|‘ 5 = €.
Nhu vay, v6i moi € > 0, ton tai 6 > 0 théa man v6i moi phép chiéu e
trong A thi |7(ane)| < e khi 7(e) < 4.
Bay gio ta gia st a,, — 0 theo do do. Cho € > 0,0 > 0 nhu trén. V6i n
du 16n, ton tai phép chiéu p trong A v6i ||a.p|| < e, 7(pt) < §. V6i phép
chiéu g nao do6 trong A ta co:

7(ang) = 7(an(q — g A p)) + 7(an(q Ap))
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Nhung 7(q —gAp) = 7(¢Vp—p) < T(pt) < dnén |T(an(g—qAp))| <€
| 7(an(q A p))| = |T(anp(q A p))| < €T(q)

Suy ra |7(a,q)| < e(1+ 7(q)) v6i moi € > 0. Do d6 7(a,q) — 0 v6i moi
phép chiéu q théa man 7(q) < oo.
Theo dinh ly phd, véi b nao dé trong J c6 thé xap xi trong chuan |||
bdi t6 hop tuyén tinh hitu han cac phép chiéu. Tt d6 7(a,b) — 0 véi
moi b thuoc J hay a, — 0 trong L'.

[]
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Két luan

Luan van trinh bay vé viéc xay dung cac khong gian LP(1 < p < o0)
cho mot s6 cac dai s6 toan tit trén khong gian Hilbert phic H. Duya
trén mo hinh coi tich phan 1a cac phiém ham tuyén tinh duong trén
khong gian cac ham gia tri thuc, lién tuc va triét tiéu bén ngoai mot tap
compact. Chuong 2, tit ham vét clia mot toan tit compact 1a mot tich
phan, tac gid da gidi thieu cach xay dung cac khong gian kha tich cap p,
di sau vao tinh chat ctia 16p toan ti vét va 16p toan tit Hilbert-Schmidt.
Chuong 3 tac gid gi6i thieu mot cach tiép can méi vé khai niém su hoi tu
theo do do trén mot dai s6 von-Neumann theo mot vét chuan tic chinh
xac nita hitu han. T d6, gidi thieu mot cach ngan gon cac van deé co sé
trong 1y thuyét tich phan khong giao hoan.

Mic du vay, do kha nang va thoi gian con han ché nén luan van khong
thée tranh khoi nhiing sai sot, tac gia mong nhan ducc su huéng dan,
chi bdo tan tinh ctia cac thay, su hop tac clia cac ban dé luan vin hoan
thién hon.
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