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B¶ng ký hiÖu

X := Kh«ng gian mÉu.

A := σ− ®¹i sè c¸c tËp con cña X.

Pθ := §é ®o x¸c suÊt trªn A, θ ∈ Θ.

Θ := Kh«ng gian tham sè.

L2
θ := Kh«ng gian Hilbert c¸c hµm ®o ®−îc trªn (X,A)

b×nh ph−¬ng kh¶ tÝch theo ®é ®o Pθ ®èi víi tÝch
v« h−íng th«ng th−êng.

L2 :=
⋂

θ∈Θ

L2
θ.

Hθ := TËp hîp tÊt c¶ c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch

cña kh«ng trong L2
θ.

H :=
⋂

θ∈Θ

Hθ.

T := Líp c¸c −íc l−îng ®Òu.

L2
θ(T ) := Bao ®ãng theo chuÈn trong L2

θ cña tËp tÊt c¶ c¸c

®a thøc theo T .

L2(T ) :=
⋂

θ∈Θ

L2
θ(T ).
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Lêi nãi ®Çu

Nghiªn cøu tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cña c¸c ph©n phèi x¸c suÊt cã mét lÞch

sö l©u ®êi. Thùc chÊt, Gauss (1809) ®· chøng tá (víi mét sè ®iÒu kiÖn) r»ng

−íc l−îng hîp lý cùc ®¹i cña tham sè tÞnh tiÕn cña mét ph©n phèi lµ trung

b×nh mÉu nÕu vµ chØ nÕu ®ã lµ ph©n phèi chuÈn.

Nãi mét c¸ch kh¸i qu¸t, mét bµi to¸n ®Æc tr−ng cã d¹ng: Gi¶ sö r»ng víi

mét vect¬ ngÉu nhiªn X , cã mét hä c¸c ph©n phèi F sao cho nÕu L(X) ∈ F

th× X ph¶i cã tÝnh chÊt P nµo ®ã; vµ ng−îc l¹i, tøc lµ, chØ ra r»ng nÕu vect¬

ngÉu nhiªn X cã tÝnh chÊt P th× L(X) ∈ F.

Cã hai thµnh phÇn cña bµi to¸n ®Æc tr−ng: Hä c¸c ph©n phèi F vµ tÝnh

chÊt P. C¸c hä ph©n phèi cã thÓ lµ ph©n phèi chuÈn, ph©n phèi ®Òu, ph©n

phèi mò, Beta, Gamma, ph©n phèi h×nh häc, ph©n phèi Poisson, Cauchy hay

Wishart, trong ®ã ph©n phèi chuÈn ®−îc quan t©m nhiÒu nhÊt. C¸c tÝnh chÊt

rÊt ®a d¹ng, khã cã thÓ ®Ò cËp cô thÓ ë ®©y. Tuy nhiªn, ta cã thÓ chia thµnh

mét sè lo¹i tÝnh chÊt nh− lµ: mét sè hµm cô thÓ cña X cã ph©n phèi nµo ®ã,

mét sè hµm cña X lµ ®éc lËp víi nhau, mét sè hµm cña X cã håi quy ®Æc

biÖt ®èi víi mét sè hµm kh¸c cña X , mét sè hµm cña X lµ −íc l−îng hîp

lý cùc ®¹i ®èi víi mét tham sè ch−a biÕt nµo ®ã trong ph©n phèi cña hµm X

hoÆc mét sè hµm cña X lµ −íc l−îng tèi −u (hoÆc chÊp nhËn ®−îc) trong mét

líp c¸c −íc l−îng tham sè nµo ®ã...

Nh− vËy, cã thÓ thÊy r»ng bµi to¸n ®Æc tr−ng rÊt ®a d¹ng, phong phó.

Trong luËn v¨n nµy, t¸c gi¶ chØ tËp trung nghiªn cøu tÝnh chÊt ®Æc tr−ng th«ng

qua tÝnh chÊp nhËn ®−îc vµ tÝnh tèi −u cña c¸c −íc l−îng. Chóng ta cã thÓ

lÊy mét vÝ dô: Chóng ta biÕt r»ng trung b×nh mÉu X ®−îc xem lµ −íc l−îng

cña trung b×nh chuÈn vµ nã cã mét sè tÝnh chÊt tèi −u. Mét c©u hái n¶y sinh

tù nhiªn lµ liÖu ph©n phèi chuÈn cã ph¶i lµ ph©n phèi duy nhÊt ®Ó trung b×nh

mÉu X cã mét trong c¸c tÝnh chÊt tèi −u ®ã hay kh«ng? §©y chÝnh lµ bµi

to¸n ®Æc tr−ng th«ng qua tÝnh chÊt tèi −u (hoÆc chÊp nhËn ®−îc) cña c¸c −íc
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l−îng. Trong luËn v¨n t¸c gi¶ sÏ tr×nh bµy nh÷ng vÊn ®Ò kh¸i qu¸t cña vÝ dô

nªu trªn.

LuËn v¨n bao gåm ba ch−¬ng:

Ch−¬ng 1: Tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc chuÈn bÞ liªn quan ®Õn néi dung

chÝnh cña luËn v¨n. Bao gåm håi quy h»ng sè, hµm tæn thÊt, thèng kª ®ñ vµ

®Çy ®ñ, −íc l−îng kh«ng chÖch ph−¬ng sai bÐ ®Òu nhÊt (UMVU), −íc l−îng

chÊp nhËn ®−îc, −íc l−îng tèi −u vµ mét sè kiÕn thøc kh¸c.

Ch−¬ng 2: Nghiªn cøu tÝnh tèi −u trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng

chÖch, tham sè tÞnh tiÕn vµ líp c¸c −íc l−îng ®Òu, −íc l−îng Pitman.

Ch−¬ng 3: §©y lµ néi dung chÝnh cña luËn v¨n. Trong ch−¬ng nµy, t¸c

gi¶ sÏ nghiªn cøu bèn vÊn ®Ò chÝnh. Mét lµ ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn

th«ng qua tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña −íc l−îng tuyÕn tÝnh tèi −u cña tham sè

tÞnh tiÕn víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng. Hai lµ ®iÒu kiÖn ®Ó trung b×nh

mÉu lµ −íc l−îng chÊp nhËn ®−îc trong mét sè líp con cña c¸c −íc l−îng

cho tham sè tÞnh tiÕn. Ba lµ ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn th«ng qua tÝnh

tèi −u cña c¸c hµm cña −íc l−îng kh«ng chÖch tuyÕn tÝnh tèi −u cho tham

sè tÞnh tiÕn. Cuèi cïng, t¸c gi¶ nghiªn cøu ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn

th«ng qua tÝnh chÊp nhËn ®−îc vµ tÝnh tèi −u cña c¸c −íc l−îng b×nh ph−¬ng

bÐ nhÊt trong m« h×nh Gauss-Markov.
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Ch−¬ng 1

Mét sè kiÕn thøc cÇn dïng

1.1 Håi quy h»ng sè

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho hai biÕn ngÉu nhiªn X vµ Y , kú väng EY tån t¹i.

Khi ®ã Y ®−îc gäi lµ cã håi quy h»ng sè ®èi víi X nÕu E(Y |X) = EY hÇu

kh¾p n¬i.

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng Y cã håi quy h»ng sè ®èi víi X khi

vµ chØ khi E(Y eitX) = EY · EeitX . Nh÷ng ®Þnh lý sau ®©y chØ ra ®Æc tr−ng

cña ph©n phèi th«ng qua tÝnh håi quy h»ng sè cña mét thèng kª tuyÕn tÝnh

trªn mét thèng kª tuyÕn tÝnh kh¸c.

LÊy X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp kh«ng nhÊt thiÕt cïng

ph©n phèi. Xem xÐt hµm tuyÕn tÝnh a1X1 + · · · + anXn víi c¸c hÖ sè kh¸c

kh«ng. B»ng phÐp co gi·n thÝch hîp, ta ®−a vÒ d¹ng

L = X1 + · · ·+Xn. (1.1.1)

H¬n n÷a, lÊy

bi1X1 + · · ·+ binXn, i = 1, . . . , p ≥ 2

lµ p hµm tuyÕn tÝnh ®éc lËp tuyÕn tÝnh, mµ sau mét phÐp biÕn ®æi thÝch hîp

cã thÓ ®−a vÒ d¹ng chuÈn t¾c
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M1 = X1 + c11Xp+1 + · · ·+ c1nXn

· · ·
Mp = Xp + cp1Xp+1 + · · ·+ cpnXn

(1.1.2)

Chóng ta ký hiÖu ma trËn c¸c hÖ sè cij bëi C cã cÊp lµ p × (n − p) vµ cét

thø i ®−îc ký hiÖu lµ Ci.

§Þnh lý 1.1.1. Cho p ≥ 2 vµ gi¶ thiÕt c¸c vect¬ cét cña C kh«ng trùc giao

víi nhau vµ còng kh«ng trùc giao víi bÊt cø cét nµo cña ma trËn ®¬n vÞ Ip

cì p× p. NÕu EXi = 0, khi ®ã ®iÒu kiÖn

E(L|M1, . . . ,Mp) = 0 (1.1.3)

suy ra r»ng c¸c biÕn Xi cã ph©n phèi chuÈn.

HÖ qu¶ 1.1.1. Cho L1, . . . , Ln lµ c¸c hµm tuyÕn tÝnh ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña

c¸c biÕn ngÉu nhiªn X1, . . . , Xn víi c¸c hÖ sè kh¸c kh«ng. Gi¶ sö r»ng

EXi = 0, ∀i. Khi ®ã ®iÒu kiÖn

E(L1|L2, . . . , Ln) = 0 (1.1.4)

®¶m b¶o r»ng c¸c biÕn Xi cã ph©n phèi chuÈn, nÕu n ≥ 3.

Ta xÐt hai tËp gåm q vµ p ≥ 2 c¸c hµm tuyÕn tÝnh ®−îc gi¶ thiÕt lµ ®éc

lËp tuyÕn tÝnh. Chóng ta viÕt l¹i d−íi d¹ng chuÈn t¾c

Lj =

p∑

u=1

ajuXu +
n∑

i=p+1

bj,i−pXi, j = 1, . . . q,

Mi = Xi +

n∑

u=p+1

ci,u−pXu, i = 1, . . . , p ≥ 2.

(1.1.5)

§Þnh lý 1.1.2. Cho X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp víi EXi =

0, ∀i. XÐt c¸c hµm tuyÕn tÝnh L1, . . . , Lq vµ M1, . . . ,Mp ®−îc ®Þnh nghÜa

bëi (1.1.5). XÐt c¸c ma trËn A = (aij), B = (bij), C = (cij) víi c¸c cÊp

t−¬ng øng lµ q × p, q × (n − p) vµ p × (n − p). NÕu mçi cét cña c¸c
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ma trËn A vµ B cã Ýt nhÊt mét phÇn tö kh¸c kh«ng vµ kh«ng cã cét nµo

cña C tØ lÖ víi bÊt cø mét cét nµo cña ma trËn ®¬n vÞ Ip th× ®¼ng thøc

E(Li|M1, . . . ,Mp) = 0, i = 1, . . . , q suy ra c¸c Xi cã ph©n phèi chuÈn.

Ta xÐt c¸c hµm ®éc lËp tuyÕn tÝnh

Li = Xi +

n∑

u=q+1

wi,u−qXu, i = 1, . . . , q, (1.1.6)

Lj = Xj +

q∑

u=1

wj−q,iXi, j = q + 1, . . . , n. (1.1.7)

C¸c biÕn Xq+i vµ Xq+j ®−îc gäi lµ liªn kÕt ®−îc trong (1.1.6) nÕu chóng ®ång

thêi xuÊt hiÖn víi c¸c hÖ sè kh¸c 0 trong Ýt nhÊt mét trong nh÷ng ph−¬ng

tr×nh (1.1.6). Ta cã hÖ qu¶

HÖ qu¶ 1.1.2. NÕu trong (1.1.6) c¸c biÕn Xq+i ®Òu liªn kÕt víi Ýt nhÊt mét

biÕn trong sè Xq+j vµ h¬n n÷a, trong biÓu diÔn (1.1.7) kh«ng cã cét hÖ sè

uji nµo lµ vect¬ kh«ng th× ®¼ng thøc E(Li|Lq+1, . . . , Ln) = 0, i = 1, . . . , q

sÏ dÉn ®Õn kh¼ng ®Þnh lµ c¸c biÕn Xj cã ph©n phèi chuÈn nÕu n− q ≥ 2.

B©y giê ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm ph©n phèi chia v« h¹n.

§Þnh nghÜa 1.1.2. Hµm ®Æc tr−ng f ®−îc gäi lµ chia v« h¹n nÕu víi mçi sè

nguyªn, d−¬ng n, tån t¹i hµm ®Æc tr−ng fn(t) tháa m·n:

f(t) =
(
fn(t)

)n
, ∀t ∈ R1.

Khai triÓn Levy cña hµm ®Æc tr−ng chia v« h¹n:

ln f(t) = iβt −
σ2

2
t2 +

∫

(0,∞)
h(t, u)dN(u) +

∫

(−∞,0)
h(t, u)dM(u)

trong ®ã β ∈ R1, σ ≥ 0, h(t, u) = eitu − 1 − itu/(1 + u2), vµ c¸c hµm M ,

N tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y:

(a) M vµ N lµ kh«ng gi¶m vµ liªn tôc ph¶i trªn c¸c kho¶ng (−∞, 0)

vµ (0,∞) t−¬ng øng;
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(b) M(−∞) = N(∞) = 0; vµ

(c) C¸c tÝch ph©n
∫

(−a,0) u
2dM(u) vµ

∫
(0,a) u

2dN(u) h÷u h¹n víi bÊt

kú a > 0.

Ta xÐt tr−êng hîp c¸c biÕn X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp,

cïng ph©n phèi víi EXi = 0. Gi¶ sö cã hai d¹ng tuyÕn tÝnh a1X1+· · ·+anXn

vµ b1X1 + · · ·+ bnXn sao cho

E(a1X1 + · · ·+ anXn|b1X1 + · · ·+ bnXn) = 0. (1.1.8)

Kh«ng mÊt tæng qu¸t, ta gi¶ sö |bn| = max
i

|bi| 6= 0 vµ |an| = max
i

|ai| 6= 0.

Khi ®ã, víi phÐp co gi·n thÝch hîp, ta ®−a (1.1.8) vÒ d¹ng

E(−αiXi−· · ·−αn−1Xn−1+Xn|β1X1+· · ·+βn−1Xn−1+Xn) = 0. (1.1.9)

trong ®ã |βj| ≤ 1 víi j = 1, . . . , n− 1.

§Þnh lý 1.1.3. Cho X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp, cïng ph©n

phèi tháa m·n (1.1.8). Gi¶ sö r»ng cã chÝnh x¸c k sè βi lµ kh¸c nhau vÒ ®é

lín (chóng ta cã thÓ chän lµ β1, . . . , βk) vµ kh¸c ±1. Cho j = 1, . . . , k, ta

®Æt

εj =
∑

{σi : bi = bj} , ε0 =
∑

{σi : βi = 1}

vµ

ε′0 =
∑

{σi : βi = −1}.

NÕu ε′0 = 0, γi =
σi

1 − ε0
> 0 víi i = 1, . . . , k vµ λ lµ nghiÖm thùc duy nhÊt

cña ph−¬ng tr×nh
∑k

1 γi|βi|λ = 1, khi ®ã ta cã c¸c kh¼ng ®Þnh sau

(i) c¸c Xi lµ suy biÕn nÕu λ ≤ 1 hoÆc λ > 2

(ii) c¸c Xi lµ chuÈn (cã thÓ suy biÕn) nÕu λ = 2; vµ

(iii) víi 1 < λ < 2, c¸c Xi cã hµm ®Æc tr−ng f mµ trong biÓu diÔn

Levy L(µ, σ2,M,N) ®èi víi ln f , ta cã σ = 0 vµ tïy vµo b¶n chÊt cña vect¬

B = (B1, . . . , Bn) trong ®ã Bj = − ln βj, c¸c hµm M vµ N cã nh÷ng d¹ng

nh− sau
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(a) Ýt nhÊt hai thµnh phÇn cña B lµ kh«ng th«ng −íc víi nhau, khi ®ã

M(u) = ξ|u|−λ vµ N(u) = −ηu−λ, trong ®ã ξ vµ η lµ hai sè thùc kh«ng

©m tháa m·n ξ + η > 0; h¬n n÷a ξ = η nÕu p < n hoÆc nÕu λ = 1, v× vËy,

víi mét sè thùc c nµo ®ã, f(t)eict lµ hµm ®Æc tr−ng cña mét luËt ®èi xøng æn

®Þnh víi sè mò λ; nÕu p = n vµ λ 6= 1, khi ®ã f lµ hµm ®Æc tr−ng cña mét

ph©n phèi æn ®Þnh víi sè mò λ.

(b) c¸c thµnh phÇn cña B lµ th«ng −íc, tøc tån t¹i ρ > 0 sao cho

mj = Bj/ρ lµ c¸c sè tù nhiªn cã −íc chung lín nhÊt b»ng 1. H¬n n÷a trong

sè c¸c m1, . . . ,mp cã sè lÎ, trong c¸c sè mp+1, . . . ,mn cã sè lÎ. Khi ®ã

M(u) =
ξ(ln |u|)
|u|λ

, N(u) =
−η(ln u)

|u|λ

trong ®ã ξ vµ η lµ c¸c hµm kh«ng ©m liªn tôc ph¶i trªn ®−êng th¼ng thùc víi

chu kú ρ, h¬n n÷a nÕu p < n th× ξ = η.

(c) c¸c thµnh phÇn cña B lµ th«ng −íc. H¬n n÷a m1, . . . ,mp lµ c¸c

sè ch½n vµ c¸c sè mp+1, . . . ,mn lµ c¸c sè lÎ vµ p < n. Khi ®ã

M(u) =
ξ(ln |u|) + η(ln |u|)

|u|λ
, N(u) =

−ξ(ln u) + η(ln u)

|u|λ

trong ®ã ξ vµ η lµ c¸c hµm liªn tôc ph¶i, ξ(x+p) = ξ(x) vµ η(x+p) = −η(x)
víi mäi x.

B©y giê ta xÐt (1.1.8) víi X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp

cïng ph©n phèi víi EX1 = 0 vµ f lµ hµm ®Æc tr−ng cña X1. Gi¶ sö ai 6= 0,

bi 6= 0, vµ ®Æt ci =
ai
bi
, khi ®ã (1.1.8) dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh

n∏

1

[f(bit)]
ci = 1 (1.1.10)

víi t n»m trong l©n cËn nµo ®ã cña 0. Kh«ng mÊt tæng qu¸t, ta gi¶ sö r»ng

c1 > 0, . . . , cp > 0 vµ cp+1 < 0, . . . , cn < 0. Khi ®ã (1.1.10) cã thÓ viÕt l¹i

d−íi d¹ng
p∏

1

[f(bit)]
ci =

n∏

p+1

[f(bit)]
|ci|. (1.1.11)
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Ta gi¶ sö thªm lµ

max{|b1|, . . . , |bp|} 6= max{|bp+1|, . . . , |bn|}. (1.1.12)

Khi ®ã ta cã ®Þnh lý

§Þnh lý 1.1.4. Cho X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp cïng ph©n

phèi víi EX1 = 0, tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn (1.1.8) vµ (1.1.12). LÊy γ lµ kh«ng

®iÓm lín nhÊt cña hµm G(λ) =
∑
ci|bi|λ. γ ch¾c ch¾n tån t¹i vµ d−¬ng.

NÕu Xi cã m« men h÷u h¹n cÊp 2m, trong ®ã m = [(γ + 2)/2]. Khi ®ã X1

cã ph©n phèi chuÈn (cã thÓ suy biÕn). §Æc biÖt, kh¼ng ®Þnh trªn ®óng nÕu

X1 cã m« men mäi cÊp.

1.2 Hµm tæn thÊt

XÐt kh«ng gian x¸c suÊt (X,A,Pθ), trong ®ã X lµ kh«ng gian mÉu, A
lµ mét σ− ®¹i sè vµ {Pθ} lµ hä c¸c ®é ®o x¸c suÊt ®−îc ®¸nh chØ sè bëi tham

sè θ ∈ Θ. Gi¶ sö thèng kª T (X) lµ mét −íc l−îng cho hµm tham Èn t (θ),

vµ r (T, t) lµ mét hµm tæn thÊt kh«ng ©m. Kú väng to¸n cña hµm tæn thÊt

R (T, θ) = Eθr (T, t)

®−îc gäi lµ hiÓm cña T khi gi¸ trÞ ®óng cña tham sè lµ θ.

Mét sè vÝ dô vÒ hµm tæn thÊt:

1. Hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng: r (T, t) = (T − t)2

2. Hµm tæn thÊt d¹ng trÞ tuyÖt ®èi: r (T, t) = |T − t|

3. Hµm tæn thÊt d¹ng 0 − 1: r (T, t) =

{
0, |T − t| ≤ b

1, |T − t| > b

víi b > 0 nµo ®ã.
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§Þnh nghÜa 1.2.1 (Hµm låi). Hµm nhËn gi¸ trÞ thùc Φ x¸c ®Þnh trªn mét

kho¶ng më (a, b) (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n) ®−îc gäi lµ låi nÕu

∀x, y ∈ (a, b) : a < x < y < b, ∀γ : 0 < γ < 1

th×

Φ
(
γx + (1 − γ)y

)
≤ γΦ(x) + (1 − γ)Φ(y).

NÕu dÊu “<” x¶y ra th× Φ ®−îc gäi lµ låi chÆt (strictly convex) hay

låi thùc sù.

Chóng ta chØ xÐt nh÷ng hµm tæn thÊt låi theo ®èi sè thø nhÊt (tøc lµ låi

theo T )

§Þnh lý 1.2.1 (Gi¸ trÞ cùc tiÓu cña hµm låi). Gi¶ sö ρ lµ hµm låi x¸c ®Þnh

trªn (−∞,+∞), X lµ biÕn ngÉu nhiªn sao cho

Φ(a) = E[ρ(X − a)] h÷u h¹n.

NÕu ρ lµ hµm kh«ng ®¬n ®iÖu th× hµm Φ(a) sÏ nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt,

vµ {a : Φ(a) min} lµ kho¶ng ®ãng.

NÕu ρ låi chÆt th× gi¸ trÞ nhá nhÊt lµ duy nhÊt.

Chøng minh. Xem trong [14, tr. 50].

VÝ dô 1.2.1.

1. NÕu hµm tæn thÊt cã d¹ng b×nh ph−¬ng th×

E(X − a)2 min ⇔ a = µ = EX.

2. NÕu hµm tæn thÊt cã d¹ng trÞ tuyÖt ®èi th× E|X−a| ®¹t min trªn kho¶ng

®ãng t¹i c¸c median cña X .

1.3 Thèng kª ®ñ vµ ®Çy ®ñ

§Þnh nghÜa 1.3.1. Thèng kª T (X) ®−îc gäi lµ thèng kª ®ñ ®èi víi hä ®é ®o

x¸c suÊt {Pθ} hay thèng kª ®ñ ®èi víi tham Èn θ nÕu Pθ
(
X ∈ A|T (X) = t

)

kh«ng phô thuéc θ, ∀t, ∀θ ∈ Θ.
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§Þnh lý 1.3.1 (Tiªu chuÈn t¸ch Neyman). §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó thèng

kª T : (X,A,Pθ) −→ (T,B,PTθ ) lµ thèng kª ®ñ ®èi víi θ ∈ Θ lµ tån t¹i

gθ(t) ≥ 0 B− ®o ®−îc vµ h(x) ≥ 0 A− ®o ®−îc sao cho mËt ®é cña biÕn

ngÉu nhiªn X cã d¹ng

pθ(x) =
dPθ(x)
dµ(x)

= gθ
(
T (X)

)
· h(x).

§Þnh nghÜa 1.3.2. XÐt m« h×nh thèng kª (X,A, Pθ), θ ∈ Θ. Hä P = {Pθ, θ ∈
Θ} ®−îc gäi lµ hä ®Çy ®ñ nÕu víi mäi hµm ϕ(x) A− ®o ®−îc, tõ hÖ thøc

Eθϕ(x) = 0, ∀θ ∈ Θ

suy ra ϕ(x) = 0 (P − h.k.n).

§Þnh lý 1.3.2 (C¶i tiÕn −íc l−îng dùa vµo thèng kª ®ñ). XÐt m« h×nh thèng

kª (X,A,Pθ), X = (X1, . . . , Xn). Gi¶ sö T (X) lµ thèng kª ®ñ ®èi víi hä

{Pθ} vµ ϕ(x) lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch nµo ®ã cña g(θ). Khi ®ã

ĝ(T ) = Eθ

(
ϕ(X)

∣∣T (X)
)

còng sÏ lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch cña g(θ) vµ hµm tæn thÊt t−¬ng øng

cña nã tháa m·n

Eθr(ĝ, g) ≤ Eθr(ϕ, g), ∀θ ∈ Θ.

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi ϕ(X) lµ ®o ®−îc ®èi víi σ− ®¹i sè sinh bëi

thèng kª T (X).

Chøng minh. Xem [2, Ch−¬ng 3, tr. 37-38].

§Þnh lý 1.3.3 (Blackwell - Rao - Lehmann - Fisher). VÉn gi¶ thiÕt nh− §Þnh

lý 1.3.2 vµ thªm ®iÒu kiÖn thèng kª T ®Çy ®ñ th× ĝ(T ) sÏ lµ −íc l−îng kh«ng

chÖch cña g(θ) vµ hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng lµ bÐ nhÊt ®ång thêi ĝ(T )

lµ −íc l−îng duy nhÊt cã tÝnh chÊt ®ã.

Chøng minh. Xem [2, Ch−¬ng 3, tr. 39].
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1.4 ¦íc l−îng kh«ng chÖch ph−¬ng sai bÐ ®Òu nhÊt (UMVU)

§Þnh nghÜa 1.4.1. XÐt m« h×nh thèng kª (X,A,Pθ). Thèng kª δ(X) ®−îc gäi

lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cho g(θ) nÕu

Eθδ(X) = g(θ), ∀θ ∈ Θ.

NÕu g ∈ Rd th× ®iÒu kiÖn trªn ®−îc thay b»ng

Eθδi(X) = gi(θ), ∀θ ∈ Θ, i = 1, . . . , d.

§Þnh nghÜa 1.4.2. ¦íc l−îng kh«ng chÖch δ(X) ®−îc gäi lµ −íc l−îng kh«ng

chÖch ph−¬ng sai bÐ ®Òu nhÊt (UMVU estimators) nÕu víi mäi −íc l−îng

kh«ng chÖch δ′(X) kh¸c ta cã

Varθδ(X) ≤ Varθδ
′(X), ∀θ ∈ Θ.

1.5 ¦íc l−îng chÊp nhËn ®−îc vµ −íc l−îng tèi −u

§Þnh nghÜa 1.5.1. Gi¶ sö −íc l−îng T ′ (x) n»m trong líp K c¸c −íc l−îng

cña hµm tham sè t (θ). T ′ (x) ®−îc gäi lµ chÊp nhËn ®−îc trong K víi hµm

tæn thÊt r (T, t) nÕu kh«ng tån t¹i −íc l−îng T thuéc K sao cho

R (T, θ) ≤ R (T ′, θ) , ∀θ ∈ Θ (1.5.1)

vµ dÊu “<” x¶y ra víi Ýt nhÊt mét gi¸ trÞ cña θ.

NÕu −íc l−îng T ′ lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp tÊt c¶ c¸c −íc l−îng th×

T ′ ®−îc gäi lµ chÊp nhËn ®−îc tuyÖt ®èi.

§Þnh nghÜa 1.5.2. ¦íc l−îng T 0 ∈ K lµ tèi −u trong K (víi K lµ líp bÊt kú

c¸c −íc l−îng cña hµm tham Èn t (θ)) víi hµm tæn thÊt r (T, t) nÕu víi mäi

T ∈ K ta cã

R
(
T 0, θ

)
≤ R (T, θ) , ∀θ ∈ Θ. (1.5.2)
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§Þnh nghÜa 1.5.3. ¦íc l−îng T0 ∈ K ®−îc gäi lµ tèi −u t¹i ®iÓm θ0 (hay

cßn gäi lµ tèi −u ®Þa ph−¬ng) trong K víi hµm tæn thÊt r (T, t) nÕu víi mäi

T ∈ K ta cã

R (T0, θ0) ≤ R (T, θ0) . (1.5.3)

1.6 Mét sè kiÕn thøc kh¸c

§Þnh nghÜa 1.6.1 (§iÒu kiÖn chÝnh quy). Gi¶ sö hä ph©n phèi x¸c suÊt Pθ,
θ ∈ Θ liªn tôc tuyÖt ®èi víi ®é ®o µ, cã ®¹o hµm Radon-Nikodym ®èi víi

µ lµ f(x, θ) =
dPθ
dµ

(x). Hä c¸c hµm mËt ®é {f(x, θ), θ ∈ Θ} ®−îc gäi lµ

chÝnh quy nÕu

• Θ hoÆc lµ ®−êng th¼ng thùc hoÆc lµ mét kho¶ng cña ®−êng th¼ng thùc

vµ {x : f(x, θ) > 0} kh«ng phô thuéc vµo θ.

•
∂f(x, θ)

∂θ
tån t¹i vµ h÷u h¹n Pθ- hÇu ch¾c ch¾n víi mäi θ ∈ Θ.

•
∫
|∂f(x, θ)

∂θ
|µ(dx) <∞ víi mäi θ ∈ Θ.

• 0 < Eθ

(∂ ln f(x, θ)

∂θ

)2
<∞ víi mäi θ ∈ Θ.

§Þnh lý 1.6.1 (BÊt ®¼ng thøc Cramer-Rao). Gi¶ sö kh«ng gian tham sè Θ

lµ mét kho¶ng nµo ®ã cña ®−êng th¼ng thùc vµ tÊt c¶ c¸c ph©n phèi Pθ lµ

liªn tôc tuyÖt ®èi theo ®é ®o µ víi hµm mËt ®é p (x, θ) = dPθ/dµ tháa m·n

®iÒu kiÖn chÝnh quy. NÕu T lµ mét thèng kª sao cho EθT = t (θ) + b (θ), T

cã ph−¬ng sai h÷u h¹n vµ t(θ), b(θ) kh¶ vi th×

Eθ

[
T − t (θ)

]2
≥
[
b(θ)

]2
+

[
t′ (θ) + b′(θ)

]2

I(θ)
, (1.6.1)

trong ®ã I
(
θ
)

= Eθ

[
∂ log p

∂θ

]2

lµ l−îng th«ng tin Fisher.
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Chøng minh. Xem [18, tr. 323-325].

§Þnh lý 1.6.2. Gi¶ sö thèng kª T lµ mét −íc l−îng cho t (θ) vµ hµm tæn thÊt

r (T, t) lµ hµm låi theo T . NÕu hä ph©n bè {Pθ} cã tån t¹i thèng kª ®ñ S

th× sÏ tån t¹i −íc l−îng T̂ chØ phô thuéc vµo S tháa m·n

Eθr
(
T̂ , t(θ

)
≤ Eθr

(
T, t(θ)

)
, ∀θ.

Chøng minh. Xem [4], [12], [15] vµ [18].

Tõ §Þnh lý 1.6.2 ta suy ra r»ng nh÷ng −íc l−îng mµ kh«ng ph¶i lµ hµm

cña thèng kª ®ñ th× sÏ lµ kh«ng chÊp nhËn ®−îc ®èi víi hµm tæn thÊt låi theo

®èi sè thø nhÊt. Ph−¬ng ph¸p t×m T̂ tõ T ®−îc gäi lµ c¶i tiÕn −íc l−îng dùa

vµo thèng kª ®ñ (§Þnh lý “Blackwell - Rao”).

NÕu hµm tæn thÊt cã d¹ng b×nh ph−¬ng th× chóng ta h−íng sù quan t©m

®Æc biÖt ®Õn c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña hµm tham Èn.

Cã thÓ chØ ra r»ng trong §Þnh lý 1.6.2 nÕu T lµ mét −íc l−îng kh«ng

chÖch cña t (θ) th× T̂ còng lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña t(θ).

§èi víi c¸c hä ®Çy ®ñ, mäi hµm tham Èn t (θ) râ rµng lµ cã tèi ®a

mét −íc l−îng kh«ng chÖch phô thuéc vµo thèng kª ®ñ (nÕu c¸c −íc l−îng

trïng nhau hÇu kh¾p n¬i ®èi víi tõng ®é ®o Pθ th× ta coi lµ nh− nhau). ThËt

vËy, gi¶ sö ψ (S) vµ φ (S) lµ hai −íc l−îng kh«ng chÖch phô thuéc vµo thèng

kª ®ñ S cho t (θ). Khi ®ã râ rµng Eθψ (S) = Eθφ (S) = t (θ) , ∀θ, suy ra

Eθ

[
ψ (S) − φ (S)

]
= 0, ∀θ. Theo tÝnh chÊt cña hä ®Çy ®ñ, ta suy ra ngay

ψ (S) − φ (S) = 0, Pθ hÇu kh¾p n¬i, ∀θ. Tõ ®ã ψ (S) = φ (S), Pθ hÇu kh¾p

n¬i, ∀θ.
Tõ §Þnh lý 1.6.2 ta suy ra r»ng ®èi víi c¸c hä ®Çy ®ñ, mäi thèng kª

T̂ = T̂ (S) lµ tèi −u trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña hµm tham Èn

t (θ) = Eθ

(
T̂
)

(xem [16]). TÝnh chÊt nµy sÏ ®−îc sö dông th−êng xuyªn

trong c¸c c¸c néi dung vÒ sau.

§Ó nhËn biÕt tÝnh ®Çy ®ñ cña hä {Pθ}, ta cã tiªu chuÈn sau ®©y:

§Þnh lý 1.6.3 (Lehman). Gi¶ sö ph©n phèi cña vect¬ thèng kª ®ñ S =
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(S1, . . . , Sm) ∈ Rm cã hµm mËt ®é (theo ®é ®o Lebesgue) d¹ng

π (s, θ) = c (θ) q (s) exp

(
m∑

1

ci (θ) si

)
,

trong ®ã s = (s1, . . . , sm) vµ vect¬ (c1 (θ) , . . . , cm (θ)) phñ mét miÒn nµo ®ã

trong Rm khi θ ∈ Θ. Khi ®ã hä ph©n bè {Pθ} lµ ®Çy ®ñ ®èi víi thèng kª ®ñ

S.

Chøng minh. Xem trong [2, Ch−¬ng 3] vµ [13].
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Ch−¬ng 2

TÝnh tèi −u trong líp c¸c −íc l−îng

kh«ng chÖch vµ líp c¸c −íc l−îng ®Òu

2.1 TÝnh chÊt tèi −u trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch

Trong môc nµy ta nghiªn cøu tÝnh chÊt tèi −u trong tr−êng hîp hµm tæn

thÊt cã d¹ng b×nh ph−¬ng.

Ký hiÖu L2
θ lµ kh«ng gian Hilbert c¸c hµm ®o ®−îc trªn (X,A) b×nh

ph−¬ng kh¶ tÝch theo ®é ®o Pθ ®èi víi tÝch v« h−íng th«ng th−êng. §Æt

L2 =
⋂
θ∈Θ L2

θ.

§Þnh nghÜa 2.1.1. Thèng kª h = h (x) ®−îc gäi lµ −íc l−îng kh«ng chÖch

cña kh«ng nÕu Eθh = 0 víi mäi θ ∈ Θ.

Ký hiÖu Hθ lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng

trong L2
θ vµ ®Æt H =

⋂
θ∈Θ Hθ.

XÐt Bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 2.1.1. Gi¶ sö T ∈ L2. T lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u cña

t (θ) = EθT khi vµ chØ khi

Eθ (Th) ≡ 0, ∀h ∈ H, ∀θ ∈ Θ (2.1.1)

T−¬ng tù: Gi¶ sö T ∈ L2
θ. T lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u ®Þa
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ph−¬ng t¹i ®iÓm θ cña t (θ) = EθT khi vµ chØ khi

Eθ (Th) ≡ 0, víi θ ®· cho vµ ∀h ∈ Hθ . (2.1.2)

Bæ ®Ò trªn ®©y b¾t nguån tõ mét nghiªn cøu cña Fisher, mÆc dï nã cã

vÎ ®¬n gi¶n nh−ng l¹i lµ mét c«ng cô hÕt søc h÷u dông trong viÖc nghiªn cøu

c¸c bµi to¸n vÒ ®Æc tr−ng.

Chøng minh.

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö T ∈ L2
θ lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña t (θ) tèi

−u ®Þa ph−¬ng t¹i θ vµ h ∈ Hθ. Víi λ lµ h»ng sè tïy ý, T + λh ∈ L2
θ vµ lµ

mét −íc l−îng kh«ng chÖch cho t (θ). ThËt vËy,

Eθ (T + λh) = EθT + λEθh = t (θ)

v× Eθh = 0 (do h lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng) vµ t (θ) = EθT theo

gi¶ thiÕt. Ngoµi ra, T ∈ L2
θ, h ∈ Hθ ⊂ L2

θ nªn T + λh ∈ L2
θ.

XÐt

Eθ (T + λh− t)2 = Eθ (T − t)2 + Eθλ
2h2 + 2Eθλh (T − t)

= Eθ (T − t)2 + λ2Eθh
2 + 2λEθ (Th) − 2λEθ (th)

= Eθ (T − t)2 + λ2Eθh
2 + 2λEθ (Th) − 2λt (Eθh)

= Eθ (T − t)2 + λ2Eθh
2 + 2λEθ (Th) .

Cã c¸c biÕn ®æi phÝa trªn lµ do t (θ) lµ hµm tÊt ®Þnh ®èi víi mçi gi¸ trÞ cña θ,

kh«ng ph¶i biÕn ngÉu nhiªn nªn 2λEθht = 2λt (Eθh). Ngoµi ra v× h lµ −íc

l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng nªn Eθh = 0.

NÕu Eθ (Th) 6= 0 th× ta cã thÓ chän gi¸ trÞ thÝch hîp cña λ ®Ó cho f (λ) =

λ2Eθh
2 + 2λEθ (Th) < 0. ThËt vËy, xÐt hai tr−êng hîp:

Tr−êng hîp 1. Eθ (Th) > 0

NÕu Eθh
2 = 0 th× ta chän λ < 0, khi ®ã f (λ) = 2λEθ (Th) < 0.

NÕu Eθh
2 > 0 th× f (λ) lµ mét tam thøc bËc hai ®èi víi λ cã c¸c nghiÖm lµ

0 vµ
−2Eθ (Th)

Eθh2 , f (λ) < 0 nÕu
−2Eθ (Th)

Eθh2 < λ < 0.
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Tr−êng hîp 2. Eθ (Th) < 0

NÕu Eθh
2 = 0 th× ta chän λ > 0, khi ®ã f (λ) = 2λEθ (Th) < 0.

NÕu Eθh
2 > 0 th× f (λ) < 0 nÕu 0 < λ <

−2Eθ (Th)

Eθh2 .

Tãm l¹i, ta lu«n chän ®−îc λ ®Ó cho f (λ) < 0. Khi ®ã râ rµng tõ

Eθ (T + λh− t)2 = Eθ (T − t)2 + λ2Eθh
2 + 2λEθ (Th)

ta suy ra Eθ (T + λh− t)2 < Eθ (T − t)2 víi λ thÝch hîp. §iÒu nµy m©u

thuÉn víi gi¶ thiÕt tèi −u cña T t¹i θ. VËy Eθ (Th) = 0, ∀h ∈ Hθ.

§iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö Eθ (Th) = 0, ∀h ∈ Hθ vµ T ′ ∈ L2
θ lµ mét −íc

l−îng kh«ng chÖch bÊt kú kh¸c cña t (θ). Khi ®ã EθT = EθT
′ = t (θ), suy

ra Eθ (T − T ′) = 0. §Æt T ′ − T = h th× h lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch

cña kh«ng nªn h ∈ Hθ. H¬n n÷a,

Eθ (T ′ − t)
2

= Eθ (T ′ − T + T − t)
2

= Eθ (h+ T − t)2

= Eθ (T − t)2 + 2Eθ (T − t)h+ Eθh
2

= Eθ (T − t)2 + 2Eθ (Th) − 2Eθ (th) + Eθh
2

= Eθ (T − t)2 + 2Eθ (Th) − 2t (Eθh) + Eθh
2

= Eθ (T − t)2 + 2Eθ (Th) + Eθh
2

≥ Eθ (T − t)2 .

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ ®iÒu kiÖn Eθ (Th) = 0. VËy T tèi −u t¹i

θ.

Kh¼ng ®Þnh cña Bæ ®Ò 2.1.1 trong tr−êng hîp T ∈ L2 ®−îc chøng minh

hoµn toµn t−¬ng tù.

Bæ ®Ò nãi trªn chØ tá ra h÷u Ých trong nh÷ng tr−êng hîp mµ hä ph©n

bè ®ang kh¶o s¸t cã kh¸ nhiÒu sù hç trî tõ phÝa c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch

trong mét líp thÝch hîp. §Æc biÖt lµ nh÷ng ph©n bè ®−îc sinh bëi c¸c mÉu

ngÉu nhiªn rót ra tõ tæng thÓ víi c¸c tham sè vÞ trÝ vµ tØ lÖ. §iÒu kiÖn (2.1.2)

lµ ®iÒu kiÖn cÇn kh«ng chØ ®èi víi tÝnh tèi −u mµ cßn lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®èi víi

tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña −íc l−îng T trong nh÷ng tr−êng hîp mµ Eθ (T − t)2
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lµ h»ng sè vµ nÕu ta sö dông −íc l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng h th× Eθ (Th)

vµ Eθh
2 lµ c¸c h»ng sè.

NÕu ta sö dông hµm tæn thÊt kh«ng cã d¹ng b×nh ph−¬ng th× ta kh«ng

cã ®−îc kh¼ng ®Þnh nh− Bæ ®Ò 2.1.1 (vµ thËm chÝ ta kh«ng thÓ biÕt ®−îc líp

c¸c −íc l−îng nµo cã thÓ ®Æt ra ®iÒu kiÖn cho tÝnh chÊt tèi −u).

B©y giê ta ¸p dông Bæ ®Ò 2.1.1 ®Ó chøng minh tÝnh kh«ng chÖch tèi

−u ®−îc b¶o toµn ®èi víi c¸c phÐp biÕn ®æi hµm t−¬ng ®èi tæng qu¸t. Gi¶

sö r»ng ®èi víi hä ph©n bè {Pθ} ®ang xÐt, tËp hîp H′ c¸c −íc l−îng kh«ng

chÖch cña kh«ng: h, tháa m·n Eθh
4 < ∞ víi mäi θ ∈ Θ, trï mËt trong H

theo chuÈn trong L2
θ. Ta gäi ®iÒu kiÖn nµy lµ ®iÒu kiÖn (C).

NÕu

Eθ

(
|T |k

)
<∞, k = 1, 2, . . . (2.1.3)

th× ta sÏ ký hiÖu L2
θ (T ) lµ bao ®ãng theo chuÈn trong L2

θ cña tËp tÊt c¶ c¸c

®a thøc theo T , vµ ký hiÖu L2 (T ) =
⋂
θ∈Θ

L2
θ.

§Þnh lý 2.1.1 (xem [17]). Gi¶ sö hä ph©n bè {Pθ} tháa m·n ®iÒu kiÖn (C).

NÕu T ∈ L2 lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u trong L2 cña t (θ) = Eθ (T ),

tháa m·n (2.1.3) víi mäi θ th× mäi −íc l−îng β ∈ L2 (T ) còng sÏ lµ −íc

l−îng kh«ng chÖch tèi −u trong L2 cña kú väng to¸n cña nã b (θ) = Eθβ.

Chøng minh. NÕu T ∈ L2 lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u cña t (θ) = Eθ (T )

th× theo Bæ ®Ò 2.1.1, víi mäi h′ thuéc H′ vµ mäi θ ta ph¶i cã

Eθ (Th′) = 0. (2.1.4)

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy-Bunyakovski:

Eθ

(
T 2h′2

)
≤ Eθ

(
T 4)1/2 · Eθ

(
h′4
)1/2

<∞

bëi v× Eθh
′4 < ∞ vµ Eθ

(
T 4
)
< ∞. VËy Th′ ∈ L2. Nh−ng v× Th′ lµ −íc

l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng (theo (2.1.4)) nªn Th′ ∈ H, ∀h′ ∈ H′. Tõ ®ã

suy ra Eθ

(
T 2h′

)
= Eθ (T.Th′) = 0, ∀θ. MÆt kh¸c theo gi¶ thiÕt H′ trï mËt

trong H nªn ∀h ∈ H, tån t¹i d·y h′n ∈ H′ sao cho h′n → h theo chuÈn trong
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L2
θ khi n→ ∞, tøc lµ

Eθ

(
h′n − h

)2 → 0 khi n→ ∞.

Ta cã
∣∣∣EθT

2h− EθT
2h′n

∣∣∣ =
∣∣∣EθT

2 (h− h′n)
∣∣∣

≤
(

EθT
4
)1/2

·
(

Eθ (h− h′n)
2
)1/2

→ 0 khi n→ ∞,

v× Eθ

(
T 4
)
< ∞ vµ Eθ (h′n − h)2 → 0 khi n → ∞. Nh−ng Eθ

(
T 2h′n

)
= 0

do h′n ∈ H′ vµ chøng minh ë trªn, suy ra Eθ

(
T 2h

)
= 0, víi mäi h ∈ H.

T−¬ng tù ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng

Eθ

(
T kh

)
= 0, ∀θ, ∀h ∈ H, k = 0, 1, . . .

XÐt f (T ) lµ mét ®a thøc theo biÕn T , khi ®ã f (T ) cã d¹ng

f (T ) =
∑

i

aiT
i.

Ta cã Eθ

(
f (T )h

)
=
∑
i

aiEθ

(
T ih
)

= 0. V× tËp hîp c¸c ®a thøc theo biÕn

T lµ trï mËt trong L2
θ (T ) nªn ∀β ∈ L2 (T ), tån t¹i d·y ®a thøc fn (T ) sao

cho fn (T ) → β theo chuÈn trong L2
θ, tøc lµ

Eθ

(
fn (T ) − β

)2
→ 0 khi n→ ∞.

L¹i cã
∣∣∣Eθ

(
fn (T )h

)
− Eθ(βh)

∣∣∣ =
∣∣∣Eθh

(
fn (T ) − β

)∣∣∣

≤
(
Eθh

2)1/2 ·
(

Eθ (fn (T ) − β)2
)1/2

→ 0

v× Eθh
2 <∞ (h ∈ H ⊂ L2) vµ Eθ

(
fn (T ) − β

)2
→ 0. Theo chøng minh ë

trªn, Eθ

(
fn (T ) h

)
= 0, ∀h ∈ H, suy ra Eθ (βh) = 0, ∀h ∈ H, ∀θ ∈ Θ.

Theo Bæ ®Ò 2.1.1, β lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u trong L2 cña b (θ) =

Eθβ.
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Ta nhËn thÊy r»ng −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u sÏ lµ hiÖu qu¶ theo

nghÜa x¸c ®Þnh bëi bÊt ®¼ng thøc Cramer-Rao (vÕ ph¶i cña (1.6.1) b»ng ph−¬ng

sai cña −íc l−îng nµy). TÝnh chÊt nµy sÏ kh«ng ®−îc b¶o toµn víi c¸c phÐp

biÕn ®æi hµm. Tuy nhiªn víi c¸c ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý 2.1.1, c¸c hµm cña

−íc l−îng kh«ng chÖch hiÖu qu¶ còng sÏ lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u cña

kú väng to¸n häc cña nã.

NhËn xÐt 2.1.1. §iÒu kiÖn (C) cã lÏ kh«ng cÇn thiÕt ®èi víi §Þnh lý 2.1.1.

Trong mäi tr−êng hîp nã cã thÓ ®−îc l−îc bá nÕu tån t¹i mét h»ng sè C tháa

m·n |T (x)| < C víi x¸c suÊt b»ng 1 theo Pθ, ∀θ.
NhËn xÐt 2.1.2. TÝnh chÊt cña −íc l−îng T ∈ L2

θ lµ kh«ng chÖch tèi −u ®Þa

ph−¬ng cña t (θ), nãi chung kh«ng b¶o toµn ®èi víi c¸c phÐp biÕn ®æi hµm.

2.2 Tham sè tÞnh tiÕn vµ líp c¸c −íc l−îng ®Òu

Gi¶ sö r»ng kh«ng gian c¸c quan s¸t X lµ Rn vµ kh«ng gian tham sè

Θ lµ R1. NÕu ph©n phèi Pθ phô thuéc vµo tham sè θ theo nghÜa d−íi ®©y

Pθ(A) =

∫
· · ·
∫

A

dF (x1 − θ, . . . , xn − θ) (2.2.1)

th× ta nãi r»ng θ lµ tham sè tÞnh tiÕn. Ph©n phèi cã d¹ng (2.2.1) n¶y sinh tõ

viÖc xem xÐt c¸c l−îc ®å biÕn ®æi tuyÕn tÝnh, khi mµ c¸c quan s¸t cã d¹ng

xi = θ + εi, i = 1, . . . , n

trong ®ã sai sè εi (nãi chung phô thuéc) cã ph©n bè ®ång thêi F (x1, . . . , xn).

§Ó −íc l−îng cho tham sè θ lÏ tù nhiªn ta sÏ chän ra mét líp c¸c −íc

l−îng θ̃ = θ̃ (X1, . . . , Xn) tháa m·n ®iÒu kiÖn sau ®©y víi mäi sè thùc c:

θ̃ (x1 + c, . . . , xn + c) = θ̃ (x1, . . . , xn) + c. (2.2.2)

¦íc l−îng nãi trªn ®−îc ®−a ra ®Çu tiªn bëi Pitman (xem [8]). Chóng ta sÏ

gäi nh÷ng −íc l−îng nµy lµ −íc l−îng ®Òu (regular estimators) vµ ký hiÖu líp

c¸c −íc l−îng ®Òu bëi T.
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NÕu hµm tæn thÊt chØ phô thuéc vµo hiÖu c¸c ®èi sè, tøc lµ r
(
θ̃, θ
)

=

r
(
θ̃ − θ

)
th× ta dÔ dµng chØ ra r»ng víi θ̃ ∈ T, hµm hiÓm

R
(
θ̃, θ
)

= Eθr
(
θ̃ − θ

)
= h»ng sè (kh«ng phô thuéc vµo θ ∈ R1).

ThËt vËy, theo (2.2.2) ta cã

θ̃ (x1, . . . , xn) − θ = θ̃ (x1 − θ, . . . , xn − θ) .

§Æt yi = xi − θ. Khi ®ã

Eθr
[
θ̃ (x1, . . . , xn) − θ

]

=

∫
· · ·
∫

Rn

r
[
θ̃ (x1, . . . , xn) − θ

]
dF (x1 − θ, . . . , xn − θ)

=

∫
· · ·
∫

Rn

r
[
θ̃ (x1 − θ, . . . , xn − θ)

]
dF (x1 − θ, . . . , xn − θ)

=

∫
· · ·
∫

Rn

r
[
θ̃ (y1, . . . , yn)

]
dF (y1, . . . , yn)

=E0r
(
θ̃
)
.

Tõ kÕt qu¶ trªn ®©y ta cã thÓ chØ ra ®−îc r»ng, ®èi víi c¸c hµm tæn thÊt cã

d¹ng hiÖu, mét −íc l−îng θ̃ ∈ T hoÆc lµ tèi −u trong T hoÆc kh«ng chÊp

nhËn ®−îc trong T. ThËt vËy, gi¶ sö T ∈ T lµ mét −íc l−îng kh¸c cho θ.

Khi ®ã theo kÕt qu¶ trªn

Eθr
(
θ̃ − θ

)
= cθ̃, ∀θ

Eθr
(
T − θ

)
= cT , ∀θ

NÕu cθ̃ ≤ cT , ∀T th× Eθr
(
θ̃ − θ

)
≤ Eθr

(
T − θ

)
, ∀T, ∀θ. VËy θ̃ lµ −íc

l−îng tèi −u.

NÕu tån t¹i T0 sao cho cT0
< cθ̃ th× Eθr

(
T0 − θ

)
< Eθr

(
θ̃ − θ

)
, ∀θ.

VËy θ̃ kh«ng chÊp nhËn ®−îc.

§Þnh nghÜa 2.2.1. ¦íc l−îng θ̂ tèi −u trong líp T theo nghÜa hµm tæn thÊt

R
(
θ̂, θ
)

= min
θ̃∈T

R
(
θ̃, θ
)
®−îc gäi lµ −íc l−îng Pitman cña tham sè tÞnh tiÕn

θ t−¬ng øng víi hµm tæn thÊt r
(
θ̃ − θ

)
.
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NÕu min
θ̃∈T

R
(
θ̃, θ
)
®¹t ®−îc duy nhÊt t¹i thèng kª θ̂ (Chóng ta ®ång nhÊt

c¸c thèng kª trïng nhau hÇu kh¾p n¬i theo tõng ®é ®o Pθ) th× râ rµng ®iÒu

kiÖn cÇn ®Ó −íc l−îng θ̃ ∈ T chÊp nhËn ®−îc lµ

θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo Pθ, ∀θ ∈ R1, (2.2.3)

hay t−¬ng ®−¬ng víi

θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo P0. (2.2.4)

ThËt vËy, gi¶ sö θ̃ lµ chÊp nhËn ®−îc trong T. V× ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng

hiÖu, nh− ®· chøng minh ë trªn, mäi −íc l−îng trong T hoÆc kh«ng chÊp nhËn

®−îc, hoÆc tèi −u. V× thÕ θ̃ lµ mét −íc l−îng tèi −u trong T. V× min
θ̃∈T

R
(
θ̃, θ
)

®¹t ®−îc duy nhÊt t¹i thèng kª θ̂ nªn

θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo Pθ, ∀θ ∈ R1.

Khi ®ã ta cã

Eθr
(
θ̃ − θ

)
= Eθr

(
θ̂ − θ

)
.

§¼ng thøc trªn t−¬ng ®−¬ng víi

E0r
(
θ̃
)

= E0r
(
θ̂
)
.

VËy θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo P0.

§èi víi mét vµi −íc l−îng vµ hµm tæn thÊt ®Æc biÖt, ®iÒu kiÖn (2.2.4)

kh¸ phï hîp ®Ó ®Æc tr−ng cho hµm ph©n phèi F (x) th«ng qua tÝnh chÊp nhËn

®−îc cña θ̃.

Gi¶ sö r»ng
∫

Rn

x2
jdF (x1, . . . , xn) <∞, j = 1, . . . , n (2.2.5)

vµ cho L =
∑n

1 cjxj víi
∑n

1 cj = 1 lµ mét thèng kª tuyÕn tÝnh nµo ®ã.
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Bæ ®Ò 2.2.1.

(i) D−íi ®iÒu kiÖn (2.2.5), −íc l−îng cho bëi

θ̂ = L− E0

(
L
∣∣X2 −X1, . . . , Xn −X1

)

= L− E0

(
L
∣∣Y
)
, Y =

(
X2 −X1, . . . , Xn −X1

) (2.2.6)

lµ −íc l−îng Pitman øng víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng, ®ång thêi

Eθ

(
θ̃ − θ

)2
> Eθ

(
θ̂ − θ

)2
víi θ̃ ∈ T, θ ∈ R1 trõ tr−êng hîp θ̃ = θ̂ hÇu

kh¾p n¬i ®èi víi P0 (hay θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i ®èi víi Pθ, ∀θ).
(ii) NÕu F (x) lµ liªn tôc tuyÖt ®èi víi f (x) lµ hµm mËt ®é (theo ®é ®o

Lebesgue), th×

θ̂ =

∫ +∞
−∞ uf (x1 − u, . . . , xn − u)du
∫ +∞
−∞ f (x1 − u, . . . , xn − u) du

.

Chøng minh.

(i) LÊy θ̃ (x1, . . . , xn) ∈ T. §Æt

y1 = x1

yn = xn − x1, n ≥ 2.

Khi ®ã theo (2.2.2) ta cã

θ̃ (x1, x2, . . . , xn) = θ̃ (y1, y2 + y1, . . . , yn + y1)

= θ̃ (0, y2, . . . , yn) + y1.

T−¬ng tù,

θ̂ (x1, x2, . . . , xn) = θ̂ (0, y2, . . . , yn) + y1.

Lóc ®ã

θ̃ − θ̂ = θ̃ (0, y2, . . . , yn) − θ̂ (0, y2, . . . , yn)

=
(
θ̃ − θ̂

)
(0, y2, . . . , yn) := ψ (Y )

VËy

θ̃ = θ̂ + ψ (Y ) .
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NÕu E0θ̃
2 = ∞ th× hiÓn nhiªn lµ Eθ

(
θ̂ − θ

)2
≤ Eθ

(
θ̃ − θ

)2
, θ ∈ R1.

NÕu E0θ̃
2 <∞ th× ta cã

Eθ

(
θ̃ − θ

)2
= Eθ

(
θ̃ − θ̂

)2
+ 2Eθ

(
θ̃ − θ̂

)(
θ̂ − θ

)
+ Eθ

(
θ̂ − θ

)2
.

Nh−ng

Eθ

(
θ̃ − θ̂

)(
θ̂ − θ

)
= Eθθ̂

(
θ̃ − θ̂

)
− θEθ

(
θ̃ − θ̂

)
.

Víi phÐp biÕn ®æi tn = xn− θ, trong ®ã x = (x1, . . . , xn) vµ t = (t1, . . . , tn)

ta cã:

Eθθ̂
(
θ̃ − θ̂

)

=

∫
θ̂(x1, . . . , xn)

(
θ̃(x1, . . . , xn) − θ̂(x1, . . . , xn)

)
dF (x− θ)

=

∫
θ̂(t1 + θ, . . . , tn + θ)

(
θ̃(t1 + θ, . . . , tn + θ) − θ̂(t1 + θ, . . . , tn + θ)

)
dF (t)

=

∫ (
θ̂(t1, . . . , tn) + θ

)((
θ̃(t1, . . . , tn) + θ

)
−
(
θ̂(t1, . . . , tn) + θ

))
dF (t)

=

∫ (
θ̂(t1, . . . , tn) + θ

)(
θ̃(t1, . . . , tn) + θ − θ̂(t1, . . . , tn) − θ

)
dF (t)

=

∫ (
θ̂(t1, . . . , tn) + θ

)(
θ̃(t1, . . . , tn) − θ̂(t1, . . . , tn)

)
dF (t)

=

∫
θ̂
(
θ̃ − θ̂

)
dF (t) + θ

∫ (
θ̃ − θ̂

)
dF (t)

=E0θ̂
(
θ̃ − θ̂

)
+ θE0

(
θ̃ − θ̂

)
.

(2.2.7)

Eθ

(
θ̃ − θ̂

)

=

∫ (
θ̃(x1, . . . , xn) − θ̂(x1, . . . , xn)

)
dF (x − θ)

=

∫ (
θ̃(t1 + θ, . . . , tn + θ) − θ̂(t1 + θ, . . . , tn + θ)

)
dF (t)

=

∫ ((
θ̃(t1, . . . , tn) + θ

)
−
(
θ̂(t1, . . . , tn) + θ

))
dF (t)
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=

∫ (
θ̃(t1, . . . , tn) − θ̂(t1, . . . , tn)

)
dF (t)

=E0

(
θ̃ − θ̂

)
.

(2.2.8)

KÕt hîp (2.2.7) vµ (2.2.8), ta cã

Eθ

(
θ̃ − θ̂

)(
θ̂ − θ

)
= E0θ̂

(
θ̃ − θ̂

)
.

Eθ

(
θ̃ − θ̂

)(
θ̂ − θ

)
= E0θ̂

(
θ̃ − θ̂

)
= E0

(
E0

(
θ̂
(
θ̃ − θ̂

)∣∣∣Y
))

= E0

(
E0

(
θ̂ψ(Y )

∣∣∣Y
))

= E0

(
ψ(Y )E0

(
θ̂
∣∣∣Y
))

E0

(
θ̂
∣∣Y
)

= E0

(
L − E0(L

∣∣Y )
∣∣∣Y
)

= E0
(
L
∣∣Y
)
− E0

(
L
∣∣Y
)

= 0.

Suy ra Eθ

(
θ̃ − θ̂

)(
θ̂ − θ

)
= 0. Lóc ®ã Eθ

(
θ̃ − θ

)2
= Eθ

(
θ̃ − θ̂

)2
+

Eθ

(
θ̂ − θ

)2
. VËy Eθ

(
θ̂ − θ

)2
≤ Eθ

(
θ̃ − θ

)2
. NÕu Eθ

(
θ̂ − θ

)2
= Eθ

(
θ̃ − θ

)2

th× râ rµng E0

(
θ̂
)2

= E0

(
θ̃
)2

, tøc lµ θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo P0, t−¬ng

®−¬ng víi θ̃ = θ̂ hÇu kh¾p víi theo Pθ, ∀θ.
(ii) Do

n∑
1
cj = 1, ta cã

L =
n∑

1

cjXj = c1X1 +
n∑

2

cj(Xj −X1) +
n∑

2

cjX1

=

n∑

1

cjX1 +

n∑

2

cj(Xj −X1)

=
( n∑

1

cj
)
X1 +

n∑

2

cj(Xj −X1)

= X1 +

n∑

2

cj(Xj −X1).
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KÐo theo

θ̂ = L− E0(L|Y )

= X1 +
n∑

2

cj(Xj −X1) − E0

(
X1 +

n∑

2

cj(Xj −X1)

∣∣∣∣Y
)

= X1 − E0(X1|Y ) +
n∑

2

cj(Xj −X1) − E0

( n∑

2

cj(Xj −X1)

∣∣∣∣Y
)

= X1 − E0(X1|Y ).

PhÐp biÕn ®æi

y1 = x1

yn = xn − x1, n ≥ 2

cã |J | = 1 víi J lµ ma trËn Jacobian.

Ta cã

F (y1, . . . , yn) =

∫





x1 < y1

x2 − x1 < y2

. . .

xn−1 − x1 < yn





f (x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

Suy ra

fY (y1, . . . , yn) = f (y1, y2 + y1, . . . , yn + y1) .

MËt ®é cã ®iÒu kiÖn cña X1 víi ®iÒu kiÖn y = (y2, . . . , yn) lµ

fY (y1, . . . , yn)∫∞
−∞ fY (y1, . . . , yn) dy1

=
f (y1, y2 + y1 . . . , yn + y1)∫∞

−∞ f (t, y2 + t, . . . , yn + t)dt
.

Kú väng cã ®iÒu kiÖn cña E0(X1|Y = y) lµ

E0(X1|Y = y) =

∫ ∞

−∞
y1

fY (y1, . . . , yn)∫∞
−∞ fY (t, y2, . . . , yn)dt

dy1

=

∫∞
−∞ tf(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt∫∞
−∞ f(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt

.
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Do vËy

θ̂ =X1 − E0(X1|Y ) = y1 −
∫∞
−∞ tf(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt∫∞
−∞ f(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt

=

∫∞
−∞(y1 − t)f(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt∫∞

−∞ f(t, y2 + t, . . . , yn + t)dt
.

§Æt u = y1 − t suy ra t = y1 − u, ta sÏ cã

θ̂ =
−
∫ ∞
−∞ uf(y1 − u, y2 + y1 − u, . . . , yn + y1 − u)du

−
∫∞
−∞ f(y1 − u, y2 + y1 − u, . . . , yn + y1 − u)du

=

∫∞
−∞ uf(x1 − u, x2 − u, . . . , xn − u)du∫∞
−∞ f(x1 − u, x2 − u, . . . , xn − u)du

.

Bæ ®Ò trªn ®©y lµ mét tr−êng hîp riªng cña Bæ ®Ò 2.1.1. ThËt vËy, tÝnh

chÊt tèi −u cña −íc l−îng θ̂ trong líp T suy ra tÝnh trùc giao cña θ̂ ®èi víi

c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng cã d¹ng h (X2 −X1, . . . , Xn −X1).

Chóng ta ®−a ra mét c¸ch chøng minh cña Bæ ®Ò 2.2.1 bëi v× c¸ch chøng

minh nµy cã liªn hÖ víi tÝnh tèi −u cña c¸c −íc l−îng trong mét líp ®Æc biÖt.

Bæ ®Ò 2.2.2. Víi ®iÒu kiÖn
∫

|xj|dF (x1, . . . , xn) <∞, j = 1, . . . , n

th× −íc l−îng

θ = L −med0 (L |Y ) (2.2.9)

lµ −íc l−îng Pitman ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng trÞ tuyÖt ®èi

r
(
θ̃ − θ

)
=
∣∣∣θ̃ − θ

∣∣∣ .

L−u ý r»ng trong biÓu thøc phÝa trªn med0 (L |Y ) ®−îc hiÓu lµ median

cña ph©n phèi cã ®iÒu kiÖn t−¬ng øng víi ph©n phèi P0 cña thèng kª L víi

®iÒu kiÖn Y ®· cho. Khi ®ã med0 (L |Y ) còng lµ mét thèng kª.
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Chøng minh. LÊy θ̃ ∈ T. Khi ®ã t−¬ng tù nh− c¸ch chøng minh Bæ ®Ò 2.2.1,

dÔ thÊy θ̃ = L+ ψ (Y ) vµ theo gi¶ thiÕt hµm tæn thÊt cã d¹ng hiÖu nªn ta cã

Eθ

∣∣θ̃ − θ
∣∣ = E0

∣∣θ̃
∣∣ = E0

∣∣L+ ψ(Y )
∣∣

= E0

((
E0
∣∣L+ ψ(Y )

∣∣
∣∣∣Y
))

≥ E0

((
E0
∣∣L−med0(L|Y )

∣∣
∣∣∣Y
))

= E0
∣∣θ
∣∣ = Eθ

∣∣θ − θ
∣∣.

Bëi v× víi mçi y, minψ(y) E0

(∣∣L + ψ(Y )
∣∣
∣∣∣Y = y

)
®¹t ®−îc khi ψ(y) =

−med0
(
L
∣∣Y = y

)
.

§èi víi tr−êng hîp tæng qu¸t cña hµm tæn thÊt, kh«ng cã mét sù biÓu

diÔn t−êng minh cho −íc l−îng Pitman.
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Ch−¬ng 3

§Æc tr−ng cña hä ph©n phèi chuÈn

3.1 §Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn th«ng qua tÝnh chÊp

nhËn ®−îc cña c¸c −íc l−îng tuyÕn tÝnh tèi −u cña

tham sè tÞnh tiÕn ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh

ph−¬ng

Chóng ta gi¶ sö r»ng c¸c biÕn ngÉu nhiªn X1, . . . , Xn cã ph©n phèi

®éc lËp vµ F1 (x − θ) , . . . , Fn (x− θ) lµ c¸c hµm ph©n phèi t−¬ng øng phô

thuéc vµo tham sè tÞnh tiÕn θ ∈ R1. Ngoµi ra,

0 <

∫
x2dFj (x) = σ2

j , ∀j. (3.1.1)

(tr−êng hîp σj = 0 víi j nµo ®ã lµ tÇm th−êng theo quan ®iÓm vÒ −íc l−îng

cho θ). §Ó cho ®¬n gi¶n, ta gi¶ sö r»ng
∫
xdFj (x) = 0, ∀j (3.1.2)

khi ®ã θ lµ gi¸ trÞ trung b×nh cña tæng thÓ víi hµm ph©n phèi Fj (x − θ). ThËt

vËy,

EθXi =

∫
xdFi (x− θ) =

∫
(y + θ)dFi (y)
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=

∫
ydFi (y) + θ

∫
dFi (y) = θ.

Cho tr−íc mÉu ngÉu nhiªn X1, . . . , Xn. Khi ®ã ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng

b×nh ph−¬ng, −íc l−îng kh«ng chÖch tuyÕn tÝnh tèi −u cho θ cã d¹ng

L̂ =

n∑

1

c0jXj, trong ®ã c0j =
1
/
σ2
j

n∑
1

1
/
σ2
i

. (3.1.3)

ThËt vËy, xÐt mét −íc l−îng tuyÕn tÝnh cho θ cã d¹ng L =
∑n

1 cjXj . §Ó L

lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cho θ th× ta cÇn ph¶i cã

EθL = θ ⇔
n∑

1

cjEθXj = θ ⇔
n∑

1

cjθ = θ ⇔ θ

n∑

1

cj = θ ⇔
n∑

1

cj = 1.

Ta thÊy

E0L
2 = E0

(
n∑

1

cjXj

)2

= E0

n∑

1

n∑

1

cicjXiXj

=

n∑

1

n∑

1

E0cicjXiXj =

n∑

1

c2jE0X
2
j =

n∑

1

c2jσ
2
j

v× nÕu i 6= j th× E0cicjXiXj = cicj (E0Xi) (E0Xj) = 0.

MÆt kh¸c, ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Bunyakovski ta cã

( n∑

1

cj

)2

=

( n∑

1

(
cjσj

)
·

1

σj

)2

≤
n∑

1

(
cjσj

)2 ·
n∑

1

1

σ2
j

⇔
1

n∑
1

1
/
σ2
j

≤
n∑

1

(
cjσj

)2
.

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi

cjσj
1

σj

= h»ng sè ⇔ cjσ
2
j = h»ng sè ⇔ cj =

h»ng sè

σ2
j

, ∀j.
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V×
n∑

1

cj = 1 ⇔
n∑

1

h»ng sè

σj
= 1 ⇔ (h»ng sè).

n∑

1

1

σj
= 1

⇔ h»ng sè =
1

n∑
1

1
/
σ2
j

nªn dÊu b»ng ®¹t ®−îc khi

cj =
h»ng sè

σ2
j

=
1
/
σ2
j

n∑
1

1
/
σ2
j

.

(NÕu ®iÒu kiÖn (3.1.2) kh«ng tháa m·n, vµ
∫
xdFj (x) = bj th× (3.1.3) ®−îc

thay bëi L̂ =
∑n

1 c
0
j (Xj − bj) vµ mäi lËp luËn vÉn gi÷ nguyªn).

XÐt ®Þnh lý sau

§Þnh lý 3.1.1 (xem [9]). Cho n ≥ 3 vµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn Xj ®éc lËp cã

c¸c hµm ph©n phèi lÇn l−ît lµ Fj (x− θ) víi j = 1, . . . , n. Gi¶ sö c¸c ®iÒu

kiÖn (3.1.1) vµ (3.1.2) ®−îc tháa m·n. Khi ®ã, ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng

b×nh ph−¬ng −íc l−îng tuyÕn tÝnh tèi −u L̂ cho bëi (3.1.3) lµ chÊp nhËn ®−îc

trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña θ khi vµ chØ khi Fj lµ ph©n phèi

chuÈn, ∀j = 1, . . . , n.

Chøng minh.

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö L̂ lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc l−îng

kh«ng chÖch cña θ. Theo Bæ ®Ò 2.2.1, −íc l−îng cho bëi

θ̂ = L̂− E0

(
L̂ |Y

)
, trong ®ã Y = (X2 −X1, . . . , Xn −X1)

lµ −íc l−îng Pitman.

V× hµm tæn thÊt cã d¹ng hiÖu nªn

Eθ

(
θ̂ − θ

)
= E0θ̂ = E0

(
L̂− E0

(
L̂
∣∣Y
))

= E0L̂− E0

(
E0
(
L̂
∣∣Y
))

= E0L̂− E0L̂ = 0.

31



Suy ra Eθθ̂ = θ, tøc θ̂ lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch cña θ. NÕu L̂ 6= θ̂ th×

theo Bæ ®Ò 2.2.1, ta ph¶i cã

Eθ

(
L̂− θ

)2
> Eθ

(
θ̂ − θ

)2
, ∀θ ∈ R1.

BÊt ®¼ng thøc trªn chøng tá L̂ kh«ng chÊp nhËn ®−îc. §iÒu nµy m©u thuÉn

víi gi¶ thiÕt L̂ chÊp nhËn ®−îc. VËy ta ph¶i cã L̂ = θ̂ hÇu kh¾p n¬i theo [P0],

tøc lµ

E0

(
L̂ |Y

)
= 0. (3.1.4)

§Æt

L1 = L̂ =

n∑

1

c0jXj

L2 = X2 −X1

· · ·
Ln = Xn −X1.

Khi ®ã L1, . . . , Ln ®éc lËp tuyÕn tÝnh, v×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c01 −1 −1 · · · −1

c02 1 0 · · · 0

c03 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

c0n 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
1
c0j 0 0 · · · 0

c02 1 0 · · · 0

c03 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

c0n 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∑

1

c0j = 1 6= 0.

Râ rµng tÊt c¶ c¸c hÖ sè c0j 6= 0 theo c¸ch x¸c ®Þnh c0j . H¬n n÷a E0Xj = 0, ∀j.
VËy theo HÖ qu¶ 1.1.1 cña §Þnh lý 1.1.1 ta suy ra Xj cã ph©n phèi chuÈn

nÕu j ≥ 3.

§iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö Fj lµ c¸c hµm ph©n phèi chuÈn N
(
0, σ2

j

)
. MËt

®é ®ång thêi cña X1, . . . , Xn lµ
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L (x, θ) =

{
n∏

1

(
2πσ2

j

)−1/2

}
exp

[
−1

2

n∑

1

x2
j

σ2
j

+ θ
n∑

1

xj
σ2
j

− 1

2
θ2

n∑

1

1

σ2
j

]

=

{
n∏

1

(
2πσ2

j

)−1/2
exp

[
−1

2

n∑

1

x2
j

σ2
j

]}
· exp

[
θ

n∑

1

xj
σ2
j

− 1

2
θ2

n∑

1

1

σ2
j

]

= H
(
x
)
·G
(
T
(
x
)
, θ
)
.

(3.1.5)

Theo ®Þnh lý t¸ch cña Neyman, dÔ thÊy thèng kª T =
∑n

1
xj

σ2
j
(hoÆc thèng kª

t−¬ng ®−¬ng S =
∑n

1 c
0
jXj) lµ thèng kª ®ñ ®èi víi hä mËt ®é (3.1.5), víi

θ ∈ R1. Ph©n phèi cña S lµ chuÈn (v× S lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c biÕn

ngÉu nhiªn cã ph©n phèi chuÈn), trong ®ã

EθS =
n∑

1

c0jEθXj = θ
n∑

1

c0j = θ,

VarθS =

n∑

1

c0jVarθXj =

n∑

1

c0jσ
2
j := σ2.

Khi ®ã S cã mËt ®é

p (s, θ) =
1

σ
√

2π
exp

[
−

(s− θ)2

2σ2

]

=

{
1

σ
√

2π
exp

[
−
θ2

2σ2

]}
· exp

[
−
s2

2σ2

]
· exp

[
sθ

σ2

]
.

Theo §Þnh lý 1.6.3 dÔ thÊy S lµ thèng kª ®Çy ®ñ. S ®ñ, ®Çy ®ñ vµ S lµ −íc

l−îng kh«ng chÖch ®èi víi θ nªn nã lµ −íc l−îng UMVU cho θ. V× hiÓm ®èi

víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng chÝnh lµ ph−¬ng sai, mµ ph−¬ng sai cña

S bÐ nhÊt nªn S lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u cho θ.

HÖ qu¶ 3.1.1. NÕu F = Fj víi mäi j = 1, . . . , n (n ≥ 3), vµ F tháa m·n

(3.1.1) vµ (3.1.2) th× tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña trung b×nh mÉu X trong líp

c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña tham sè tÞnh tiÕn θ lµ mét tÝnh chÊt ®Æc tr−ng

cña ph©n phèi chuÈn.
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Chøng minh. ThËt vËy, tõ F = Fj suy ra σj = σ, ∀j, c0j = 1
n
, ∀j. Khi ®ã

L̂ = 1
n

∑n
1 Xj = X . Theo §Þnh lý 3.1.1, X chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c

−íc l−îng kh«ng chÖch cña θ lµ tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn.

HÖ qu¶ 3.1.2. Gi¶ sö X1, . . . , Xn vµ Y1, . . . , Yn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc

lËp, n ≥ 3, trong ®ã Xj ∼ Fj (x − θ − ∆) , Yj ∼ Gj (y − θ), Fj vµ Gj

tháa m·n (3.1.1) vµ (3.1.2) víi θ ∈ R1,∆ ∈ R1. §Ó mét −íc l−îng cã d¹ng∑n
1 aj (Xj − Yj) lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch

cña tham sè ∆ ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ

lµ tÊt c¶ Fj vµ Gj ph¶i lµ ph©n phèi chuÈn, ngoµi ra σ2
j =

∫
x2dFj (x) vµ

ρ2
j =

∫
y2dGj (y) liªn hÖ víi nhau bëi hÖ thøc σ2

j = λρ2
j , ∀j.

Chøng minh. Tr−íc hÕt, tõ tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña
∑n

1 aj (Xj − Yj) trong

líp c¸c −íc l−îng cã d¹ng
∑n

1 αj (Xj − Yj) ta suy ra aj 6= 0, ∀j. Bëi lÏ tÊt

c¶ c¸c −íc l−îng d¹ng trªn víi
∑n

1 aj = 1 ®Òu lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña

∆. HiÓm cña nh÷ng −íc l−îng nµy lµ h»ng sè vµ b»ng
∑n

1 a
2
j(σ

2
j + ρ2

j). V×

vËy tÝnh chÊp nhËn ®−îc ®ång nghÜa víi tÝnh tèi −u (do ®èi víi hµm tæn thÊt

d¹ng hiÖu, mét −íc l−îng tuyÕn tÝnh hoÆc tèi −u, hoÆc kh«ng chÊp nhËn ®−îc),

tøc lµ c¸c aj ph¶i cã d¹ng gièng nh− c0j trong (3.1.3), suy ra aj 6= 0, ∀j. §Æt
Zj = Xj − Yj, x′ = x− θ − ∆, y′ = y − θ, ta cã

Pθ,∆ (Zj < u) =

∫∫

x−y<u

dFj(x− θ − ∆)dGj(y − θ)

=

∫∫

x′−y′<u−∆

dFj(x
′)dGj(y

′) = Hj(u− ∆),

tøc lµ, hµm ph©n phèi cña Zj chØ phô thuéc vµo tham sè tÞnh tiÕn ∆. Tõ

tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña −íc l−îng
∑n

1 ajZj trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng

chÖch cña ∆ vµ §Þnh lý 3.1.1, ta suy ra Zj cã ph©n phèi chuÈn. Nh−ng theo

§Þnh lý Cramer, Xj vµ Yj còng cã ph©n phèi chuÈn: Xj ∼ N
(
0, σ2

j

)
vµ

Yj ∼ N
(
0, ρ2

j

)
. H¬n thÕ n÷a, dÔ dµng chØ ra r»ng víi hä ph©n phèi chuÈn

F1 (x1 − θ − ∆) · · ·Fn (xn − θ − ∆)G1 (y1 − θ) · · ·Gn (yn − θ) (3.1.6)
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trong ®ã θ ∈ R1,∆ ∈ R1, c¸c tæ hîp tuyÕn tÝnh
∑n

1 c
0
jXj vµ

∑n
1 d

0
jYj trong

®ã

c0j =
1

σ2
j

(
n∑

1

1

σ2
i

)−1

, d0
j =

1

ρ2
j

(
n∑

1

1

ρ2
i

)−1

lµ c¸c thèng kª ®ñ vµ ®Çy ®ñ. Theo §Þnh lý 1.6.2, tõ tÝnh chÊp nhËn ®−îc

cña
∑n

1 aj (Xj − Yj) trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña ∆, suy ra

n∑

1

aj (Xj − Yj) = β
n∑

1

c0jXj + γ
n∑

1

d0
jYj

=
n∑

1

βc0jXj +
n∑

1

γd0
jYj.

KÐo theo aj = βc0j , −aj = γd0
j . V× c¸c aj 6= 0, ∀j nªn β 6= 0 vµ γ 6= 0, khi

®ã

βc0j = −γd0
j ⇔ c0j = −

γ

β
d0
j :=

1

ξ
d0
j .

DÔ thÊy
∑n

1 c
0
j =

∑n
1 d

0
j = 1, suy ra

n∑

1

c0j =
1

ξ

n∑

1

d0
j = 1 ⇒ ξ = 1.

DÉn tíi c0j = d0
j , tõ ®ã suy ra σ2

j = λρ2
j , ∀j = 1, . . . , n.

¦íc l−îng
∑n

1 aj (Xj − Yj) lµ hµm cña thèng kª ®ñ, ®Çy ®ñ vµ lµ −íc l−îng

kh«ng chÖch cña ∆ nªn lµ −íc l−îng kh«ng chÖch tèi −u duy nhÊt cho ∆.

Ng−îc l¹i, NÕu Fj vµ Gj lµ ph©n phèi chuÈn, ®ång thêi cã hÖ thøc

σ2
j = λρ2

j , ∀j = 1, . . . , n trong ®ã σ2
j =

∫
x2dFj (x) vµ ρ2

j =
∫
y2dGj (y) th×

ta ®Æt Zj = Xj − Yj. V× Xj vµ Yj cã ph©n phèi chuÈn nªn Zj cã ph©n phèi

chuÈn víi ph−¬ng sai ω2
j = σ2

j + ρ2
j . XÐt aj =

1/ω2
j∑n

1 1/ω2
i

. Khi ®ã, theo §Þnh

lý 3.1.1, L =
∑n

1 ajZj lµ mét −íc l−îng chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc

l−îng kh«ng chÖch cho tham sè ∆.
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NhËn xÐt 3.1.1. KÕt qu¶ cña §Þnh lý 3.1.1 cã thÓ ®−îc më réng trong tr−êng

hîp n = ∞ nÕu kÌm thªm ®iÒu kiÖn
∑n

1
1
σ2

j
< ∞ (nÕu tæng nµy ph©n

kú th× lu«n tån t¹i mét −íc l−îng tuyÕn tÝnh
∑∞

1 c0jXj víi ph−¬ng sai

nhá tïy ý). NÕu tæng nµy héi tô th× theo §Þnh lý 3.1.1, −íc l−îng L̂ =
∑∞

1 cjXj, trong ®ã c0j =
1/σ2

j
n∑
1

1/σ2
j

lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc l−îng

kh«ng chÖch khi vµ chØ khi c¸c Fj lµ ph©n phèi chuÈn. §Ó chøng minh tÝnh

chuÈn cña c¸c hµm ph©n phèi F1, . . . , Fn ta l−u ý, tõ E0

(
L̂ |X2 −X1, . . .

)
=

0 ta suy ra

E0

(
L̂ |X2 −X1, . . . , Xn −X1

)
= 0. (3.1.7)

ThËt vËy, chóng ta biÕt kÕt qu¶ sau ®©y tõ x¸c suÊt c¬ së: NÕu F1 vµ F2

lµ hai σ - ®¹i sè sao cho F1 ⊂ F2 th× E
(
X
∣∣F1
)

= E
(

E
(
X
∣∣F2
)∣∣∣F1

)
=

E
(

E
(
X
∣∣F1
)∣∣∣F2

)
, vµ dÔ thÊy

σ (X2 −X1, . . . , Xn −X1) ⊂ σ (X2 −X1, . . .) .

Khi ®ã, ¸p dông kÕt qu¶ trªn ta ®−îc

0 = E0

(
E0

(
L̂
∣∣X2 −X1, . . .

)∣∣∣X2 −X1, . . . , Xn −X1

)

= E0

(
E0

(
L̂
∣∣X2 −X1, . . . , Xn −X1

)∣∣∣X2 −X1, . . .

)

= E0

(
L̂
∣∣X2 −X1, . . . , Xn −X1

)
.

V× L̂ =
∑n

1 cjXj+
∑∞

n+1 cjXj vµ
∑∞

n+1 cjXj lµ biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp víi

Y = (X2 −X1, . . . , Xn −X1) nªn tõ (3.1.7) ta cã

E0

(
L̂
∣∣∣Y
)

= E0

( n∑

1

cjXj

∣∣∣Y
)

+ E0

( ∞∑

n+1

cjXj

∣∣∣Y
)

= E0

( n∑

1

cjXj

∣∣∣Y
)

+ E0

( ∞∑

n+1

cjXj

)

= E0

( n∑

1

cjXj

∣∣∣Y
)

+

∞∑

n+1

cjE0Xj
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= E0

( n∑

1

cjXj

∣∣∣Y
)
.

Do ®ã

E0

( n∑

1

cjXj

∣∣∣Y
)

= 0.

§¼ng thøc trªn chÝnh lµ (3.1.4) trong chøng minh cña §Þnh lý 3.1.1, suy ra

F1, . . . , Fn cã ph©n phèi chuÈn.

Ng−îc l¹i, NÕu c¸c Fj cã ph©n phèi chuÈnN
(
0, σ2

j

)
, trong ®ã

∑n
1

1
σ2

j
<

∞ th× dÔ dµng kiÓm tra r»ng
∑∞

1 c0jXj lµ thèng kª ®ñ, ®Çy ®ñ ®èi víi hä

ph©n bè x¸c suÊt
∏∞

1 Fj (x − θ), θ ∈ R1 (sö dông §Þnh lý 8.2.1 cña [10] vµ

c¸c kÕt qu¶ trong [5] hoÆc [11]). Do ®ã −íc l−îng nµy lµ −íc l−îng tèi −u

trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña tham Èn θ.

NhËn xÐt 3.1.2. Khi n = 2, tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña L̂ trong líp c¸c −íc

l−îng kh«ng chÖch cña θ kh«ng ph¶i lµ mét ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn.

§Ó lÊy vÝ dô, ta cã thÓ xÐt tr−êng hîp F1 = F2 = F , trong ®ã F lµ mét ph©n

phèi ®èi xøng nµo ®ã. Khi ®ã c01 = c02 = 1
2 , (3.1.4) lu«n ®−îc tháa m·n. V×

thÕ −íc l−îng Pitman trong tr−êng hîp nµy lµ X. Theo §Þnh lý Stein (xem

[19]), ®iÒu nµy ®¶m b¶o cho tÝnh chÊp nhËn ®−îc (thËm chÝ lµ chÊp nhËn ®−îc

tuyÖt ®èi) cña X ®èi víi ph©n phèi F víi gi¶ thiÕt lµ
∫
|x|3dF (x) <∞.

§Þnh lý 3.1.2. Víi gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 3.1.1, tÝnh chÊp nhËn ®−îc tuyÖt ®èi

cña L̂ =
∑n

1 c
0
jXj trong líp c¸c −íc l−îng cho θ lµ mét tÝnh chÊt ®Æc tr−ng

cho tÝnh chuÈn cña Fj .

Chøng minh. HiÓn nhiªn ta chØ cÇn chøng minh r»ng nÕu Fj lµ ph©n phèi

chuÈn th× L̂ lµ chÊp nhËn ®−îc tuyÖt ®èi. Theo §Þnh lý 1.6.2, chóng ta

chØ cÇn giíi h¹n trong líp c¸c −íc l−îng lµ hµm cña thèng kª ®ñ L̂. DÔ

thÊy, ®èi víi mét −íc l−îng bÊt kú θ̃
(
L̂
)

víi Eθθ̃
2 < ∞, θ ∈ R1, ®iÒu

kiÖn chÝnh quy ®ßi hái khi rót ra bÊt ®¼ng thøc (1.6.1), ®−îc tháa m·n. §Æt

Eθθ̃ = θ + b (θ), σ2 =
∑n

1

(
c0j
)2
σ2
j , khi ®ã ¸p dông (1.6.1) víi t(θ) = θ,
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I (θ) = Eθ

(
∂ log p

∂θ

)2

=
1

σ2 ta cã

Eθ

(
θ̃ − θ

)2
≥
[
b
(
θ
)]2

+
[
1 + b′(θ)

]2
σ2.

NÕu −íc l−îng L̂ lµ kh«ng chÊp nhËn ®−îc (trong líp c¸c −íc l−îng lµ hµm

cña thèng kª ®ñ L̂), th× víi θ̃ nµo ®ã ta ph¶i cã
[
b
(
θ
)]2

+
[
1 + b′(θ)

]2
σ2 ≤ Eθ

(
θ̃ − θ

)2
≤ Eθ

(
L̂− θ

)2
= σ2 (3.1.8)

víi θ ∈ R1 vµ dÊu “<” x¶y ra t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm θ ∈ R1 nµo ®ã. Tõ

(3.1.8) ta suy ra r»ng b′ (θ) ≤ 0 vµ b (θ) bÞ chÆn. Dã ®ã lu«n tån t¹i lim b (θ)

khi θ → ±∞, suy ra limb′(θ) tån t¹i vµ = 0 khi θ → ±∞. Nh−ng còng tõ

(3.1.8) ta suy ra r»ng lim b (θ) = 0 khi θ → ±∞. b (θ) lµ mét hµm ®¬n ®iÖu

gi¶m, bÞ chÆn, l¹i cã b (−∞) = b (+∞) = 0 nªn b (θ) = 0, ∀θ. V× thÕ, nÕu

(3.1.8) ®−îc tháa m·n th× θ̃
(
L̂
)
lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch cña θ. Nh−ng

theo phÇn chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ cña §Þnh lý 3.1.1, L̂ lµ mét −íc l−îng

kh«ng chÖch tèi −u cho θ. V× ®èi víi hä ®Çy ®ñ, tham Èn θ cã tèi ®a mét −íc

l−îng kh«ng chÖch phô thuéc thèng kª ®ñ cho nªn ta ph¶i cã θ̃
(
L̂
)

= L̂ hÇu

ch¾c ch¾n. §iÒu nµy mÉu thuÉn víi (3.1.8), suy ra L̂ chÊp nhËn ®−îc tuyÖt

®èi.

3.2 §iÒu kiÖn ®Ó trung b×nh mÉu chÊp nhËn ®−îc trong

mét líp con c¸c −íc l−îng cña tham sè tÞnh tiÕn

3.2.1 C¸c −íc l−îng kh«ng chÖch chØ phô thuéc trung b×nh mÉu vµ mét

thèng kª tuyÕn tÝnh kh¸c

Gi¶ sö r»ng X1, . . . , Xn lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp cïng ph©n phèi

víi hµm ph©n phèi F (x− θ), θ ∈ R1. F tháa m·n ®iÒu kiÖn
∫
xdF (x) = 0,

∫
x2dF (x) <∞. (3.2.1)
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Gi¶ sö r»ng, ngoµi trung b×nh mÉu X ra th× gi¸ trÞ cña thèng kª tuyÕn tÝnh

kh¸c L =
∑n

1 ajXj ®−îc biÕt theo kinh nghiÖm. Mét c©u hái ®Æt ra lµ: §èi

víi nh÷ng lo¹i hµm ph©n phèi F nµo th× θ tån t¹i −íc l−îng kh«ng chÖch chØ

phô thuéc L vµ X vµ −íc l−îng nµy sÏ tèt h¬n X theo nghÜa khi ta sö dông

hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng? §Ó tr¶ lêi cho c©u hái nµy, ta xÐt thèng kª

sau

V = L− (na)X =
∑n

1
bjXj , bj = aj − a, a =

1

n

∑n

1
aj.

DÔ thÊy r»ng
∑n

1 bj = 0, 1
n

∑n
1(Xj − θ) = X − θ, cßn

∑n
1 bj(Xj − θ) =

V − θ
∑n

1 bj = V . MÆt kh¸c, tõ tÝnh chÊt cña tham sè tÞnh tiÕn θ, ta lu«n cã

Eθ

(
1

n

n∑

1

(Xj − θ)

∣∣∣∣
n∑

1

bj(Xj − θ)

)
= E0

(
1

n

n∑

1

Xj

∣∣∣∣
n∑

1

bjXj

)

= E0(X|V ).

DÉn ®Õn

Eθ(X − θ
∣∣V ) = E0(X|V ). (3.2.2)

Ta suy ra

Eθ

(
E0(X|V )

)
= Eθ

(
Eθ(X|V ) − θ

)
= EθX − θ = 0.

Ngoµi ra ta còng cã

Eθ

(
Eθ(X − θ|V )

)2
= Eθ

(
Eθ

(1
n

n∑

1

(Xj − θ)
∣∣

n∑

1

bj(Xj − θ)
))2

= E0

(
E0
(1
n

n∑

1

Xj

∣∣
n∑

1

bjXj

))2

= E0
(
E0(X|V )

)2
.

(3.2.3)

KÕt hîp (3.2.2) víi (3.2.3) ta cã

Eθ

(
E0(X|V )

)2
= Eθ

(
Eθ(X − θ|V )

)2
= E0

(
E0(X|V )

)2
. (3.2.4)
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V× thÕ, −íc l−îng θ̃ = X − E0
(
X |V

)
tháa m·n

Eθ

(
θ̃ − θ

)2
=Eθ

(
X − θ

)2 − 2Eθ

(
X − θ)E0(X|V )

)
+ Eθ

(
E0(X|V )

)2

=Eθ

(
X − θ

)2 − 2Eθ

(
X − θ)Eθ(X − θ|V )

)
+ Eθ

(
E0(X|V )

)2

=Eθ

(
X − θ

)2 − 2Eθ

(
Eθ

(
(X − θ)Eθ(X − θ|V )

∣∣∣V
))

+ Eθ

(
E0(X|V )

)2

=Eθ

(
X − θ

)2 − 2Eθ

(
Eθ(X − θ|V )

)2
+ Eθ

(
E0(X|V )

)2
.

Thay (3.2.3) vµ (3.2.4) vµo ®¼ng thøc trªn ta ®−îc

Eθ

(
θ̃ − θ

)2
= Eθ

(
X − θ

)2 − E0
(
E0(X|V )

)2
.

V× thÕ, ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó X lµ mét −íc l−îng tuyÕn tÝnh trong líp c¸c −íc

l−îng kh«ng chÖch chØ phô thuéc X vµ L kh«ng thÓ c¶i thiÖn ®−îc nh− trªn

®ã lµ

E0
(
X |V

)
= 0. (3.2.5)

Trong c¸c kÕt qu¶ vÒ håi quy h»ng sè ta ®· chøng minh ®−îc (3.2.5) kh«ng

®¶m b¶o cho tÝnh chuÈn cña Xj . Tuy nhiªn, (3.2.5) cïng víi mét vµi ®iÒu

kiÖn rµng buéc cho bj vµ Fj th× l¹i ®¶m b¶o cho tÝnh chuÈn nµy. B©y giê ta

minh häa mét kÕt qu¶ nh− vËy, kÕt qu¶ nµy suy trùc tiÕp tõ §Þnh lý 1.1.4.

Ta x¸c ®Þnh hµm

G (λ) =
∑

bi>0

bλ−1
j −

∑

bi<0

|bj|λ−1

vµ gi¶ sö r»ng G (λ) 6≡ 0. Gi¶ σ lµ cËn trªn ®óng cña phÇn thùc cña c¸c

kh«ng ®iÓm cña G (λ).

§Þnh lý 3.2.1. Cho X1, . . . , Xn lµ c¸c mÉu ngÉu nhiªn rót tõ tæng thÓ víi

hµm ph©n phèi F (x − θ), θ ∈ Θ, tháa m·n ®iÒu kiÖn (3.2.1) vµ ®iÒu kiÖn bæ

sung ∫
x2mdF (x) <∞, trong ®ã m = [1 + σ/2] .
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Khi ®ã tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña X ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng

trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cho θ cã d¹ng θ̃

(
X,

n∑
1
ajXj

)
lµ mét

tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn.

3.2.2 Líp c¸c −íc l−îng ®a thøc

Chóng ta gi÷ l¹i c¸c gi¶ thiÕt ë c¸c phÇn tr−íc, xÐt c¸c biÕn ngÉu nhiªn

®éc lËp cïng ph©n phèi X1, . . . , Xn, Xj ∼ F (x − θ), θ ∈ R1. Gi¶ thiÕt r»ng

F tháa m·n (3.2.1) vµ víi sè nguyªn k ≥ 1,

µ2k =

∫
x2kdF (x) <∞. (3.2.6)

Trong tr−êng hîp nµy, tËp tÊt c¶ c¸c ®a thøc Q (X1, . . . , Xn) cã bËc ≤ k t¹o

thµnh kh«ng gian Hilbert Mk víi tÝch v« h−íng th«ng th−êng: (Q1, Q2) =

E0 (Q1Q2). Mk chøa ®ñ nhiÒu c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cho θ (tÊt c¶ −íc

l−îng nµy ®Òu lµ mét phÇn tö cña Mk, cã ph−¬ng sai h÷u h¹n); ch¼ng h¹n

c¸c −íc l−îng cã d¹ng X +Q (X2 −X1, . . . , Xn −X1), trong ®ã ®a thøc Q

tháa m·n ®iÒu kiÖn E0Q = 0. Trong tr−êng hîp nµy EθQ = 0. Ký hiÖu Pk,

Pk ⊂Mk lµ líp tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña Mk lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cho θ.

§Þnh lý 3.2.2 (xem [6], [7]). Gi¶ sö n ≥ 3 vµ X1, . . . , Xn lµ mÉu ngÉu nhiªn

rót tõ tæng thÓ víi hµm ph©n phèi F (x − θ), θ ∈ R1, vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn

(3.2.1) vµ (3.2.5). Khi ®ã tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña X víi t− c¸ch lµ mét −íc

l−îng cho θ trong líp Pk ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng lµ tÝnh chÊt

®Æc tr−ng cña ph©n phèi F víi k+1 m« men ®Çu tiªn trïng víi trïng víi c¸c

m« men t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn nµo ®ã (víi kú väng b»ng 0), tøc lµ

µm =

{
0, nÕu m lÎ, 1 ≤ m ≤ k + 1

(m − 1)!!σm, nÕu m ch½n, 1 ≤ m ≤ k + 1

trong ®ã σ ≥ 0 vµ n!! = 1 · 3 · 5 · · ·n víi n lÎ.

§Ó chøng minh ®Þnh lý nµy, tr−íc hÕt ta chøng minh Bæ ®Ò 3.2.1 vµ Bæ

®Ò 3.2.2 d−íi ®©y.
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Ký hiÖu Λk lµ kh«ng gian con c¸c ®a thøc cã d¹ng

Q (X2 −X1, . . . , Xn −X1) .

DÔ thÊy Λk ⊂Mk. XÐt −íc l−îng

θ̂k = X − Ê0
(
X |Λk

)
(3.2.7)

trong ®ã Ê0 (. |Λk ) lµ to¸n tö h×nh chiÕu trªn kh«ng gian con Λk. ¦íc l−îng

(3.2.7) lµ d¹ng −íc l−îng Pitman.

Bæ ®Ò 3.2.1. Víi mäi θ ∈ R1,

Eθθ̂k = θ (3.2.8)

vµ

Eθ

(
θ̂k − θ

)2
≤ Eθ

(
X − θ

)2
(3.2.9)

trong ®ã ®¼ng thøc hoÆc bÊt ®¼ng thøc trong (3.2.9) x¶y ra hÇu ®Òu ®èi víi

mäi θ ∈ R1, vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi

Ê0
(
X |Λk

)
= 0. (3.2.10)

Chøng minh. V× 1 ∈ Λk, trong khi Ê0
(
X |Λk

)
lµ h×nh chiÕu cña X lªn Λk

nªn 1 trùc giao víi X − Ê0
(
X |Λk

)
, tøc lµ E0

[
X − Ê0

(
X |Λk

)]
= 0, hay

E0X = E0

[
Ê0
(
X |Λk

)]
= 0, nªn

Eθθ̂k = EθX − Eθ

[
Ê0
(
X |Λk

)]
= θ − Eθ

[
Ê0
(
X |Λk

)]
.

L¹i chó ý r»ng, do Ê0
(
X |Λk

)
∈ Λk, nªn

Eθ

[
Ê0
(
X |Λk

)]
= E0

[
Ê0
(
X |Λk

)]
= 0.

Ta nhËn ®−îc (3.2.8) vµ do ®ã θ̂k ∈ Pk. H¬n n÷a

Eθ

(
X − θ

)2
= E0

(
X
)2

= E0

[
θ̂k + Ê0

(
X |Λk

)]2

= E0

(
θ̂k

)2
+ E0

[
Ê0
(
X |Λk

)]2
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= Eθ

(
θ̂k − θ

)2
+ E0

[
Ê0
(
X |Λk

)]2

≥ Eθ

(
θ̂k − θ

)2
.

L−u ý r»ng θ̂k trùc giao víi kh«ng gian Λk nªn E0

[
θ̂kÊ0

(
X |Λk

)]
= 0.

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi

E0

[
Ê0
(
X |Λk

)]2
= 0 ⇔ Ê0

(
X |Λk

)
= 0.

Bæ ®Ò 3.2.2. NÕu n ≥ 3, khi ®ã tõ ®¼ng thøc Ê0(X|Λk) = 0 suy ra r»ng

(k + 1) m« men ®Çu tiªn cña F trïng víi nh÷ng m« men cÊp t−¬ng øng cña

mét ph©n phèi chuÈn (cã thÓ suy biÕn) nµo ®ã.

Chøng minh. Chóng ta sÏ chøng minh theo ph−¬ng ph¸p quy n¹p. Víi k = 1,

Bæ ®Ò hiÓn nhiªn ®óng. V× Λk ⊃ Λk−1, nªn tõ Ê0(X|Λk) = 0 ta suy ra r»ng

Ê0(X|Λk−1) = 0. Do ®ã, chóng ta cã thÓ gi¶ sö r»ng k m« men ®Çu tiªn cña

F trïng víi nh÷ng m« men cÊp t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn nµo ®ã, vµ

chØ ph¶i chøng minh r»ng m« men µk+1 cña F trïng víi m« men thø (k+ 1)

cña ph©n phèi chuÈn nãi trªn. §iÒu kiÖn (3.2.10) t−¬ng ®−¬ng víi

Ê0(X|Λk−1) = 0 (3.2.11)

vµ

E0

[
X(Xj1 −X1) · · · (Xjk −X1)

]
= 0 (3.2.12)

trong ®ã (3.2.12) ph¶i ®óng víi mäi phÐp chän j1, . . . , jk tõ c¸c sè 2, . . . , n.

Sù t−¬ng ®−¬ng cña ®¼ng thøc (3.2.10) vµ (3.2.11) − (3.2.12) lµ bëi v× Λk−1

vµ c¸c hµm (Xj1 −X1) · · · (Xjk −X1) sinh ra Λk. Ta viÕt

(Xj1 −X1) · · · (Xjk −X1) = (Xi1 −X1)
α1 · · · (Xis −X1)

αs (3.2.13)

trong ®ã i1, . . . , is lµ nh÷ng sè ph©n biÖt vµ
s∑

r=1
αr = k.
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Víi ký hiÖu tæ hîp Cr
k, ta cã

(Xi1 −X1)
α1 · · · (Xis −X1)

αs =

α1∑

p1=0

· · ·
αs∑

ps=0

(−1)pCp1
α1
· · ·Cps

αs

×Xp1

i1
· · ·Xps

is
Xk−p

1 , p =
s∑

1

pi.

(3.2.14)

Vµ v× vËy, ta cã

E0

[
X(Xi1 −X1)

α1 · · · (Xis −X1)
αs

]

=
1

n

α1∑

p1=0

· · ·
αs∑

ps=0

(−1)pCp1
α1
· · ·Cps

αs
µp1

· · ·µps
µk+1−p

+
1

n

s∑

q=1

α1∑

p1=0

· · ·
αs∑

ps=0

(−1)pCp1
α1
· · ·Cps

αs
µp1

· · ·µpq−1
µpq+1µpq+1

· · ·µps
µk−p.

(3.2.15)

Chóng ta xem xÐt riªng biÖt hai tr−êng hîp k ch½n vµ k lÎ.

Tr−êng hîp k ch½n. Tõ gi¶ thiÕt quy n¹p, tÊt c¶ c¸c m« men cÊp lÎ

tõ 1 tíi (k − 1) (bao gåm c¶ k − 1) lµ 0 (v× m« men cÊp lÎ cña ph©n phèi

chuÈn b»ng 0). Do ®ã, tõ (3.2.15) ta suy ra

nE0

[
X(Xi1 −X1)

α1 · · · (Xis −X1)
αs

]

=
∑∗

(−1)pCp1
α1
· · ·Cps

αs
µp1 · · ·µpsµk+1−p

+

s∑

q=1

∑∗

q
(−1)pCp1

α1
· · ·Cps

αs
µp1

· · ·µpq−1
µpq+1µpq+1

· · ·µps
µk−p.

(3.2.16)

trong ®ã,
∑∗ lµ tæng lÊy h¹n chÕ trªn nh÷ng sè ch½n trong c¸c sè p1, . . . , ps

vµ
∑∗

q lµ tæng lÊy trªn nh÷ng sè ch½n p1, . . . , pq−1, pq+1, . . . , ps cßn sè pq lµ

sè lÎ. Trong tæng
∑∗, p lu«n lµ sè ch½n vµ do ®ã k+ 1− p lµ sè lÎ. NÕu nh−

k + 1 − p ≤ k − 1 th× µk+1−p = 0 theo gi¶ thiÕt quy n¹p. Cßn trong tæng∑∗
q, p lu«n lµ sè lÎ, v× vËy k − p còng lµ sè lÎ. Còng v× k − p ≤ k − 1 nªn
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µk−p = 0. V× vËy

nE0

[
X(Xi1 −X1)

α1 · · · (Xis −X1)
αs

]
= µk+1

vµ ®iÒu kiÖn (3.2.12) t−¬ng ®−¬ng víi

µk+1 = 0. (3.2.17)

Tr−êng hîp k lÎ. Chóng ta quay l¹i ®¼ng thøc (3.2.16). Ta chia 2 tæng

ë ®ã ra nh− sau ∑∗
= S0 + S2 + · · ·+ Sk−1

trong ®ã S2m lµ phÇn cña tæng
∑∗ t−¬ng øng víi tÊt c¶ p1, . . . , ps, 0 ≤ p1 ≤

α1, . . ., 0 ≤ ps ≤ αs mµ tháa m·n p1 + · · ·+ ps = 2m, vµ
s∑

q=1

∑∗

q
= S1 + S3 + · · ·+ Sk

trong ®ã S2m+1 lµ phÇn tæng béi t−¬ng øng víi nh÷ng gi¸ trÞ cña p1, . . . , ps

tháa m·n p1 + · · ·+ ps = 2m + 1. Chóng ta chó ý r»ng, víi n ≥ 3, tån t¹i

nh÷ng ®a thøc d¹ng (Xi1 − X1)
α1 · · · (Xis − X1)

αs víi s ≥ 2 vµ c¸c gi¸ trÞ

αi d−¬ng.

Chóng ta chØ cÇn xem xÐt nh÷ng ®a thøc cã d¹ng nh− vËy. Ta sÏ chØ

ra r»ng, víi 0 < 2m ≤ k − 1, S2m + S2m+1 = 0. Chó ý r»ng, víi ®iÒu kiÖn

α1 > 0, . . . , αs > 0, trong tæng
∑s

q=1
∑∗

q, ta lu«n lu«n cã pq + 1 ≤ k vµ v×

vËy, ta suy ra tõ gi¶ thiÕt quy n¹p r»ng

µpq+1 = pqµpq−1σ
2 (3.2.18)

víi σ2 ≥ 0 nµo ®ã. Khi ®ã,

S2m+1 = −
s∑

q=1

∑∗

q
Cp1
α1
· · ·Cps

αs
µp1

· · ·µpq−1
µpq+1µpq+1

· · ·µps
µk−1−2m

= −
∑∗

p1+···+ps=2m

Cp1
α1
· · ·Cps

αs
µp1

· · ·µps
µk−1−2m

× σ2
(
Cp1+1
α1

Cp1
α1

(p1 + 1) + · · ·+
Cps+1
αs

Cps
αs

(ps + 1)

)
.

(3.2.19)

45



L¹i dÔ thÊy r»ng

Cp1+1
α1

Cp1
α1

(p1 + 1) + · · ·+
Cps+1
αs

Cps
αs

(ps + 1) =

s∑

i=1

(αi − pi) = k − 2m.

Do vËy,

µk−1−2mσ
2(k − 2m) = µk+1−2m

víi m > 0. Thay ®¼ng thøc trªn vµo (3.2.19) ta ®−îc

S2m + S2m+1 = 0. (3.2.20)

Tõ (3.2.20), ta thÊy r»ng (3.2.12) t−¬ng ®−¬ng víi

S0 + S1 = 0. (3.2.21)

Tuy nhiªn, ta l¹i cã

S0 = µk+1

vµ

S1 = −(α1 + · · ·+ αs)µ2µk−1 = −kσ2µk−1.

HÖ qu¶ lµ (3.2.21) sÏ t−¬ng ®−¬ng víi

µk+1 = kσ2µk−1. (3.2.22)

Cïng víi gi¶ thiÕt quy n¹p r»ng m« men cña k cÊp ®Çu tiªn trïng víi m«

men t−¬ng øng cña mét ph©n phèi chuÈn cã kú väng 0 vµ ph−¬ng sai σ2 nµo

®ã, c«ng thøc (3.2.22) kÐo theo µk+1 = 1 · 3 · · · kσk+1. Bæ ®Ò ®−îc chøng

minh.

Chóng ta trë l¹i viÖc chøng minh §Þnh lý 3.2.2. TÝnh chuÈn cña ph©n

phèi F ë ®©y sÏ ®−îc suy ra ngay tõ tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña X trong líp

Pk. ThËt vËy, theo Bæ ®Ò 3.2.1, −íc l−îng θ̂k = X − Ê0(X|Λk) cho tham sè

θ lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch vµ víi mäi θ ∈ R1, cã ph−¬ng sai nhá h¬n

ph−¬ng sai cña X (trõ tr−êng hîp Ê0(X|Λk) = 0). Theo Bæ ®Ò 3.2.2, ®iÒu

kiÖn nµy ®¶m b¶o tÝnh chuÈn cña ph©n phèi F .
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C«ng viÖc cßn l¹i lµ cÇn chØ ra r»ng nÕu (k + 1) m« men cña F trïng

víi nh÷ng m« men t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn th× ta cã tÝnh chÊp nhËn

®−îc cña X nÕu coi nh− lµ mét −íc l−îng cña θ trong líp Pk. §Çu tiªn, ta

chó ý r»ng θ̂k lµ mét −íc l−îng tèi −u cña θ trong líp c¸c ®a thøc cÊp kh«ng

qu¸ k cã d¹ng X +Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1). ThËt vËy, v×

E0

[
θ̂k ·

(
Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1) + Ê0(X|Λk)

)]
= 0

nªn

Eθ

(
X +Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1) − θ

)2

=E0

(
X +Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1)

)2

=E0

[
θ̂k +Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1) + Ê0

(
X |Λk

)]2

=E0
(
θ̂k
)2

+ E0

[
Q(X2 −X1, . . . , Xn −X1) + Ê0

(
X |Λk

)]2

≥E0
(
θ̂k
)2

= Eθ

(
θ̂k − θ

)2
.

H¬n n÷a, nÕu (k + 1) m« men ban ®Çu cña F trïng víi nh÷ng m« men

t−¬ng øng cña mét ph©n phèi chuÈn nµo ®ã, khi ®ã θ̂k = X . V× ®iÒu kiÖn

Ê0(X|Λk) = 0 ®−îc tháa m·n víi mäi F cã c¸c m« men µ1, . . . , µk nh− ph©n

phèi chuÈn nãi trªn hoÆc kh«ng tháa m·n víi mäi F cã c¸c m« men nh− vËy.

Tuy nhiªn, nÕu F cã ph©n phèi chuÈn, khi ®ã Ê0(X|Λk) = 0, v× trong tr−êng

hîp nµy, X ®éc lËp víi c¸c vect¬ (X2 −X1, . . . , Xn−X1). §iÒu cÇn chøng

minh ®−îc suy ra ngay tõ bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 3.2.3. NÕu µ2k tån t¹i th× θ̂k lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp Mk tÊt c¶

c¸c ®a thøc cã bËc ≤ k (vµ hiÓn nhiªn còng chÊp nhËn ®−îc trong líp Pk).

Chøng minh. Mäi ®a thøc cã bËc kh«ng qu¸ k cã thÓ viÕt d−íi d¹ng

Q (X) =X
m
q0 (X2 −X1, . . . , Xn −X1)

+X
m−1

q1 (X2 −X1, . . . , Xn −X1) + · · ·
+ qm (X2 −X1, . . . , Xn −X1)
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trong ®ã m ≤ k vµ ta gi¶ sö r»ng P0 [q0 6= 0] > 0 (trong tr−êng hîp q0 = 0

hÇu ch¾c ch¾n ®èi víi [P0] th× ta thay Q bëi Q−Xm
q0). C¸c qj víi 0 ≤ j ≤ m

lµ c¸c ®a thøc theo c¸c biÕn cña chóng. Gi¶ sö r»ng ®èi víi ®a thøc Q nµo

®ã ®iÒu kiÖn sau tháa m·n víi mäi θ

Eθ

(
Q − θ

)2
≤ Eθ

(
θ̂k − θ

)2
= E0

(
θ̂k

)2
. (3.2.23)

Ta cã

Eθ

(
Q− θ

)2
=E0

[(
X + θ

)m
q0(X2 −X1, . . . , Xn −X1) + · · ·

+ qm(X2 −X1, . . . , Xn −X1) − θ
]2

=θ2mE0q
2
0 + π2m−1 (θ)

trong ®ã bËc cña π2m−1 (θ) ≤ max(2, 2m − 1). Khi ®ã râ rµng lµ bÊt ®¼ng

thøc (3.2.23) ®−îc tháa m·n víi mäi θ chØ khi m ≤ 1, tøc lµ chØ c¸c ®a thøc

cã d¹ng Q = Xq0+q1 míi cã thÓ tèt h¬n −íc l−îng θ̂k; ®èi víi nh÷ng ®a thøc

−íc l−îng nµy bëi v× nÕu m ≤ 1, Eθ(Q − θ)2 lµ mét ®a thøc bËc 2m cña θ,

vµ hiÓm cña nã tiÕn ®Õn ∞ khi θ → ∞. Trong khi Eθ(θ̂ − θ)2 < E0(X)2 =

h»ng sè, tøc lµ sÏ tån t¹i θ ®Ó hiÓm cña θ̂ nhá h¬n hiÓm cña Q t¹i θ. Víi

m = 1 ta cã

Eθ

(
Q − θ

)2
= θ2E0

(
q0 − 1

)2
+ 2θE0

[
(q0 − 1)Xq1

]

+ E0

(
Xq0 + q1

)2
.

Tõ ®ã suy ra r»ng nÕu (3.2.23) ®óng th× q0 (X2 −X1, . . . , Xn −X1) = 1 víi

x¸c suÊt b»ng 1 theo [P0] (vµ v× thÕ ®óng víi x¸c xuÊt b»ng 1 theo [Pθ], víi
mäi θ) v× nÕu tr¸i l¹i Eθ (Q − θ)2 → ∞ khi θ → ∞. Nh−ng trong sè c¸c ®a

thøc −íc l−îng cã d¹ng X + q0 (X2 −X1, . . . , Xn −X1) th× θ̂k kh«ng nh÷ng

lµ −íc l−îng chÊp nhËn ®−îc mµ cßn lµ −íc l−îng tèi −u. Do ®ã (3.2.23)

kh«ng thÓ tháa m·n víi mäi θ, ®iÒu nµy chøng tá θ̂k chÊp nhËn ®−îc trong

líp Mk. Bæ ®Ò 3.2.3 vµ §Þnh lý 3.2.2 v× thÕ ®−îc chøng minh.
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HÖ qu¶ 3.2.1. Gi¶ sö c¸c ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý 3.2.2 ®−îc tháa m·n vµ ph©n

phèi F cã m« men tuyÖt ®èi mäi cÊp. Khi ®ã tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña trung

b×nh mÉu X trong líp P∞ =
∞⋃
1
Pk lµ tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cho cña chuÈn.

Chøng minh. ThËt vËy, theo §Þnh lý 3.2.2 tÊt c¶ c¸c m« men cña F trïng víi

c¸c m« men t−¬ng øng cña luËt ph©n phèi chuÈn nµo ®ã, v× thÕ F lµ ph©n

phèi chuÈn.

L−u ý r»ng líp P∞ thùc sù bÐ h¬n líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cho

θ v× thÕ hÖ qu¶ trªn kh«ng m¹nh h¬n HÖ qu¶ 3.1.1 cña §Þnh lý 3.1.1 bëi v×

HÖ qu¶ 3.1.1 kh«ng cÇn ®Õn gi¶ thiÕt vÒ sù tån t¹i m« men cÊp cao bÊt kú

cña F .

NhËn xÐt 3.2.1. ViÖc kiÓm tra kü l−ìng phÇn chøng minh cña §Þnh lý 3.2.2

n¶y sinh ra kÕt qu¶ sau ®©y: Cho (X1, X2) lµ mÉu ngÉu nhiªn rót tõ tæng

thÓ víi hµm ph©n phèi F (x− θ), tháa m·n ®iÒu kiÖn (3.2.1) vµ (3.2.5). TÝnh

chÊp nhËn ®−îc cña 1
2(X1 +X2) cho tham sè θ trong líp Pk lµ tÝnh chÊt ®Æc

tr−ng cña hµm ph©n phèi F víi F lµ ph©n phèi cã c¸c m« men cÊp lÎ (kÓ c¶

®Õn cÊp k + 1) ®Òu b»ng 0, tøc lµ

µ1 = µ3 = · · · = µk nÕu k lÎ

µ1 = µ3 = · · · = µk+1 nÕu k ch½n

TÝnh chÊp nhËn ®−îc cña 1
2(X1 +X2) trong líp Pk kh«ng ¸p ®Æt cho c¸c m«

men cÊp ch½n.

3.3 §Æc tr−ng cña luËt chuÈn bëi tÝnh tèi −u cña hµm cña

−íc l−îng L̂ =
∑

c0
jXj

Chóng ta trë l¹i víi nh÷ng gi¶ thiÕt trong phÇn 3.1. Cho X1, . . . , Xn lµ

nh÷ng biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp cã ph©n phèi Xj ∼ Fj(x − θ), θ ∈ R1 vµ Fj
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tháa m·n ®iÒu kiÖn (3.1.1) vµ (3.1.2). Víi ®iÒu kiÖn
∫
x2kdFj(x) <∞, j = 1, . . . , n (3.3.1)

®a thøc q(L̂) = a0L̂
k + · · ·+ ak lµ mét −íc l−îng kh«ng chÖch cña ®a thøc

tham sè g(θ) = Eθq = c0θ
k + · · · + ck víi ph−¬ng sai h÷u h¹n víi mäi θ.

TÝnh tèi −u cña q(L̂) trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña g(θ) víi hµm

tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng, hãa ra l¹i ®Æc tr−ng cho ph©n phèi chuÈn. ThËt

vËy, ta cã ®Þnh lý sau

§Þnh lý 3.3.1. Cho X1, . . . , Xn, n ≥ 3, lµ nh÷ng biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp víi

Xj ∼ Fj(x−θ), trong ®ã θ ∈ I víi I mét kho¶ng kh«ng suy biÕn nµo ®ã, vµ Fj
tháa m·n ®iÒu kiÖn (3.3.1). §a thøc cÊp k ≥ 1: q(L̂) = a0L̂

k+· · ·+ak, a0 6=
0 lµ tèi −u trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch trong L2 cña hµm tham sè

g(θ) = Eθ(q) víi mäi θ ∈ I vµ hµm tæn thÊt b×nh ph−¬ng nÕu vµ chØ nÕu mäi

ph©n phèi Fj lµ ph©n phèi chuÈn.

Chøng minh.

§iÒu kiÖn cÇn: Theo Bæ ®Ò 2.1.1, tõ tÝnh tèi −u cña q(L̂) trong líp c¸c

−íng l−îng kh«ng chÖch trong L2 cña g(θ), kÐo theo r»ng, víi mäi hµm

h(X2 −X1, . . . , Xn −X1) = h ∈ H

ta cã

Eθ

[
q
(
L̂
)
.h
]

= 0, θ ∈ I. (3.3.2)

Nh−ng

Eθ

(
qh
)

= E0

[
q
(
L̂+ θ

)
h
]

= E0

([
a0
(
L̂+ θ

)k
+ · · ·+ ak

]
h
)
.

(3.3.3)

VÕ ph¶i cña (3.3.3) lµ mét ®a thøc ®èi víi θ. Tõ (3.3.2) ta suy ra r»ng mäi

hÖ sè cña ®a thøc nµy ph¶i b»ng kh«ng. HÖ sè cña θk−1 lµ

E0

[(
a0kL̂ + a1

)
h
]

= ka0E0
(
L̂h
)
.
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V× a0 6= 0 nªn E0(L̂h) = 0 víi mäi h ∈ H. Nh−ng ®iÒu nµy kh«ng kh¸c g×

®iÒu kiÖn (3.1.5), v× thÕ Fj ph¶i lµ ph©n phèi chuÈn.

§iÒu kiÖn ®ñ: NÕu Fj lµ ph©n phèi chuÈn (víi kú väng b»ng 0) th× L̂

lµ mét thèng kª ®ñ vµ ®Çy ®ñ ®èi víi hä F1(x1 − θ) · · ·Fn(xn − θ). Do ®ã

mäi hµm cña thèng kª L̂ víi ph−¬ng sai h÷u h¹n lµ −íc l−îng kh«ng chÖch

tèi −u cña kú väng to¸n t−¬ng øng cña chóng trong L2. V× thÕ, §Þnh lý 3.3.1

®−îc chøng minh.

§èi víi c¸c tËp Borel A, ®Æt

νθ (A) =

∫

L∈A

dF1(x1 − θ) · · · dFn(xn − θ).

§èi víi mét hµm bÞ chÆn ψ (u), ¸p dông nh− môc 1.2 víi dPθ = dνθ (u), ta

x©y dùng L2
θ (ψ) vµ L2 (ψ) =

⋂
θ∈I

L2
θ (ψ) trong ®ã I lµ mét kho¶ng kh«ng suy

biÕn nµo ®ã. Ta ®−a ra ®iÒu kiÖn

“L2 (ψ) chøa mét ®a thøc q kh«ng ph¶i lµ h»ng sè”. (3.3.4)

Khi ®ã ta cã hÖ qu¶ sau ®©y cña §Þnh lý 3.3.1

HÖ qu¶ 3.3.1. Cho X1, . . . , Xn víi n ≥ 3 lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp,

Xj ∼ Fj (x − θ), θ ∈ I. NÕu c¸c ®iÒu kiÖn (3.1.1) vµ (3.3.4) ®−îc tháa m·n

th× tÝnh tèi −u cña ψ
(
L̂
)
trong L2 víi ψ bÞ chÆn trong líp c¸c −íc l−îng

kh«ng chÖch cña Eθψ
(
L̂
)

lµ tÝnh chÊt ®Æc tr−ng cho luËt chuÈn cña hµm

ph©n phèi Fj.

Chøng minh. Ta sÏ chØ ra r»ng tÝnh tèi −u trong L2 cña ψ
(
L̂
)
sÏ kÐo theo

tÝnh chuÈn cña Fj (®iÒu ng−îc l¹i ®−îc chøng minh tõ thùc tÕ r»ng L̂ lµ mét

thèng kª ®ñ vµ ®Çy ®ñ). Theo §Þnh lý 2.1.1, tÝnh chuÈn trong L2 cña ψ
(
L̂
)

trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña Eθψ vµ ®iÒu kiÖn (3.3.4) ®¶m b¶o

r»ng ®a thøc q(L̂) trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cho Eθq lµ tèi −u

trong L2, θ ∈ I. Nh−ng khi ®ã theo §Þnh lý 3.3.1, c¸c Fj lµ chuÈn.
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§Ó kÕt luËn, ta chó ý r»ng nÕu thèng kª tuyÕn tÝnh L∗ =
∑n

1 cjXj kh¸c

víi L̂ th× kh«ng tån t¹i mét ®a thøc q0(L
∗) cã bËc ≥ 1 vµ mét hµm ψ (L∗)

tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña HÖ qu¶ 3.3.1, mµ cã thÓ lµ −íc l−îng tèi −u (cho

θ ∈ I) víi t− c¸ch lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña kú väng to¸n häc cña ®a

thøc ®ã.

3.4 §Æc tr−ng luËt chuÈn bëi tÝnh chÊp nhËn ®−îc vµ tÝnh

tèi −u cña −íc l−îng b×nh ph−¬ng bÐ nhÊt trong m«

h×nh Gauss - Markov

Cho vect¬ ngÉu nhiªn Y′ = (Y1, . . . , Yn) (Y′ lµ vect¬ chuyÓn vÞ cña

vect¬ Y) trong ®ã Yi lµ c¸c biÕn ngÉu nhiªn ®éc lËp, i = 1, . . . , n. Y′ cã

vect¬ trung b×nh θ′ = (θ1, . . . , θn). Trong m« h×nh Gauss - Markov, vect¬

trung b×nh θ cã d¹ng θ = Cβ, víi C lµ ma trËn cÊp n × m ch−a biÕt vµ

vect¬ tham sè β′ = (β1, . . . , βm) ®· biÕt vµ nhËn gi¸ trÞ trong miÒn U ⊂ Rm.

NÕu h¹ng cña ma trËn C b»ng r th× kh«ng mÊt tæng qu¸t, ta gi¶ sö C cã d¹ng

chÝnh t¾c

A =

(
Ir

B

)
(3.4.1)

trong ®ã Ir lµ ma trËn ®¬n vÞ cÊp r × r vµ B lµ ma trËn cÊp n− r × r tháa

m·n, nÕu

Z =

(
−B′

In−r

)
(3.4.2)

th× A′Z = 0.

Cuèi cïng ta gi¶ sö r»ng c¸c hµm ph©n phèi Fj cña c¸c sai sè εj trong

biÓu diÔn Yj = θj + εj , j = 1, 2, . . . , n, cã kú väng b»ng 0 vµ ph−¬ng sai

b»ng nhau ch−a biÕt.

Chóng ta biÕt r»ng −íc l−îng b×nh ph−¬ng bÐ nhÊt (LSE) cña mäi hµm

tham sè −íc l−îng ®−îc p′β (tøc lµ tån t¹i −íc l−îng tuyÕn tÝnh q′Y tháa
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m·n Eβ(q′Y) = p′β, β ∈ U ) cã d¹ng λ′A′Y víi c¸ch chän vect¬ λ′ thÝch

hîp, vµ mäi thèng kª tuyÕn tÝnh cã d¹ng λ′A′Y lµ −íc l−îng LSE cña kú

väng to¸n häc cña nã (xem [18]). C¸c −íc l−îng LSE lµ tèi −u trong líp c¸c

−íc l−îng kh«ng chÖch tuyÕn tÝnh ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng víi

hµm ph©n phèi Fj tïy ý. Ta còng biÕt r»ng nÕu Fj lµ ph©n phèi chuÈn víi

mäi j th× c¸c −íc l−îng LSE sÏ tèi −u trong líp −íc l−îng kh«ng chÖch cña

c¸c hµm tham Èn t−¬ng øng (xem [18]).

§Þnh lý 3.4.1. Gi¶ sö r»ng hai hµng bÊt kú cña ma trËn B cho bëi (3.4.1) cã

c¸c phÇn tö kh¸c kh«ng trªn Ýt nhÊt mét cét chung vµ kh«ng cét nµo cña ma

trËn B chøa toµn phÇn tö kh«ng. Khi ®ã víi vect¬ λ tïy ý, nÕu λ′A′Y lµ chÊp

nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña hµm Eβ(λ′A′Y) = p′β

th× Fj lµ ph©n phèi chuÈn.

Nãi c¸ch kh¸c, víi ma trËn B x¸c ®Þnh nh− trªn, nÕu Ýt nhÊt mét trong

sè c¸c Fj kh«ng ph¶i lµ ph©n phèi chuÈn vµ hoµn toµn biÕt ®−îc d¹ng ph©n

phèi cña nã th× ®èi víi vect¬ λ nµo ®ã, −íc l−îng λ′A′Y kh«ng chÊp nhËn

®−îc trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña p′β ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng

b×nh ph−¬ng.

Chøng minh. XÐt −íc l−îng sau ®©y cho p′β:

T = λ′
[
A′Y − E0

(
A′Y|Z′Y

)]
. (3.4.3)

DÔ thÊy −íc l−îng trªn cã d¹ng nh− (2.2.6). Ngoµi ra

EβT = Eβ(λ′A′Y) = p′β,

vµ

Eβ(T − p′β)2 = Eβ(λ′A′Y − p′β)2 − E0
[
E0(λ

′A′Y|Z′Y)
]2

≤ Eβ(λ′A′Y − p′β)2
(3.4.4)

trong ®ã dÊu ®¼ng thøc x¶y ra víi mäi β ∈ U khi vµ chØ khi

E0(λ
′A′Y|Z′Y) = λ′E0(A

′Y|Z′Y) = 0. (3.4.5)
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NÕu víi λ bÊt kú, −íc l−îng λ′A′Y chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc

l−îng kh«ng chÖch cña p′β th× tõ (3.4.5) ta suy ra r»ng E0(A
′Y|Z′Y) = 0.

Gäi Li, i = 1, . . . , r lµ c¸c vect¬ cét cña A′Y vµ Li, i = r + 1, . . . , n lµ c¸c

vect¬ cét cña Z′Y. Gäi bij lµ phÇn tö hµng i cét j cña ma trËn B, ta cã

L1 = Xi +
n−r∑

1

bj−r,iYj víi i = 1, . . . , r

vµ

L1 = Xi −
r∑

1

bi,jYj víi i = r + 1, . . . , n.

Víi gi¶ thiÕt hai hµng bÊt kú cña B ®Òu cã phÇn tö kh¸c kh«ng t¹i Ýt nhÊt

mét cét ta suy ra r»ng c¸c Xi liªn kÕt ®−îc víi nhau víi i = r + 1, . . . , n.

Cïng víi gi¶ thiÕt kh«ng cét nµo cña B chøa toµn phÇn tö 0, ¸p dông hÖ qu¶

cña §Þnh lý 1.1.2, ta kÕt luËn r»ng, ®èi víi ma trËn A x¸c ®Þnh nh− trong

®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý th× c¸c Fj lµ ph©n phèi chuÈn.

Ta l−u ý r»ng ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý 3.4.1 vÒ tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña

−íc l−îng λ′A′Y víi mäi λ t−¬ng ®−¬ng víi tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña −íc

l−îng LSE cña r hµm tham Èn ®éc lËp tuyÕn tÝnh p′
1β, . . . ,p

′
rβ. Bëi v× mçi

vect¬ p′
iβ, ®Òu tån t¹i λi sao cho p′

iβ = λ′
iA

′Y vµ ng−îc l¹i mäi λ′A′Y

®Òu lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c p′
1β, . . . ,p

′
rβ.

NÕu c¸c Fj trïng nhau th× tån t¹i mét cét cña ma trËn B cã Ýt nhÊt hai

phÇn tö kh¸c kh«ng.

Ta tiÕp tôc nghiªn cøu c¸c ®iÒu kiÖn mµ qua ®ã tÝnh chuÈn cña Fj ®−îc

suy ra tõ tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña −íc l−îng LSE víi k hµm tham Èn ®éc lËp

tuyÕn tÝnh nµo ®ã, k < r. Tr−íc hÕt ta xÐt tr−êng hîp hµm mét Èn.

§Þnh lý 3.4.2. Cho L =
∑n

1 ajYj lµ −íc l−îng LSE cña p′β. Gi¶ sö r»ng

mäi aj ®Òu kh¸c kh«ng vµ B lµ ma trËn mµ mäi hµng cña nã ®Òu kh¸c vect¬

kh«ng hoÆc kh«ng tØ lÖ víi mét hµng nµo ®ã cña Ir hoÆc kh«ng tØ lÖ víi mét

hµng kh¸c cña chÝnh ma trËn B. Khi ®ã tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña L trong

líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña p′β suy ra tÝnh chuÈn cña Fj .
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Chøng minh. T−¬ng tù c¸ch chøng minh cña §Þnh lý 3.4.1, tõ tÝnh chÊp nhËn

®−îc cña L ta suy ra

E0(L|Z′Y) = 0.

Sö dông §Þnh lý 1.1.1 ta thu ®−îc ®iÒu cÇn chøng minh.

Cho D lµ ma trËn cÊp n× k vµ D′Y lµ −íc l−îng LSE cho hµm vect¬

Eβ(D′Y) = D′Aβ = G′β víi G lµ ma trËn cÊp m× k. Chóng ta sÏ kh¼ng

®Þnh r»ng D′Y lµ chÊp nhËn ®−îc trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña

G′β nÕu kh«ng tån t¹i −íc l−îng kh«ng chÖch T = T(Y) tháa m·n

Eβ(T−G′β)(T−G′β)′ ≤ Eβ(D′Y−G′β)(D′Y−G′β)′,β ∈ U. (3.4.6)

H¬n thÕ n÷a, víi Ýt nhÊt mét β ∈ U , c¸c ma trËn bªn tr¸i vµ bªn ph¶i hoµn

toµn ph©n biÖt. Ta viÕt A1 ≤ A2 nÕu A2 −A1 lµ ma trËn x¸c ®Þnh kh«ng

©m.

§Þnh lý 3.4.3. Gi¶ sö D lµ ma trËn mµ kh«ng hµng nµo cña nã chøa toµn

phÇn tö kh«ng vµ B lµ ma trËn tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh trong §Þnh lý

3.4.2. Khi ®ã, tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña D′Y trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng

chÖch cña hµm tham Èn vect¬ G′β = Eβ(D′Y) suy ra tÝnh chuÈn cña hµm

ph©n phèi Fj.

Chøng minh. T−¬ng tù c¸c ®Þnh lý ë trªn, tõ tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña D′Y ta

suy ra E0(D
′Y|Z′Y) = 0. Sö dông §Þnh lý 1.1.2 ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng

minh.

Trong §Þnh lý 3.4.1 - 3.4.3, ta ®· nghiªn cøu tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña

−íc l−îng LSE víi gi¶ thiÕt ®· biÕt tr−íc ph©n phèi Fj cña sai sè εj (kh«ng

phô thuéc vµo c¸c tham Èn ch−a biÕt). B©y giê ta sÏ bá gi¶ thiÕt nµy vµ thu

®−îc c¸c ®iÒu kiÖn trong nh÷ng tÝnh huèng kh¸c mµ ë ®ã tÝnh chuÈn cña hµm

ph©n phèi cña sai sè cã thÓ ®−îc b¶o ®¶m.

Nh− ë phÇn tr−íc, chóng ta sÏ xÐt m« h×nh Gauss - Markov: Y =

Cβ + ε, trong ®ã EβY =Cβ vµ ε lµ vect¬ sai sè. Cho c¸c biÕn ngÉu nhiªn
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Yj − EβYj cã cïng ph©n phèi Fθ phô thuéc vµo tham sè ch−a biÕt θ ∈ Θ vµ

θ cã thÓ phô thuéc vµo β. C¸c −íc l−îng LSE lu«n tèi −u trong líp c¸c −íc

l−îng kh«ng chÖch tuyÕn tÝnh theo biÕn Y cña kú väng to¸n häc cña chóng

bÊt kÓ ®é phøc t¹p cña c¸c tham Èn. B©y giê ta gi¶ sö c¸c −íc l−îng LSE lµ

tèi −u, tøc lµ nã cã ph−¬ng sai nhá nhÊt víi mäi θ ∈ Θ trong mét líp bÊt kú

c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cña tham Èn. Trong tr−êng hîp ®ã, ta kÕt luËn

®−îc g× vÒ ph©n phèi Fθ? §Ó tr¶ lêi c©u hái nµy, ta xÐt mét líp ®Æc biÖt c¸c

−íc l−îng kh«ng chÖch ®−îc cho bëi §Þnh lý 3.4.4 vµ 3.4.5, tõ ®ã suy ra r»ng

trong tr−êng hîp ®Æc biÖt ®ã th× tÝnh chÊt tèi −u cña c¸c −íc l−îng LSE trong

líp tÊt c¶ c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch cïng víi c¸c ®iÒu kiÖn nµo ®ã cho Fθ

sÏ kÐo theo tÝnh chuÈn cña Fθ.

Tr−íc hÕt ta xÐt tr−êng hîp h¹ng cña ma trËn C b»ng 1.

§Þnh lý 3.4.4. Cho h¹ng C = 1 vµ L = b1Y1 + · · ·+ bnYn lµ −íc l−îng LSE

cña hµm tham Èn Eβ(b′Y) = b′Cβ = p′β. Gi¶ sö thªm r»ng
∫
x2sdFθ(x)

tån t¹i víi mäi θ, s nguyªn d−¬ng nµo ®ã vµ bj 6= 0, ∀j. NÕu L tèi −u

trong líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch ®a thøc cã bËc ≤ s cña p′β, vµ vect¬

b′ = (b1, . . . , bn) kh«ng tØ lÖ víi vect¬ cã c¸c thµnh phÇn lµ ±1, th× (s+ 1)

m« men ®Çu tiªn cña Fθ trïng víi c¸c m« men t−¬ng øng cña ph©n phèi

chuÈn nµo ®ã.

Chøng minh. V× h¹ng C = 1 nªn tån t¹i n− 1 hµm sè

Zj = cj1Y1 + · · ·+ cjnYn, j = 1, . . . , n− 1

tháa m·n Eβ(Zj) = 0, Eβ,θ(ZiZj) = 0 víi i 6= j. Thùc chÊt ta cã thÓ lÊy

Cj = (cj1, . . . , cjn)
′ lµ n − 1 vect¬ ®«i mét trùc giao vµ trùc giao ®èi víi

kh«ng gian vect¬ mét chiÒu sinh bëi c¸c vect¬ cét cña C. Thèng kª Zj cã

thÓ ®−îc xem lµ −íc l−îng kh«ng chÖch cña kh«ng, h¬n n÷a Eβ,θZ
2
j < ∞.

Theo Bæ ®Ò 2.1.1 ta kÕt luËn r»ng Eβ,θ(ZjL) = 0, khi ®ã ZjL lµ −íc l−îng

kh«ng chÖch cña kh«ng víi ph−¬ng sai h÷u h¹n nÕu s ≥ 2 (tr−êng hîp s = 1

tÇm th−êng). L¹i sö dông Bæ ®Ò 2.1.1 ta thu ®−îc

Eβ,θ(ZjL
r) = 0, r = 1, . . . , s; j = 1, . . . , n− 1.
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XÐt hµm

φj(t) = E
[
iZj exp it

(
L− EβL

)]

=
[
cj1ψ(b1t) + · · · + cjnψ(bnt)

]
f(b1t) · · ·f(bnt)

(3.4.7)

trong ®ã f lµ hµm ®Æc tr−ng t−¬ng øng víi ph©n phèi Fθ (ta sÏ kh«ng chØ ra

sù phô thuéc cña f vµo θ), ψ = f ′/f vµ (3.4.7) ®óng khi |t| < δ víi δ > 0

nµo ®ã. V× Fθ cã m« men h÷u h¹n cÊp 2s nªn ψ kh¶ vi cÊp s. Chó ý r»ng

®¹o hµm cÊp r cña φj(t) t¹i ®iÓm kh«ng chÝnh lµ −E[Zj(L − EβL)r]. Sö

dông c¸c ®iÒu kiÖn Eβ(Zj) = 0 vµ Eβ,θ(ZjL
r) = 0, r = 1, . . . , s, ta suy ra

r»ng E[Zj(L−EβL)r] = 0, r = 1, . . . , s, tøc lµ c¸c ®¹o hµm cÊp r cña φj(t)

t¹i 0 ph¶i b»ng 0. LÊy ®¹o hµm lÇn l−ît tõ bËc 1 ®Õn bËc s cña φ ®ång thêi

sö dông lÇn l−ît tÝnh chÊt φ
(r)
j (0) = 0, r = 1, . . . , s, ta thu ®−îc

( n∑

1

cjib
r
i

)
κr+1(θ) = 0, r ≤ s, j = 1, . . . , n − 1 (3.4.8)

trong ®ã κr+1(θ) lµ ®¹o hµm cÊp r cña hµm ψ t¹i 0, tøc lµ ®¹o hµm cÊp r+1

cña hµm ln f t¹i 0. Gi¸ trÞ nµy ®−îc gäi lµ b¸n bÊt biÕn thø r + 1 cña Fθ.

Tõ (3.4.8) ta kÕt luËn r»ng cã Ýt nhÊt mét trong hai nh©n tö bªn vÕ tr¸i ph¶i

b»ng kh«ng. V× Eβ,θ(ZjL) = 0 suy ra
∑n

1 cjibi = 0 víi j = 1, . . . , n − 1.

NÕu κr+1(θ) 6= 0 th×
∑n

1 cjib
r
i = 0, j = 1, . . . , n − 1. Nh− vËy c¸c vect¬

(b1, . . . , bn)
′ vµ (br1, . . . , b

r
n)

′ cïng trùc giao víi hÖ n−1 vect¬ ®«i mét trùc giao

trong Rn nªn hai vect¬ nµy tØ lÖ víi nhau, tøc lµ bri = λbi, i = 1, . . . , r, víi λ

nµo ®ã. Víi r > 1, ®¼ng thøc nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt b′ = (b1, . . . , bn)

kh«ng tØ lÖ víi vect¬ mµ c¸c thµnh phÇn cña nã lµ ±1, suy ra κr+1(θ) = 0,

r = 2, . . . , s. Nh− vËy (s + 1) b¸n bÊt biÕn ®Çu tiªn cña Fθ trïng víi c¸c

b¸n bÊt biÕn t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn nµo ®ã. Mµ c¸c bÊt biÕn cã thÓ

biÓu diÔn qua c¸c m« men cña Fθ, nªn dÔ dµng suy ra r»ng (s+ 1) m« men

®Çu tiªn cña Fθ trïng víi c¸c m« men t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn nµo

®ã. §Þnh lý ®−îc chøng minh.

Chóng ta l−u ý r»ng nÕu Fθ cã m« men mäi cÊp th× theo c¸c ®iÒu kiÖn
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trong §Þnh lý 3.4.4 vÒ c¸c hÖ sè cña −íc l−îng LSE: L = b1Y1 + · · ·+ bnYn,

tÝnh chuÈn cña Fθ suy ra tõ tÝnh tèi −u cña L trong líp tÊt c¶ c¸c −íc l−îng

kh«ng chÖch cña p′β. ThËt vËy, nÕu Fθ cã m« men mäi cÊp, theo chøng

minh cña ®Þnh lý trªn ta suy ra r»ng c¸c b¸n bÊt biÕn cña Fθ sÏ trïng víi c¸c

b¸n bÊt biÕn cña mét ph©n phèi chuÈn tøc lµ khai triÓn Mac Lauren cña hµm

ln f sÏ trïng víi khai triÓn hµm logarit cña hµm ®Æc tr−ng cña mét ph©n phèi

chuÈn. Tøc lµ hµm ®Æc tr−ng f sÏ trïng víi hµm ®Æc tr−ng cña mét ph©n phèi

chuÈn t¹i l©n cËn cña 0. Suy ra Fθ cã ph©n phèi chuÈn.

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp tæng qu¸t: h¹ng C = r > 1. Cho L1, . . . , Lr

lµ c¸c −íc l−îng LSE cña r hµm tham Èn ®éc lËp tuyÕn tÝnh p′
1β, . . . ,p

′
rβ.

Tån t¹i n− r hµm tuyÕn tÝnh d¹ng

Zj = cj1Y1 + · · ·+ cjnYn, j = 1, . . . , n− r

tháa m·n Eβ(Zj) = 0, Eβ,θ(ZiZj) = 0 víi i 6= j. XÐt d¹ng chÝnh t¾c cña ma

trËn C:

(
Ir

B

)
. Ta gäi C lµ ma trËn ngo¹i lÖ nÕu trong d¹ng chÝnh t¾c cña

nã mçi hµng cña ma trËn B chøa kh«ng nhiÒu h¬n mét phÇn tö kh¸c kh«ng

vµ phÇn tö nµy (nÕu tån t¹i) ph¶i b»ng ±1. Chóng ta ph¸t biÓu mét ®Þnh lý

trong tr−êng hîp tæng qu¸t:

§Þnh lý 3.4.5. Cho h¹ng C = r, ma trËn C kh«ng ngo¹i lÖ, vµ ®èi víi sè

nguyªn d−¬ng s nµo ®ã,
∫
x2sdFθ < ∞, víi mäi θ. NÕu c¸c −íc l−îng LSE

L1, . . . , Lr tèi −u trong líp biÖt c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch ®a thøc cã bËc

≤ s lµ cña p′
1β, . . . ,p

′
rβ t−¬ng øng, th× s+ 1 m« men ®Çu tiªn cña Fθ trïng

víi c¸c m« men t−¬ng øng cña ph©n phèi chuÈn nµo ®ã.

Chøng minh. T−¬ng tù §Þnh lý 3.4.4.
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KÕt luËn

Ng−êi ta nãi r»ng ph©n phèi chuÈn lµ sîi chØ ®á xuyªn suèt c¸c gi¸o

tr×nh X¸c suÊt - Thèng kª. Nãi nh− vËy lµ chÝnh x¸c, bëi lÏ rÊt nhiÒu kÕt qu¶

trong X¸c suÊt, Thèng kª chØ ®óng cho ph©n phèi chuÈn mµ kh«ng ®óng cho

ph©n phèi kh¸c, vµ bëi lÏ trong thùc tÕ cã rÊt nhiÒu ®¹i l−îng ngÉu nhiªn tu©n

theo luËt chuÈn hoÆc gÇn chuÈn.

Do vËy trong c¸c bµi to¸n ®Æc tr−ng ph©n phèi x¸c suÊt, ®Æc tr−ng cho

ph©n phèi chuÈn chiÕm mét vÞ trÝ ®Æc biÖt.

Ta cã thÓ ®Æc tr−ng cho hä chuÈn bëi nhiÒu tÝnh chÊt ®Æc tr−ng kh¸c

nhau dùa trªn tÝnh ®éc lËp, tÝnh cïng ph©n phèi, tÝnh håi quy h»ng sè, ... gi÷a

mét thèng kª ®èi víi mét thèng kª kh¸c.

LuËn v¨n nµy tËp trung tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ ®Æc tr−ng ph©n phèi chuÈn

dùa trªn tÝnh chÊp nhËn ®−îc vµ tÝnh tèi −u cña c¸c −íc l−îng víi hiÓm d¹ng

b×nh ph−¬ng. Cô thÓ, luËn v¨n ®· gi¶i quyÕt nh÷ng vÊn ®Ò sau:

• §Æc tr−ng cña luËt chuÈn th«ng qua tÝnh chÊp nhËn ®−îc cña c¸c −íc

l−îng tuyÕn tÝnh tèi −u cña tham sè tÞnh tiÕn ®èi víi hµm tæn thÊt d¹ng

b×nh ph−¬ng.

• §−a ra ®iÒu kiÖn ®Ó trung b×nh mÉu chÊp nhËn ®−îc trong mét líp con

c¸c −íc l−îng cña tham sè tÞnh tiÕn. Ta xÐt hai líp con ®Æc biÖt. Mét

lµ líp c¸c −íc l−îng kh«ng chÖch chØ phô thuéc vµo trung b×nh mÉu vµ

mét thèng kª tuyÕn tÝnh kh¸c. Hai lµ líp c¸c −íc l−îng ®a thøc kh«ng

chÖch.

• §Æc tr−ng cña luËt chuÈn bëi tÝnh tèi −u cña hµm cña −íc l−îng tuyÕn

tÝnh tèi −u L̂ =
∑
c0jXj.

• §Æc tr−ng cña luËt chuÈn bëi tÝnh chÊp nhËn ®−îc vµ tÝnh tèi −u cña −íc

l−îng b×nh ph−¬ng bÐ nhÊt trong m« h×nh Gauss-Markov.
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Trong khu«n khæ cña LuËn v¨n, t¸c gi¶ chØ tr×nh bµy nh÷ng kÕt qu¶ vÒ

®Æc tr−ng cña ph©n phèi chuÈn trong tr−êng hîp c¸c quan tr¾c lµ ®éc lËp vµ

hµm tæn thÊt d¹ng b×nh ph−¬ng. Mét sè vÊn ®Ò lý thó vµ ®¸ng quan t©m kh¸c

lµ tr−êng hîp c¸c quan tr¾c phô thuéc vµ tr−êng hîp hµm tæn thÊt cã mét

d¹ng kh¸c ch¼ng h¹n nh− d¹ng trÞ tuyÖt ®èi. H¬n n÷a, chóng ta cã thÓ quan

t©m ®Õn ®Æc tr−ng cña mét sè ph©n phèi kh¸c. §ã cã thÓ lµ vÊn ®Ò nghiªn

cøu cña chóng ta trong thêi gian tíi.
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