Chuong 1. Kién thiic chuan bi

1.1 Giéi thiéu
Xét phuong trinh vi phan nita tuyén tinh

Z—f — Az + f(t,7), te0,+00), wE X (1)
trong d6 A(t) 1a toan ti tuyén tinh trén khong gian Banach X v6i mdi
t c¢6 dinh va f: R, x X — X la toan tit phi tuyén.

Mot trong nhitng van dé dudc quan tam lién quan dén dang diéu
nghiém ctia phuong trinh trén 13 tim diéu kién dé phuong trinh c6 da
tap tich phan(co thé 1a da tap on dinh, khong on dinh hay tam). Diéu
kién pho bién nhat cho su ton tai cia da tap tich phan 1a toan tit tuyén
tinh A(t) thoa man diéu kién nhi phan ma va toan t phi tuyén f(¢, )
théa man dieu kien Lipschitz déu v6i hiang s6 Lipschitz da bé. Céac da
tap nay dia phuong hay toan cuc tuong ting phu thuoc f(¢,x) Lipschitz
dia phuong hay toan cuc.

Dudi day ta xét sy ton tai ctia da tap tich phan cho phuong trinh (1)
v6i didu kién tong quat hon. Cu thé toan t1t phi tuyén f(¢,z) théa man
diéu kién

1f(tz) = F(E 9l < o)z -yl
trong d6 o(t) 13 ham thyc khong am thuoc khong gian ham chap nhan
duge. Dé thuan tién ta xét phuong trinh (1) é dang sau

£(t) = U(t, s)(s) + / Ut €) F(€,(€))de

trong do6 U(t, s)i>s>0 12 ho tién hoa ta dinh nghia dudi day.



Dinh nghia 1.1. Ho cac toan tit tuyén tinh bi chan U = U(t, 8)>s>0
trén khong gian Banach X dudgc goi 1a ho tién héa trén nita dudng thang
néu
(i) U(t,t) =idva U(t,7)U(1,s) =U(t,s) v imoit >7>s>0
(ii) Anh xa (¢,s) — U(t, s)z lien tuc véi moi x € X
(iii) Ton tai cac hiing s6 K, c > 0 sao cho ||U(t,s)| < Ket=*)

Khai niém vé ho tién hoéa & trén xuat hien mot cach tu nhién tu 1y
thuyét ctia bai toan Cauchy déi véi phuong trinh tién héa dat chinh sau
day (xem thém [7, Chuong 5], [13], [15]).

dt

W) — At)u(t), t>s>0
u(s) =z € X

trong d6 A(t) 14 toan tit tuyén tinh néi chung khong bi chin véi mdi
t > 0. Khi bai toan Cauchy trén dat chinh thi ton tai mot ho tién hoa
(lien tuc manh, bi chan ma) U = U(t, $)>s>0 $a0 cho nghiém ctia phuong
trinh duge cho bdi u(t) = U(t, s)u(s). Dé biét chi tiét hon vé khai niem
ho tién hoéa, dicu kién dé ton tai nhitng ho nhu vay va nhiing ting dung
vao phuong trinh dao ham riéng thi ta c6 thé tham khao Pazy [7] (ciing
c6 thé xem Nagel vd Nickel [12] vé sy dat chinh ciia bai toan Cachy
khong autonom trén toan truc R).

1.2 Khéng gian ham va tinh chap nhan dudc

Dinh nghia 2.1. Mot khong gian vecto E gom cac ham thuyc do dugc
Borel trén R, duge goi 1a khong gian ham Banach(trén (R, B, \) trong
do6 B 1a dai s6 Borel va X 1a do do Lebesgue trén R, ) néu

(1) (E,||-||g) 1& khong gian Banach va néu ¢ € E, ¢ 13 ham thyc do
duge Borel sao cho |¢(+)| < |¢(+)] (M-a.e) thi € Eva ||[¢||g < ||¢lle
(2) Ham dac trung x4 € E v6i moi A € B ¢6 do do hitu han va
Supy> || X[t 141/l 2 < 00, infi=o [|x(t,1+1)l[ 2 > 0.

(3) E — Ly 10(Ry) tiic 1a v6i moi doan compact J C R, ton tai 85 > 0
sao cho [, |f(t)|dt < By fllg véi moi f € E.




B6 dé dusi day cho ta tiéu chuan kiém tra mot ham liéu c¢6 thuoc
khong gian ham Banach FE.

Bo6 dé 2.2. Cho khong gian ham Banach E, ¢ va ¢ 13 cdc ham thuc
do dugc Borel trén R, sao cho hai ham trung nhau bén ngoai mot doan
compact va bi chin cot yéu trong doan nay. Khi d6 ¢ € E khi va chi khi
Ve k.

Chitng minh: Gid st ¢ € E va ¢ # 9 trén J = [a,b]. Do ¢ bi chin
cot yéu trén J nén ton tai M > 0 sao cho

MA) = A({te T [g(t)] > M) =0

bat B = J\ A, do E la khong gian ham Banach nén |p| € E va xp € E.
Bdéi vay, |¢| + Mxp € E. Ngoai ra ta co, |¢| < |p|+ Mxp(A-a.e), suy ra
Ve k. O

Dinh nghia 2.3. Cho khéng gian ham Banach E va khong gian
Banach X, dat

E=ER,,X)={f: R, — X sao cho f do dugc va || f(:)|| € E}

voi || flle == Il f()]lllg- Khi d6 € 1a khong gian Banach, né duge goi la
khong gian Banach tuong ing v6i khong gian ham Banach E.

Dinh nghia 2.4. Khong gian ham Banach E dudgc goi 1a chap nhan
dugc néu n6 théa méan

(i) Ton tai hang s6 M > 1 sao cho moi [a,b] € R, vA moi p € F ta c6

b
M(b—a
/ ot)lat < M=y
a HX[a,b]HE

(i) Néu ¢ € E thi ham Ajp(t) = ttH o(t)dr € E

(iii) £ 1a T va T bat bién véi moi 7 € R, trong d6
n [ pt=7) néut>7>0

TTgp(t)_{O ntul0<t<r

T-p(t) =@t +7)véimoit>0
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Hon nita ton tai Ny, No > 0 sao cho |[|TF|| < Ny, ||T7|| < Ny v6i moi
T € R+.

Vidu Khong gian L,(R;), 1 < p < oo va khong gian

M) = {1 € bun®) s [ 150l < o |

t>0

voi || fllm = supsg fttH |f(7)]dT 1a cac khong gian ham Banach chap
nhan duge. Hon nita, néu E 1a khong gian ham Banach thi £ — M(R,).
That vay, dat 8 = inf;>o || Xj,+1)/|r > 0. Theo dinh nghia clia E ta c6

t+1 M
/ Fldr < 21 voi moi ¢ 2 0% f € (2)
t

Do d6, f € M(R.) va || fllm < %l flle- Béi vay, E — M(Ry).
Duéi day 14 mot s6 tinh chat ctia khong gian ham chap nhan dugc.

Meénh dé 2.5. Cho F la khong gian ham Banach chap nhan duge. Ta
c6 cac khang dinh sau

(a) Cho ¢ € L1 1oc(Ry) sao cho ¢ > 0 va Ajp € E. V6i moi 0 > 0 ta xac
dinh A o va A_¢ nhu sau

Khi d6 A, ¢ va A € E. Hon nita, néu p € M(R,) thi A_p va A_p bi
chan va ta c6 danh gia

N
1—e°

Ny
_ 6_0'

1Alloe = 5 IMTY lloo va [[Agp]loe < [Arplle (3)

trong d6 17", Ay va N1, Ny duge xac dinh trong dinh nghia 2.4.
(b) Véi moi o > 0, ¥(t) = e € E.
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(c) Véi moi b > 0, f(t) =e’ ¢ E.

Chitng minh: V6i a € R dit a,. = max{0,a}, ta c6
t

AT lt) = / o(s)ds

(t—=1)+

0 nfu(<t<l1
Ty Ap(t) = {

f(tt_1)+ ¢(s)ds néut > 1

Do T;"Ajp € E nén theo bo dé (1.2.2) suy ra A{T} ¢ € E. Mt khac ta
co

, > (t=3)+ > _ (t=7)+
e =3 [ et i< e [ s

j=0 Y (t=(+1))+ =0 (t—=(j+1))+
= Z e_ngfAlergp(t) v6i moi t € Ry
=0
Ta c6 e 7T AT p € E v6i moi j va

(0.9]

i - —jo Nl
ST M T plls < 30 Me P ATl =~ AT e

_ 6_0
Jj=0 j=0

Vi E la khong gian ham Banach nén A p € E va ta c6

’ N1
IAselle < T—= 1M elle (4)
Tuong tu ta co
) 00 pttj+l o ptgl
o= [ e psas < e [ als
=0 t+j j=0 t+j

— Z e_j"Tj_Algp(t) v6i moi t € Ry
=0

Ta c6 e 77T, Aip(t) € E v6i moi j va

Yo le T Mglle < Noe ™ | Augllp =

Ny
1—e°

1Al



Vi E la khong gian ham Banach nén Ay € E va ta c6

N
1—e°

1Asells < [Arl| (5)
V6i ¢ € M(R.) suy ra A, vi A, bi chin. Ap dung véi E = Lo, tit (4)
va (5) suy ra bat dang thiic (3).

(b) Lay xpo1) € E, dat

‘ efat(ea_l) P
o e el t>1
£ — a(t—s) ds = _a, H?U. o
u(t) /O e X(o,1)(s)ds { 1 néu0<t<l

Theo (a) ta c6 v(t) € E. Vi vay, theo bo dé 2.2 suy ra ¢ € E.
(c) Gia sit ton tai b > 0 sao cho f(t) = e’ € E. Theo (2) ta c6

1 M
Eebt(eb —1)< ?HfHE v6i moi t > 0

Diéu nay mau thuin véi lim, . e’ = oo. O

Dé so sanh céc nghiém trén da tap ta can dinh Iy bat dang thitc nén,
trudce hét ta nhac lai khai niem nén duéi day.

Mot tap dong K trong khong gian Banach W dude goi 14 nén néu né
thda man cac tinh chat sau
(i) o € K suy ra Azg € K v6i moi A > 0
(i) x1, 29 € K suy ra x1 + 29 € K
(ili) £x¢ € K suy ra zp = 0.

Cho nén I trong khong gian Banach W. Véi x, y € W ta xac dinh
quan he x <ynéuy —z € K.

Dinh 1y 2.6.(Bat dang thiicnén)  Cho nén K trong khong gian Banach
W sao cho K 1a bt bién véi toan tit A € L(W) c¢6 ban kinh pho 74 < 1.
Vé6i x va z € W sao cho x < Ax 4 z. Khi d6, moi y € W la nghiém cua
phuong trinh y = Ay + 2z ta c6 = < y.

Chitng minh: Dt Sz = Ax + 2z, theo gia thiét ta c6 v < Sz. V6i moi
x <ytacdSy—Sr=A(y—x) € K donén K bat bién véi toan tit A,



suy ra Sz < Sy. Bang quy nap ta co
n—1
S'r=A"r + Z Az
i=0
vax < Sz < S%x < --- < S"z. Chon ¢ sao cho 14 = lim, . /]| A" <
q < 1. Do do, ton tai N > 0 sao cho ||A"|| < ¢" v6i moi n > N. Suy ra,
|A"z|| — 0 khi n — oco. Xét phuong trinh

y=Ay+z I —-Ay==z2

Dory<lnéntontai ([ —A) " vay=(1T—-A)tz=5 " A% Taco

n—1
xSS”x@A”anZAiz—xEK
i=0
Vi K doéong nén khi chon - oo tacoy —z € K, suy ra x < y. Il



