Chuong 3. Ap dung

Trong chuong nay ta dua ra mot so6 vi du minh hoa cho cac két qua trong
chuong 2. Trong cac vi du nay dé chi ra ho tién héa sinh béi phan tuyén
tinh clia bai toan ban dau c6 nhi phan mi ta can cac két qud da biét
dudi day.

3.1 Nhi phan mi cta Cy-nita nhém

Dinh nghia 1.1. Mot ho cac toan ti tuyén tinh bi chan 7 = (T'(t) )0
tréen khong gian Banach X dudc goi 1a Cy-ntta nhém néu cac dieu kien
sau dugc thoa man
(a) T(0) =1
(b) T(t+s)=T(t)T(s) v6i moi t, s > 0
(c) limp 0T (t)r =z véi moi x € X.
Dinh nghia 1.2. Mot Cp-nita nhom 7 = (7T'(t)):>o dude goi 1a c6 nhi
phan mfi néu ton tai phép chiéu P va cic hing s6 K, v > 0 sao cho
(i) PT(t) = T(t)P v6i moi t > 0
(¢4) Han ché T'(t), : KerP — KerP la déng cau véi moi t > 0
(i13) ||T()z| < Ke ||| v6i moi x € ImP vat >0
(iv) ||T(t)z|] < Ke V||x|| v6i moi x € KerP vat >0

Nhan xét 1.3. Néu 7 = (T(t));>0 12 Co-nita nhém thi ta xac dinh ho
tién hoa tuong tng Ur = U(t, 8)s>s>0 nhu sau

U(t,s)=T({t—s) v6imoit>s>0

B6 dé 1.4. Cy-ntta nhém 7 = (T(t))s=0 c6 nhi phan mit khi v& chi khi
ho tién hoa Ur = U(t, $)i>s>0 c6 nhi phan mal.
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B6 dé 1.5. Cho 7 = (T(t))i>0 1a mot Cy-nita nhom trén X véi toan
tt sinh A. Néu A théa méan dinh 1y 4nh xa pho, tic la

"W = o(T()) \ {0}

thi cac khang dinh sau la tuong duong
(a) (T'(t))t>0 c6 nhi phan ma.
(b) o(A)NiR = 0.
Chia y: Néu A latoan ti tuyén tinh bi chén trén khong gian Banach
X thi A théa méan dinh Iy 4nh xa pho.

3.2 Phuong trinh vi phan thuong

Vidu 2.1. Xét phuong trinh

Z—f = Ax(t) + f(t,x)

trong d6 A la toan tit sinh ctia nita nhém T'(t) v6i t > 0 va o(A) duge
phan thanh hai tap pho {\ € o(A)|ReX < 0} va {\ € o(A) | ReX > 0}.
Khi d6, U(t,s) = T(t —s) v6i moi t > s > 0 ¢6 nhi phan ma. Béi vay,
néu f 1a p-Lipschitz v6i ham ¢ nao d6 thuoc khong gian ham chap nhan
duge E va théa man gia thiét ctia dinh ly (2.2.7) thi phuong trinh tich
phan (6) tng véi phuong trinh trén c6 da tap on dinh bat bién. Tit dinh
Iy (2.1.8) va dinh 1y (2.2.7) ta thay, néu phuong trinh tich phan (6) c6
da tap on dinh bat bién thi (6) c6 da tap 6n dinh dia phuong véi ban
kinh p du nho.
Nhan xét: Trong cic dinh 1y ton tai da tap tich phan thi ham ¢ khong
am va théa man SN I T gl|o + Naf|Argp]le) dit nho. Trong céc
vi du 4p dung dé don gidn ta xét diéu kien [|A1p]|~ = supyg fttﬂ o(T)dr
dt nho thay thé cho diéu kién tréen.
Vidu 2.2. Xét phuong trinh

dx

= Aalt) + b~ £ (1)

v6i A la toan tit sinh clia nita nhém va o(A)NiR = (. Anhxa f: Ry — X
la bi chan, trong d6 X la khong gian Banach va a > 0.
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Dat, F(t,z) = ||z|*f(t). Khi d6, F 1a @-Lipschitz véi ¢(t) = |ble™*
trén moi hinh cau B,. Béi vay, néu sup, - fttﬂ |ble=TdT < % la d nho
thi phuong trinh trén c6 da tap on dinh dia phuong. Tuy nhién, ham F
khong ¢ -Lipschitz trén toan khong gian X. Do d6, phuong trinh trén
c6 thé khong c6 da tap on dinh bét bién.

Nhan xét: Dé thay 16 dieu kien cho su ton tai cac da tap tich phan
clia cac dinh 1y trong chuong 2 manh hon tinh Lipschitz déu. Ta xay
dung ham ¢*(t) c¢6 gia tri vo cung 16n dudi day.

*(t)_ |b|n v6l moi t € (n—#;n—f—#)’ nEN*\{l}
v 10 néu ngudc lai

v6i b # 0. Tuy nhién, ta c6 sups fttﬂ ©*(T)dT < 00. Béi vay, khi chon
b di nhé ta sé thu dudc su ton tai clia cac da tap tich phan trong cac vi
du v6i ham phi tuyén théa man ¢* -Lipschitz.

Vidu 2.3. Trong khong gian R" xét phuong trinh

dx
- = Az(t) + ¢*(t) cos(x(t))
trong d6 A 1a ma tran hé s6 hang c6 cac gia tri rieng v6i phan thuc khéc
0 va ©*(t) € Loo(R,). Do vay, phan tuyén tinh ctia phuong trinh c6 nhi
phan mi vd ham phi tuyén F(t,z) = ¢*(t) cos(x) 1a ¢* -Lipschitz. Béi
vay, phuong trinh trén c6 da tap on dinh bat bién. Hon nita, néu ta xét
t € R va mé rong ham ¢* véi n € Z* thi phuong trinh trén sé ton tai da
tap bat bién khong on dinh véi b di nho.

D6i véi phuong trinh trén ta xét bai toan nhiéu

dz .

= = (A+ B(1))x(t) + ¢"(t) cos(x(t))
trong d6 B(t) 1a ma tran véi céc hé s6 lien tuc. Theo [4] bai toan nhiéu
c6 nhi phan mi neu SUP2g HB(t)H < N(HH)V(%NH)/trong d6 N,v va
H = supy>q ||P(t)]] 1a hang so nhi phan va phép chiéu nhi phan tuong
ing v6i ma tran hing A. Béi vay, khi nhiéu kha bé thi phuong trinh
nhéu sé ton tai cac da tap tich phan bat bién on dinh va khong on dinh.
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Vidu 2.4. Xét phuong trinh

Z—f = Ax(t) + f(t,x)

trong d6 A la toan ti sinh ctia nita nhém chinh hinh T'(¢) véi t > 0
va o(A) duge phan thanh ba tap phd {\ € o(A)|ReX < 0}, {\ €
g(A)|ReX > 0} va {\ € 0(A) |ReX = 0} sao cho o(A) NiR 1a hitu han
diém. V6i moi ¢t > s > 0 ta dinh nghia ho tién héa U(t,s) = T(t — s).
Theo dinh 1§ anh xa phd cho nita nhém chinh hinh véi tg ¢6 dinh thi
o(T(ty)) dugc phan thanh ba tap roi nhau bao gom nam trong, trén
va ngoai dudng tron don vi trong mat phing phitc. Cac phép chiéu
P; = Pj(ty), j = 1, 2, 3 tuong ting la cac phép chiéu pho trén cac tap
pho ctia toan tit T'(tg). Khi d6, U(t, s) c6 tam phan mii. Béi vay, néu f 1a
¢ -Lipschitz v6i ham ¢ théa man sup; - fttﬂ @(7)dr di nhé thi phuong
trinh (26) c6 da tap tam on dinh.

3.3 Phuong trinh vi phan dao ham riéng
Vidu 3.1. Xét phuong trinh Schrodinger duéi day.

Du(t,x) = iAu(t,z) + Bu(t,x) + be " sin(|u(t, z)|) voit > s> 0.
u(s,z) = f(x), ze€Q

trong d6 ham v« nhan gia tri phic, 3 # 0, o > 0 va Q C R” 13 mién bi
chan. Ta chon khong gian Hilbert X = Lo(Q2) va D(A) = W22(Q) C X.
Khi dé, ta c6 bai toan Cauchy tong quat

{ Du(t,-) = Au(t,") + F(t,u(t,-)) véit>s>0
U(S, ) =feX

trong d6 A = iA+LBIva F : R, xX — X v6i F(t, f)(z) = be ! sin(| f(z)]).
Do toan ti A tu lién hgp nén o(A) C R, suy ra o(A) = (ic(A) +
B) NiR = (. Do d6, A c¢6 nhi phan mi v6i hang s6 nhi phan N, v va
suppso | P(1)] < .

Ta c6, F' la ¢-Lipschitz v6i ¢(t) = |ble . Chon E = L,(R;) véi
1 < p < oo, khi d6 cac hang s6 Ny, Ns trong dinh nghia (1.2.4) bang 1.
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Ta c6 "
bl(1 — e @
Sup/ |ble”“TdT = —| I %)
¢

t>0 «

Béi vay, néu b di nho sé ton tai da tap on dinh bat bién S cho nghiém
dn t6t clia bai toan trén.

Duéi day 1a vi du minh hoa cho dinh 1y ton tai da tap tam on dinh
d6i véi phuong trinh vi phan dao ham riéng.
Vidu 3.2. Cho n € N*| xét phuong trinh

wy(t, 2) = Wy (t, ) + n*w(t, z) + be  cos(w(t,z)), 0<x <7, t>0.

w(t,0) =w(t,m) =0

v6i ¢ > 0. Ta xét X = Ly[0, 7] va A: X — X 1a Ay = §j + n?y véi
D(A) ={y € X : y va ¢ lien tuc tuyet doi, j € X, y(0) = y(7) =0}

Phuong trinh trén c6 dang la

Cfl_? = Au+ f(t,u) véi u(t) =w(t,-)

trong d6 f(t,u) = be " cos(u).
Theo [6] thi A la toan t1t sinh ctia nita nhom chinh hinh 7'(¢) véi ¢t > 0
va ta co

o(A)={-14n* —-4+n%....0,...,—(L+Ek)?*+n% ...}

Ro rang, f 1a ¢-Lipschitz v6i ham o(t) = |ble™ € L,[0,7]. Do d6, néu
SUpP; > fttﬂ ble™Tdr < |—lc’| d nho thi theo vi du 2.4 phuong trinh trén
c6 da tap tam on dinh.
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Két luan

Bai toan ton tai clia cic da tap bat bién 1a bai toan thoi sy va luon
thu hit sy quan tam ctia cac tac gia thudc chuyén nganh phuong trinh vi
phan vi n6 mang lai biic tranh hinh hoc tong thé ctia cac phuong trinh
vi phan v6i nhiéu phi tuyén. Diéu kién quen thudc cho su ton tai cia
cic da tap bat bién ctia phuong trinh vi phan nita tuyén tinh 14 phan
tuyén tinh c¢6 nhi phan ma (hay tam phan mi) va tinh lién tuc Lipschitz
déu ctia phan phi tuyén v6i hée s6 Lipschitz bé. Trong luan van, tic gia
da gi6i thieu mot diéu kien tong quat méi xuat hien gan day cho su ton
tai ctia da tap bat bién ciia phuong trinh vi phan ntta tuyén tinh. Duya
vao diéu kién tong quat nay, tac gid da dua ra diéu kién cho sy ton tai
ctia da tap bat bién khong on dinh trong trusng hop phuong trinh xac
dinh trén toan truc va su ton tai clia da tap tam trong truong hop phan
tuyén tinh c6 tam phan mii. Bén canh do6, tac gid cling ¢6 gang dua ra
cac vi du minh hoa cho su ton tai clia cac da tap bat bién va khong on
dinh ctia mot s6 phuong trinh vi phan thuong va phuong trinh dao ham
rieng khi ap dung cac két qua trong luan van.

Tuy nhién, cac van dé dugc dé cap trong luan vin 1a tuong ddi méi.
Vi vay luan van khong tranh khéi nhitng han ché. Tac gid luan vin mong
mudn nhan duge nhitng ¥ kién déng gép ciia cic thay co gido, cac ban
dong nghiép va nhitng ngusi quan tam dé bo sung hoan thién va tiép
tuc phat trien deé tai.

39



