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Lời mở đầu

Năm 1909, Thue [24] đưa ra kết quả sau đây: “Cho f(x, y) là đa thức

thuần nhất bậc n lớn hơn 2, bất khả quy với hệ số nguyên trên trường

các số hữu tỷ Q và g là số nguyên khác không. Khi đó, phương trình

Diophantine

f(x, y) = g (1)

chỉ có hữu hạn nghiệm nguyên". Phương trình (1) thường được gọi là

phương trình Thue và kết quả của Thue đã được Landau xem như là

“phát hiện quan trọng nhất trong Lý thuyết số".

Câu hỏi về số nghiệm nguyên của phương trình (1) là đối tượng

nghiên cứu của nhiều nhà toán học có tên tuổi trên thế giới, ví dụ như:

Thue và Siegel đã chứng minh rằng với điều kiện thích hợp phương trình

axn − byn = c có nhiều nhất một nghiệm. Năm 1982, Silverman [22] đã

chứng minh với n = 3 phương trình Thue F (x, y) = c có ít hơn

χRF (c)+1

nghiệm nguyên với |c| đủ lớn, trong đó χ > 1 và RF (c) là hạng của nhóm

Mordell-Weil của các điểm hữu tỷ trên đường cong

F (x, y) = czn.

Năm 1991, Stewart [23] đã ước lượng số nghiệm cho trường hợp F (x, y)

là dạng đa thức bậc n: “nếu F (x, y) là đa thức thuần nhất bậc n, bất khả

i



Lời mở đầu

quy và c là số nguyên thì số nghiệm của bất phương trình Thue

|F (x, y)| ≤ c

bị chặn bởi nc2/n(1 + log c1/n).”

Roth đã mở rộng cho trường hợp g là đa thức bậc nhỏ hơn r − 2.

Không chỉ dừng lại ở đa thức thuần nhất hai biến, Schmidt đã tổng

quát hóa định lý Thue trong trường hợp nhiều biến. Schmidt [19] đã xét

cho trường hợp phương trình f1 . . . fr = g, với fi là các dạng tuyến tính

(thuần nhất bậc nhất) n biến và g là hằng số. Hơn nữa, Schmidt [17],

[18] đã chứng minh cho trường hợp fi là các dạng tuyến tính n biến và

bậc của đa thức g nhỏ hơn r − n.

Câu hỏi đặt ra là số nghiệm nguyên của phương trình (1) sẽ như thế

nào nếu các đa thức fi, g không nhất nhiết thuần nhất, với bậc và số

biến tùy ý?

Corvaja và Zannier trong bài báo [6] đã trả lời một phần của câu hỏi

này.

Mục đích chính của luận văn này là chứng minh tính không trù

mật theo tô pô Zariski của tập các nghiệm nguyên của phương trình

f1 . . . fr = g, trong đó fi, g là các đa thức n biến với hệ số là các số

đại số, khi bậc của fi và g thỏa mãn một số điều kiện cụ thể. Ngoài ra,

chúng tôi cũng đưa ra một cách có hệ thống các kiến thức cơ sở về không

gian tô pô, tập đại số, giá trị tuyệt đối, định giá, tập thực sự, độ cao,

dãy chính quy, Định lý Không gian con và Định lý Siegel.

Luận văn trình bày các kết quả quan trọng của bài báo [6] theo bố

cục riêng của chúng tôi.

Luận văn gồm 2 chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Được trình bày với mục đích cung
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cấp các kiến thức cần thiết để cho người đọc dễ theo dõi chứng minh

các kết quả của chương sau. Trong phần đầu của chương này, chúng tôi

nhắc lại những khái niệm và kết quả cơ bản về Hình học đại số và Đại

số giao hoán. Chúng tôi chỉ điểm qua những khái niệm và kết quả chính

có sử dụng trong chương sau. Kết quả quan trọng nhất trong phần này

là Mệnh đề 1.2.16., Nhận xét 1.2.21. Phần còn lại của chương này, chúng

tôi trình bày các khái niệm và các kết quả chính của Lý thuyết số như:

giá trị tuyệt đối, định giá rời rạc, tập thực sự, tô pô v − adic, Định lý

Ostrowski.

Chương 2. Mở rộng phương trình Thue. Đây là chương chính của

luận văn. Trong chương này, chúng tôi sẽ chứng minh về tính không trù

mật theo tô pô Zariski của tập nghiệm nguyên của phương trình Thue

mở rộng khi bậc của các đa thức tham gia thỏa mãn một số điều kiện

cụ thể.

Chương này được chia thành hai phần. Phần thứ nhất, chúng tôi trình

bày khái niệm Độ cao, Định lý Không gian con, Định lý Siegel và chứng

minh một số bổ đề được sử dụng nhiều trong các chứng minh sau.

Phần thứ hai, trình bày chứng minh tính không trù mật theo tô pô

Zariski của Z(OS) trong Z và X (OS) trong X . Các kết quả chính của

chương này và cũng là của luận văn là hai định lý: Định lý 2.2.15 và

Định lý 2.2.16

Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình của TS.

Tạ Thị Hoài An. Tôi xin bày tỏ lòng kính trọng, ngưỡng mộ và lòng biết

ơn vô hạn của mình đến Cô.

Tôi xin gửi lời cảm ơn đến các thầy giáo, cô giáo của Khoa Toán -

Cơ - Tin học trường Đại học Khoa học Tự nhiên - ĐHQG Hà Nội và

Viện Toán học đã tận tình giảng dạy và giúp đỡ tôi trong khoá học Cao

học. Tôi xin cảm ơn Khoa Khoa học Tự nhiên và Xã hội - Đại học Thái
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Nguyên nay là Trường Đại học Khoa học và bộ môn Toán của Trường

Đại học Xây dựng đã tạo điều kiện thuận lợi cho tôi thực hiện kế hoạch

học tập của mình. Tôi xin gửi lời cảm ơn Thầy giáo TS. Lê Minh Hà đã

tận tình giảng dạy và giúp đỡ tôi rất nhiều trong cả khóa học. Tôi cũng

xin gửi lời cảm ơn đến bạn bè và đồng nghiệp đã giúp đỡ tôi hoàn thành

khoá học.

Cuối cùng, tôi xin được bày tỏ sự biết ơn tới gia đình: mẹ, em gái và

vợ đã tạo điều kiện tốt nhất cho tôi được học tập và hoàn thành luận

văn này.

Hà Nội, ngày ... tháng ... năm 2009
Tác giả

Nguyễn Xuân Linh

iv



Bảng ký hiệu

[E : k] bậc của E trên k.
A∞ tập tất cả các giá trị tuyệt đối Ácsimét trên k.
S tập chứa hữu hạn các giá trị tuyệt đối trên k bao gồm cả A∞.
OS,k vành các điểm S- nguyên trên k.
X (OS) = X ∩On

S .

V ∗
N =

VN

(G1, G2, ..., Gb) ∩ VN

V N tập các đa thức thuần nhất bậc N trong k[X0, X1, ..., Xn].
Ok vành định giá trên trường k.
] hợp rời.
f � g xem Định nghĩa 2.2.10
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi sẽ nhắc lại một số tính chất cơ bản

của không gian xạ ảnh, định giá và những kiến thức liên quan khác nhằm

giúp cho người đọc dễ theo dõi. Các khái niệm và kết quả của chương

này được trích dẫn từ [2], [8], [9], [10], [13], [14], [26], ...

1.1 Không gian tô pô

Định nghĩa 1.1.1. Không gian tô pô là một cặp (X, τ) trong đó X là
một tập hợp và τ là một họ những tập hợp con của X(τ ⊆ 2X) thỏa
mãn các điều kiện sau:

(i) ∅ ∈ τ,X ∈ τ ;

(ii) Nếu U1 ∈ τ và U2 ∈ τ thì U1 ∩ U2 ∈ τ ;

(iii) Nếu {Ut}t∈T là một họ những tập hợp con của X và Ut ∈ τ với
mọi t ∈ τ thì ∪

t∈T
Ut ∈ τ.

Tập hợp X gọi là không gian, phần tử của X gọi là điểm của không
gian, mỗi phần tử của τ gọi là tập hợp mở trong không gian X. Họ τ gọi
là tô pô trên tập hợp X.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Định nghĩa 1.1.2. Giả sử (X, τ) là một không gian tô pô và A ⊆ X.

(i) Tập hợp A được gọi là một tập hợp đóng trong X nếu phần bù
của nó X \A là một tập hợp mở trong X.

(ii) Giao của họ tất cả các tập hợp đóng chứa A được gọi là bao đóng
của tập hợp A, kí hiệu Ā.

Tập trù mật

Định nghĩa 1.1.3. Giả sử X là không gian tô pô và A ⊆ B là các tập
con của X. Tập A được gọi là trù mật trong B nếu Ā ⊇ B.

Định lý 1.1.4. (Xem [2], Chương II, Định lý 3.4) Giả sử A là một tập
hợp con của một không gian tô pô X. Khi đó, A trù mật trong X khi và
chỉ khi mỗi tập hợp mở khác rỗng trong X đều có điểm chung với A.

1.2 Không gian xạ ảnh

Định nghĩa 1.2.1. Cho k là một trường. Không gian xạ ảnh n - chiều
trên k, kí hiệu Pn

k , hay đơn giản Pn là tập hợp các lớp tương đương của
bộ (a0, ..., an) các phần tử của k, không đồng thời bằng không theo quan
hệ tương đương (a0, ..., an) ∼ λ(a0, ..., an) với mọi λ thuộc k \ {0}.

Mỗi phần tử của Pn được gọi là một điểm.

Định nghĩa 1.2.2. Giả sử T là một họ các đa thức thuần nhất trong
k[X0, ..., Xn]. Tập

Z(T ) = {P ∈ Pn|f(P ) = 0 với mọi f ∈ T}

được gọi là tập không điểm của họ các đa thức thuần nhất của vành
k[X0, ..., Xn].

Tập không điểm của một đa thức thuần nhất F được gọi là siêu mặt
xác định bởi F. Đặc biệt, nếu F là đa thức thuần nhất bậc 1 thì siêu
mặt Z(F ) được gọi là siêu phẳng xác định bởi F.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Tập đại số

Định nghĩa 1.2.3. Tập con Y của Pn được gọi là một tập đại số nếu
tồn tại họ các đa thức thuần nhất T của k[X0, ..., Xn] sao cho Y = Z(T ).

Mệnh đề 1.2.4. (i) Hợp của hai tập đại số là một tập đại số.

(ii) Giao của một họ tùy ý những tập đại số là tập đại số.

(iii) Tập hợp rỗng và toàn bộ không gian là những tập đại số.

Chứng minh. (i). Giả sử Y1 = Z(T1) và Y2 = Z(T2).
Đặt T1T2 = {fg ∈ k[X0, ..., Xn]|f ∈ T1, g ∈ T2}.

Ta sẽ chứng minh Y1 ∪ Y2 = Z(T1T2).

Giả sử P ∈ Y1 ∪ Y2 thì hoặc P ∈ Y1 hoặc P ∈ Y2. Vì vậy, P là một
không điểm của mọi đa thức trong T1T2.

Ngược lại, giả sử P ∈ Z(T1T2) và P 6∈ Y1. Khi đó tồn tại f ∈ T1 sao
cho f(P ) 6= 0. Với mọi g ∈ T2, ta có (fg)(P ) = 0. Do đó, g(P ) = 0 hay
P ∈ Y2.

(ii). Giả sử Yα = Z(Tα) là họ tùy ý các tập đại số. Ta sẽ chứng minh
∩Yα = Z(∪Tα). Thật vậy,

nếu P ∈ ∩Yα thì P ∈ Yα với mọi α hay f(P ) = 0 với mọi f ∈ ∪Tα.

Do đó, P ∈ Z(∪Tα).

Nếu P ∈ Z(∪Tα) thì f(P ) = 0 với mọi f ∈ ∪Tα hay P ∈ Yα với mọi
α. Do đó, ∩Yα là tập đại số.
(iii). Tập rỗng ∅ = Z(1) và toàn bộ không gian Pn = Z(0). Vì vậy, tập
rỗng và toàn bộ không gian cũng là tập đại số. ♦

Định nghĩa 1.2.5. Trên Pn xác định tô pô với các tập mở là phần bù
của các tập đại số được gọi là tô pô Zariski.

Định nghĩa 1.2.6. Một tập con khác rỗng Y của không gian tô pô X
được gọi là khả quy nếu nó biểu diễn được thành hợp của hai tập con
đóng thực sự trong Y. Trái lại, Y được gọi là bất khả quy.
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Định nghĩa 1.2.7. Đa tạp đại số xạ ảnh (hay đơn giản đa tạp xạ ảnh)
là một tập con đóng, bất khả quy trong Pn.

Định nghĩa 1.2.8. Giả sử Y là một tập con của Pn. Iđêan

I(Y ) := {f ∈ k[X0, ..., Xn]|f là đa thức thuần nhất và f(P ) = 0 với mọi P ∈ Y }

được gọi là iđêan thuần nhất của Y trong k[X0, ..., Xn].

Định nghĩa 1.2.9. Giả sử X là một không gian tô pô. Chiều của X

là supermum của tất cả các số nguyên n sao cho tồn tại một dãy Z0 ⊂

Z1 ⊂ ... ⊂ Zn của các tập con phân biệt, đóng, bất khả quy của X.

Chiều của một đa tạp W được xác định là chiều của không gian tô
pô cảm sinh trên W.

Ví dụ 1.2.10. Chiều của Pn bằng n (Xem [9], Hệ quả 4.1.8).

Mệnh đề 1.2.11. (Xem [14], Mệnh đề 1.21) Một siêu mặt bất khả quy
trong Pn có n− 1 chiều.

Định nghĩa 1.2.12. Một đa tạp r-chiều Y trong Pn được gọi là giao
đầy đủ nếu iđêan thuần nhất I(Y ) của Y được sinh bởi n − r đa thức
thuần nhất.

Định nghĩa 1.2.13. Giả sử Y là tập đại số trong Pn. Vành
S(Y ) = k[X0, ..., Xn]/I(Y ) được gọi là vành tọa độ thuần nhất của Y.

Mệnh đề 1.2.14. (Xem [10], Mệnh đề 1.2)

(i) Nếu a là iđêan sinh bởi họ các đa thức thuần nhất T thì Z(T ) =

Z(a).

(ii) Nếu T1 ⊆ T2 là các tập con của vành đa thức k[X0, ..., Xn] thì
Z(T2) ⊆ Z(T1).

(iii) Nếu Y1 ⊆ Y2 là các tập con của Pn thì I(Y2) ⊆ I(Y1).

4



Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

(iv) Nếu Y1, Y2 là các tập con của Pn thì I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).

(v) Nếu Y là tập con của Pn thì Z(I(Y ) = Ȳ (bao đóng của Y ).

Mệnh đề 1.2.15. Một tập đại số Y ⊆ Pn là bất khả quy khi và chỉ khi
I(Y ) là iđêan nguyên tố.

Chứng minh.

Điều kiện cần: Giả sử Y là tập đại số bất khả quy và fg ∈ I(Y ).

Khi đó, Y ⊆ Z(fg). Theo Mệnh đề 1.2.14, ta có Z(fg) = Z(f) ∪ Z(g).

Do đó, Y ⊆ Z(f) ∪ Z(g) và Y = (Y ∩ Z(f)) ∪ (Y ∩ Z(g)).Vì Y bất
khả quy và (Y ∩ Z(f)), (Y ∩ Z(g)) là các tập con đóng của Y nên hoặc
Y = (Y ∩ Z(f)) hoặc Y = (Y ∩ Z(f)).Vì vậy, hoặc Y ⊆ Z(f) hoặc
Y ⊆ Z(g). Suy ra, hoặc f ∈ I(Y ) hoặc g ∈ I(Y ), hay I(Y ) nguyên tố.

Điều kiện đủ: Giả sử I(Y ) nguyên tố và Y = Y1 ∪ Y2 với Y1, Y2

là các tập đại số. Theo Mệnh đề 1.2.14, ta có I(Y ) = I(Y1) ∩ I(Y2).

Vì I(Y ) nguyên tố nên I(Y ) bất khả quy. Do đó, hoặc I(Y ) = I(Y1)

hoặc I(Y ) = I(Y2). Vì Y, Y1, Y2 đóng nên theo Mệnh đề 1.2.14 ta có
Z(I(Y )) = Y , Z(I(Y1)) = Y1 và Z(I(Y2)) = Y2. Vì vậy, hoặc Y = Y1

hoặc Y = Y2, hay Y bất khả quy. ♦

Mệnh đề 1.2.16. (Xem [9], Mệnh đề 4.2.4) Cho X là đa tạp xạ ảnh
của Pn và f ∈ k[X0, ..., Xn] là đa thức thuần nhất khác hằng không triệt
tiêu hoàn toàn trên X. Khi đó, dim(X ∩ Z(f)) = dimX − 1.

Hệ quả 1.2.17. Giả sử Z ⊂ Pn là giao đầy đủ r-chiều không chứa siêu
phẳng tại vô cực X0 = 0. Khi đó giao của Z với siêu phẳng X0 = 0 là
một đa tạp r − 1 chiều.

Chứng minh. Áp dụng Mệnh đề 1.2.16 với X = Z và f = X0. ♦

Định lý 1.2.18. (Xem [13], Chương 5, Định lý 22) Cho R là vành
Noether và R[X1, ..., Xn] là vành đa thức n biến. Khi đó

dimR[X1, ..., Xn] = dimR+ n.

Hệ quả 1.2.19. Giả sử k là trường. Khi đó dim k[X1, ..., Xn] = n.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Định nghĩa 1.2.20. Cho R là vành giao hoán có đơn vị và M là một
R-môđun hữu hạn sinh.

(i) Ta nói rằng x ∈ R là phần tử M -chính quy nếu xm = 0 với m ∈ M

kéo theo m = 0, nói cách khác, nếu x không là ước của không của M .

(ii) Dãy x1, . . . , xn ∈ R được gọi là một M -dãy chính quy (hoặc M-dãy)
nếu nó thỏa mãn các điều kiện:

a) xi là phần tử M/(x1, . . . , xi−1)M -chính quy với mọi i = 1, . . . , n;

b) M/(x1, . . . , xn)M 6= 0.

Từ Định nghĩa 1.2.20 ta có ngay nhận xét sau.

Nhận xét 1.2.21. 1. Nếu x ∈ R là phần tử M - chính quy thì xk ∈

R, k ∈ N cũng là phần tử M -chính quy.

2. Nếu dãy a1, a2, ..., am là R-dãy chính quy thì a2, a3, ..., am, trong
đó ai = ai + (a1) ∈ R/(a1)R, i = 2, m là R/(a1)R-dãy chính quy.

Định lý 1.2.22. (Xem [13], Chương 6, Định lý 31) Cho (R,m) là vành
địa phương Cohen - Macaulay. Khi đó dãy a1, a2, ..., ar ∈ m là R-dãy
chính quy khi và chỉ khi

dimR/(a1, ..., ar)R = dimR − r.

Định nghĩa 1.2.23. Giả sử R là một vành giao hoán và M là một R-mô
đun. Một dãy M = M0 ⊇ M1 ⊇ ... ⊇ Mn ⊇ ..., trong đó Mn là các mô
đun con của M, được gọi là một lọc của M và ký hiệu là (Mn).

Định nghĩa 1.2.24. Giả sử M = ⊕
l∈Z
Ml là một S- mô đun phân bậc

trên vành đa thức S = k[X0, ..., Xn]. Hàm Hilbert HM của mô đun M

được xác định bởi
HM(l) = dimkMl

với mỗi l ∈ Z.
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1.3 Giá trị tuyệt đối

Định nghĩa 1.3.1. Cho k là một trường. Ánh xạ | . |v : k → R+ được
gọi là giá trị tuyệt đối trên trường k nếu thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) |x|v ≥ 0, với mọi x ∈ k;

(ii) |x|v = 0 khi và chỉ khi x = 0;

(iii) |xy|v = |x|v|y|v; với mọi x, y ∈ k;

(iv) |x+ y|v ≤ |x|v + |y|v, với mọi x, y ∈ k.

Nếu thay điều kiện (iv) bằng điều kiện mạnh hơn

(v) |x+ y|v ≤ max(|x|v, |y|v), với mọi x, y ∈ k thì |.|v được gọi là giá
trị tuyệt đối phi Ácsimet.

Giá trị tuyệt đối mà |x|v = 1 với mọi x ∈ k∗ được gọi là giá trị tuyệt đối
tầm thường.

Ví dụ 1.3.2.

(a) Các giá trị tuyệt đối thông thường trên trường số thực R và
trường số hữu tỷ Q là các giá trị tuyệt đối trên R và Q.

(b) Cho p là một số nguyên tố. Ánh xạ
vp : Q −→ R+

x = pr m
n 7−→ 1

pr

trong đó (m, p) = 1, (n, p) = 1, m, n, r ∈ Z, vp(0) = 0, là giá trị tuyệt đối
phi Ácsimet trên Q và được gọi là giá trị tuyệt đối p− adic.

(c) Cho k là một trường số bất kỳ và các phép nhúng

σ1 : k −→ R.

σ2 : k −→ C.

Khi đó, ánh xạ
| . |v : k → R+

xác định bởi với mọi a ∈ k, |a|v = |σ1(a)| hoặc |a|v = |σ2(a)|2 là các giá
trị tuyệt đối trên k và tương ứng được gọi là các giá trị tuyệt đối thực
hoặc phức.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Nhận xét 1.3.3. Một giá trị tuyệt đối | . |v trên k xác định một metric
trên k với hàm khoảng cách d(x, y) = |x − y|v. Do đó, xác định trên k

một tô pô. Tô pô xác định bởi giá trị tuyệt đối p-adic được gọi là tô pô
p-adic. Tô pô xác định bởi giá trị tuyệt đối v được gọi là tô pô v-adic.

Mệnh đề 1.3.4. Cho k là trường cùng với giá trị tuyệt đối phi Ácsimet
|.|v và α1, α2, ..., αn ∈ k, |αi|v < |α1|v, với mọi i > 1. Khi đó,

(i) |1| = 1, | − 1| = 1, | − x| = |x|, với mọi x ∈ k;

(ii) |
n∑

i=1

αi|v = |α1|v;

(iii) nếu chuỗi
∞∑
i=1

αi hội tụ thì |
∞∑
i=1

αi|v = |α1|v.

Chứng minh. (i) Ta có, |1|2 = |1.1| = |1|. Suy ra, |1| = 1.

Hơn nữa, do | − 1|2 = |(−1).(−1)| = |1| = 1 nên | − 1| = 1.

Với mọi x ∈ k, | − x| = | − 1||x| = |x|.

(ii) Chúng ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp theo n.

- Với n = 2, giả sử |α1|v > |α2|v, ta có

|α1|v = |(α1 + α2) − α2|v ≤ max(|α1 + α2|v, |α2|v)

Ta lại có,
|α1 + α2|v ≤ max(|α1|v, |α2|v) = |α1|v.

Như vậy,
|α1|v ≤ |α1 + α2|v ≤ |α1|v.

Do đó, |α1 + α2|v = |α1|v.

- Giả sử đúng đến n− 1, ta cần chứng minh đúng với n.

Ta có, |
n∑

i=2

αi|v ≤ max
2≤i≤n

|αi|v < |α1|v.

Khi đó, |
n∑

i=1

αi|v = |
n∑

i=2

αi + α1|v = |α1|v.

(iii) Vì chuỗi
∞∑
i=1

αi hội tụ nên tồn tại lim
n→∞

Sn, trong đó, Sn =
n∑

k=1

αk.

Đặt lim
n→∞

Sn = α. Do đó, với mọi ε > 0, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho
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với mọi n ≥ n0 ta luôn có,

|Sn − α|v < ε

hay

|
n∑

k=1

αk − α|v < ε.

Do đó,

|
n∑

k=1

αk|v < |α|v + ε.

Theo (i) ta có, |
n∑

i=1

αi|v = |α1|v. Vì vậy, |α1|v < |α|v + ε.

Cho ε→ 0, ta được |α1|v = |α|v.

♦

Mệnh đề 1.3.5. (Xem [15], Mệnh đề 7.8) Cho các giá trị tuyệt đối
| . |1, | . |2 trên k với | . |1 không tầm thường. Khi đó, các điều kiện sau là
tương đương:

(i) | . |1, | . |2 xác định cùng một tô pô trên k;

(ii) nếu |α|1 < 1 thì |α|2 < 1, với mọi α ∈ k.

(iii) tồn tại số λ > 0 sao cho |α|1 = |α|λ2 , với mọi α ∈ k.

Định nghĩa 1.3.6. Hai giá trị tuyệt đối được gọi là tương đương nếu
chúng thỏa mãn một trong các điều kiện của Mệnh đề 1.3.5.

Định lý 1.3.7. (Định lý Ostrowski, xem [15, Định lí 7.10]) Giả sử | . |

là một giá trị tuyệt đối không tầm thường trên Q. Khi đó,

(i) Nếu | . | là một giá trị tuyệt đối Ácsimet thì | . | tương đương với
giá trị tuyệt đối thông thường trên Q.

(ii) Nếu | . | là một giá trị tuyệt đối phi Ácsimet thì | . | tương đương
với một giá trị tuyệt đối p-adic.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Định nghĩa 1.3.8. Giả sử k là một trường số. Một lớp tương đương các
giá trị tuyệt đối trên k được gọi là một định giá (nếu không sợ nhầm
lẫn, đơn giản ta chỉ nói là giá trị tuyệt đối ) của k.

Từ Định nghĩa 1.3.8 và Mệnh đề 1.3.5 ta có ngay nhận xét sau.

Nhận xét 1.3.9. Giả sử v, w là hai giá trị tuyệt đối thuộc cùng một định
giá của trường số k thì chúng xác định cùng một tô pô trên k.

Định lý 1.3.10. (Xem [15], Định lí 7.12) Cho k là một trường số. Khi
đó tồn tại đúng một định giá của k

(i) cho mỗi iđêan nguyên tố p;

(ii) cho mỗi phép nhúng thực;

(iii) cho mỗi cặp phép nhúng phức.

Sự chuẩn hóa các giá trị tuyệt đối

Trong mỗi lớp tương đương các giá trị tuyệt đối của k, chúng ta chọn
một giá trị tuyệt đối chuẩn hóa như sau:

(i) Đối với một iđêan nguyên tố p của Ok

|a|p = (1/Np)ordp(a) = (Op : (a))−1;

(ii) Đối với một phép nhúng thực σ : k → R, |a| = |σ(a)|;

(iii) Đối với một phép nhúng thuần ảo σ : k → C, |a| = |σ(a)|2.

Định nghĩa 1.3.11. Định giá rời rạc (discrete valuation) trên trường k
là một hàm v : k → Z ∪ {∞} thỏa mãn:

(i) v(a) = ∞ khi và chỉ khi a = 0;

(ii) v(ab) = v(a) + v(b);

(iii) v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)), với mọi a, b ∈ k.

Ví dụ 1.3.12. (a) Cho p là một số nguyên tố. Hàm vp : Q → Z∪{∞}

xác định bởi vp(p
rm

n
) = r, trong đó (m, p) = 1, (n, p) = 1, m, n, r ∈
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Z, vp(0) = ∞, là một định giá rời rạc. Thật vậy, các điều kiện (i), (ii) dễ
dàng kiểm tra. Đối với điều kiện (iii), giả sử a = pr1

m1

n1
, b = pr2

m2

n2
.

Không mất tính tổng quát, giả sử r2 ≥ r1. Khi đó

a+ b = pr1(
m1n2 + pr2−r1m2n1

n1n2
).

Vì (n1, p) = 1, (n2, p) = 1 nên (n1n2, p) = 1. Do đó, vp(a + b) ≥ r1 =

min{vp(a), vp(b)}.

(b) Hàm deg : R[x] → Z ∪ {∞} xác định bởi deg(f(x)) = deg f(x)

không phải là định giá rời rạc vì không thỏa mãn điều kiện (iii).

Định nghĩa 1.3.13. Giả sử k là một trường, v là giá trị tuyệt đối không
tầm thường. Một dãy các phần tử (an) của k được gọi là dãy Cauchy
nếu với mọi ε > 0 tồn tại số tự nhiên N sao cho

|an − am|v < ε với mọi m,n > N.

Trường k được gọi là đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy có giới hạn trong k.

Ví dụ 1.3.14. Dãy số (an) :

8, 68, 668, 6668, ....

là dãy Cauchy với giá trị tuyệt đối 5-adic trên Q và lim
n→∞

an =
4

3
.

Thật vậy, ta có
|am − an|5 = 5−n, (m > n).

Khi đó, với mọi ε > 0, chọn N = [log5

1

ε
] + 1. Do đó, dãy (an) là dãy

Cauchy.
Hơn nữa, ta có

6.8− 8 = 40 = 52.23; 6.68− 8 = 400 = 53.24; 6.668− 8 = 4000 = 54.25, ...

Do đó, |6an − 8|5 =
1

n+ 1
→ 0 khi n→ ∞. Vì vậy, lim

n→∞
an =

4

3
.

11



Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Mệnh đề 1.3.15. (Xem [11], Chương XII, Mệnh đề 2) Tồn tại cặp (kv, i)

gồm trường kv đầy đủ đối với một giá trị tuyệt đối nào đó và phép nhúng
i : k → kv sao cho giá trị tuyệt đối trên k được cảm sinh bởi giá trị tuyệt
đối trên kv(tức là |x|v = |ix| với x ∈ k). Ngoài ra, ik trù mật trong kv.
Nếu (k

′

v, i
′

) là một cặp khác thì tồn tại một đẳng cấu ψ : kv → k
′

v bảo
toàn các giá trị tuyệt đối sao cho biểu đồ sau giao hoán:

i′k k′v

kv

i ψ

Từ Mệnh đề 1.3.15 ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.3.16. Cặp (kv, i) trong Mệnh đề 1.3.15 được gọi là bao
đủ của k.

Định nghĩa 1.3.17. Giả sử v là một giá trị tuyệt đối trên k và E là
một mở rộng của k. Chúng ta nói rằng ω là giá trị tuyệt đối trên E được
mở rộng từ một giá trị tuyệt đối v trên k, kí hiệu ω|v, nếu hạn chế của
ω trên k chính là v.

Định nghĩa 1.3.18. Nếu v là một giá trị tuyệt đối trên k sao cho với mọi
mở rộng hữu hạn E của trường k ta có đẳng thức [E : k] =

∑
ω|v

[Eω : kv]

thì ta nói v ngoan (well behaved).

Định lý 1.3.19. (Xem [11], Chương XII, Mệnh đề 11) Giả sử v là một
giá trị tuyệt đối ngoan trên k, E là mở rộng hữu hạn của k và α ∈ k.

Với mỗi giá trị tuyệt đối ω trên E mở rộng của v, đặt

Nω = [Eω : kv].

Khi đó,
Π
ω|v

|α|Nω

ω = |NE
k (α)|v,

trong đó NE
k (α) là chuẩn của phần tử α ∈ k.
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Định nghĩa 1.3.20. (i) Cho k là một trường. Một giá trị tuyệt đối
trên k được gọi là thực sự (proper) nếu nó không tầm thường, ngoan
và nếu k là trường đặc số 0 thì hạn chế của nó xuống Q hoặc là giá trị
tuyệt đối tầm thường hoặc là giá trị tuyệt đối thông thường hoặc là giá
trị tuyệt đối p-adic.

(ii) Tập Mk gồm các giá trị tuyệt đối trên k được gọi là thực sự
(proper) nếu nó thỏa mãn các điều kiện sau:

(a) mọi giá trị tuyệt đối trong nó đều thực sự;

(b) nếu hai giá trị tuyệt đối phân biệt bất kỳ thì không tương đương;

(c) với bất kỳ x ∈ k∗ thì chỉ tồn tại một số hữu hạn các giá trị tuyệt đối
v ∈Mk sao cho |x|v 6= 1.

Vì với mỗi x ∈ k∗ chỉ tồn tại hữu hạn v ∈ Mk sao cho |x|v 6= 1 nên
với mọi số thực λv > 0, tích Π

v∈Mk

|x|λv
v hữu hạn. Đó là cơ sở cho khái niệm

sau.

Định nghĩa 1.3.21. Cho Mk là tập các giá trị tuyệt đối thực sự trên
k. Với mỗi v ∈Mk, đặt λv là một số thực dương. Chúng ta nói rằng Mk

thỏa mãn công thức nhân với bội λv nếu với mỗi x ∈ k∗, chúng ta có

Π
v∈Mk

|x|λv

v = 1.

Để thuận tiện chúng ta đặt

||x||v = |x|λv

v .

Khi đó, công thức nhân với bội λv được viết lại là

Π
v∈Mk

||x||v = 1.

Chúng ta nói rằng Mk thỏa mãn công thức nhân nếu tất cả λv = 1,

với mọi v ∈Mk.
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Ví dụ 1.3.22. Xét k = Q và λv = 1 với mọi v ∈ MQ = {∞, 2, 3, 5, ...}.

Với mọi x ∈ Q∗, ta viết
x = ± Π

p∈P
pν(x)

trong đó, P là tập các số nguyên tố, ν là định giá rời rạc trên Q.

Khi đó

||x||∞ = |x| = Π
p∈P

pν(x)( giá trị tuyệt đối thông thường)

và
||x||p = |x|p = p−νp(x), với p ∈ P.

Do đó, Π
v∈MQ

||x||v = 1 hay MQ thỏa mãn công thức nhân.

Định lý 1.3.23. Giả sử E là mở rộng hữu hạn của k và Mk thỏa mãn
công thức nhân. Khi đó, ME thỏa mãn công thức nhân với bội Nω =

[Eω : kv], trong đó ω ∈ E, v ∈Mk, với ω|v.

Chứng minh. Giả sử x ∈ E∗, ta có

Π
ω∈ME

|x|Nω

ω = Π
v∈Mk

Π
ω|v,ω∈ME

|x|Nω

ω .

Theo Định lý 1.3.19, ta có Π
ω|v

|x|Nω
ω = |NE

k (x)|v.

Do đó,
Π

ω∈ME

|x|Nω

ω = Π
v∈Mk

|NE
k (x)|v = 1.

♦

Mệnh đề 1.3.24. (Xem [15], Mệnh đề 7.2 ) Một giá trị tuyệt đối | . |v
là giá trị tuyệt đối phi Ácsimet khi và chỉ khi tập {|m|v|m ∈ Z} bị chặn.

Chứng minh.
Điều kiện cần. Giả sử | . |v là một giá trị tuyệt đối phi Ácsimet. Khi đó,
với m > 0 ta luôn có,

|m|v = |1 + 1 + ...+ 1|v ≤ max{|1|v, |1|v, ..., |1|v} = |1|v = 1.
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Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Hơn nữa, ta có, | − 1|v = |1|v. Do đó, | −m|v = |m|v ≤ 1.

Vì vậy, với mọi số nguyên m ta luôn có |m|v ≤ 1 hay nói cách khác tập
{|m|v|m ∈ Z} bị chặn.
Điều kiện đủ. Giả sử |m|v ≤ N với mọi m ∈ Z. Khi đó, với mọi x, y ∈ k

|x + y|nv = |(x+ y)n|v =

∣∣∣∣
n∑

r=0

(
n

r

)
xryn−r

∣∣∣∣
v

≤
n∑

r=0

(
n

r

)
|xr|v|y

n−r|v.

Hơn nữa, |x|rv|y|
n−r
v ≤ max{|x|nv , |y|

n
v} = max{|x|v, |y|v}

n và
(
n
r

)
là một

số nguyên. Do đó,

|x+ y|nv ≤ N(n+ 1) max{|x|v, |y|v}
n.

Lấy căn bặc n hai vế, ta được

|x+ y|v ≤ N
1
n (n+ 1)

1
n max{|x|v, |y|v}.

Cho n→ ∞, ta được |x+ y|v ≤ max{|x|v, |y|v}. Do đó, giá trị tuyệt đối
| . |v là một giá trị tuyệt đối phi Ácsimet. ♦

Từ Mệnh đề 1.3.24 ta có nhận xét sau.

Nhận xét 1.3.25. Một giá trị tuyệt đối | . |v là giá trị tuyệt đối phi Ácsimet
khi và chỉ khi |m|v ≤ 1 với mọi m ∈ Z.
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Chương 2

Mở rộng phương trình Thue

Đây là chương chính của luận văn. Trong chương này, chúng tôi sẽ
chứng minh về tính không trù mật của Z(OS) trong Z̄. Chương này
được chia thành hai phần. Phần thứ nhất đưa ra định nghĩa về điểm
nguyên, độ cao Weil và một số kết quả cơ bản liên quan đến phần sau.
Phần thứ hai là các kết quả chính của bài báo, chúng tôi chứng minh
tính không trù mật của Z(OS) trong Z̄. Kết quả chính của chương này
là Định lý 2.2.15, Định lý 2.2.16 và Định lý 2.2.19.

2.1 Độ cao Weil

Định nghĩa 2.1.1. Giả sử k là một trường số, S là tập hữu hạn các giá
trị tuyệt đối chứa giá trị tuyệt đối Ácsimet A∞.

(i) Phần tử x ∈ k được gọi là S- nguyên trên k nếu |x|v ≤ 1, với mọi
v 6∈ S. Tập hợp các phần tử S-nguyên trên k cùng với hai phép toán
trên k lập thành một vành được gọi là vành S-nguyên, kí hiệu Ok,S hoặc
OS (nếu k đã được hiểu).

(ii) Một điểm P (x1, ..., xn) ∈ An
k được gọi là một điểm nguyên nếu

tất cả các thành phần xi, i = 0, n của nó là S-nguyên trên k.
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Chương 2. Mở rộng phương trình Thue

(iii) Giả sử Z là một siêu mặt, R được gọi là tập các điểm S− nguyên
trên Pn \Z nếu tồn tại một phép nhúng affine i : Pn \Z −→ An sao cho
mọi điểm P ∈ R có các tọa độ đều nguyên.

Ví dụ 2.1.2. Xét k = Q, S = A∞. Giả sử v 6∈ S là một giá trị tuyệt đối
trên Q. Khi đó, theo Định lý Ostrowski, v là một giá trị tuyệt đối p-adic
trên Q. Do đó, với mọi a ∈ Q, v(a) ≤ 1 với mọi v 6∈ S khi và chỉ khi
a ∈ Z. Suy ra, OS = Z. Như vậy, tập các phần tử A∞-nguyên trên Q

chính là tập các số nguyên Z.

Để phát biểu một số kết quả nổi tiếng liên quan đến điểm nguyên,
chúng ta sẽ nhắc lại định nghĩa độ cao của Weil.

Định nghĩa 2.1.3. Giả sử P (x0, ..., xn) ∈ Pn
k . Số

H(P ) = Π
v∈Mk

max(||x0||v, ..., ||xn||v)

được gọi là độ cao Weil của điểm P.

Chú ý 2.1.4.

(i) Định nghĩa 2.1.3 là xác định tốt (tức là H(P ) không phụ thuộc vào
việc chọn tọa độ thuần nhất của P ). Thật vậy, giả sử P 1(λx0, ..., λxn),

λ ∈ k, P 1 ≡ P. Khi đó,

H(P 1) = Π
v∈Mk

max(||λx0||v, ..., ||λxn||v)

= Π
v∈Mk

||λ||v max(||x0||v, ..., ||xn||v)

= Π
v∈Mk

max(||x0||v, ..., ||xn||v) (vì Π
v∈Mk

||λ||v = 1)

= H(P ).

(ii) H(P ) phụ thuộc vào trường số. Thật vậy, giả sử E là mở rộng hữu
hạn của k. Khi đó,

HE(P ) = Hk(P )[E:k] ( vì Π
ω|v,ω∈ME

||x||v = ||x||[E:k]
v ).

Vì vậy, H(P ) còn được gọi là độ cao tương đối.
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Định nghĩa 2.1.5. Giả sử P (x0, ..., xn) ∈ Pn
k . Số

h(P ) =
1

[k : Q]
logH(P )

được gọi là độ cao lôgarít.

Chú ý 2.1.6. Định nghĩa 2.1.5 không phụ thuộc vào trường số. Thật
vậy, giả sử E là mở rộng hữu hạn của k thì

hE(P ) =
1

[E : Q]
logH(P )

=
1

[E : k][k : Q]
logHk(P )[E:k]

=
1

[k : Q]
logHk(P ) = hk(P ).

Vì vậy, h(P ) còn được gọi là độ cao tuyệt đối.

Định lý 2.1.7. (Định lý Không gian con, xem [19] hoặc [26]). Giả sử
k là trường số, S là tập hữu hạn các định giá của k bao gồm cả các
giá trị tuyệt đối Ácsimet, d ≥ 2 là một số nguyên. Với v ∈ S, giả sử họ
Lv,1, ..., Lv,d các đa thức thuần nhất tuyến tính d biến, độc lập tuyến tính,
xác định trên k. Khi đó, với mỗi ε > 0, các nghiệm S-nguyên Q ∈ Od

S

của bất đẳng thức

∑

v∈S

log(
d

Π
t=2

|Lv,t(Q)|v) ≤ −εh(Q)

nằm trong hợp hữu hạn các siêu phẳng của kd xác định trên k.

Định lý 2.1.8. (Định lý Siegel, xem [27, Định lý 19.1]) Cho C là một
đường cong affine trơn trên trường số k. Giả sử C có ít nhất 3 điểm tại
vô cực. Khi đó, tất cả tập các điểm nguyên trên C là hữu hạn.
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2.2 Mở rộng của phương trình Thue

2.2.1 Các kết quả bổ trợ

Bổ đề sau là một kết quả nổi tiếng của lý thuyết vành Cohen-
Macaulay.

Bổ đề 2.2.1. Cho ϕ1, ..., ϕm là các đa thức thuần nhất trong k[X0, ..., Xn]

xác định đa tạp n - m chiều trong Pn. Khi đó {ϕ1, ..., ϕm} là một dãy
chính quy.

Chứng minh. Áp dụng các Định lý 1.2.18 và Định lý 1.2.22. ♦

Bổ đề 2.2.2. Cho R là vành giao hoán, {ϕ1, ..., ϕm} là dãy chính quy
trong R sinh ra ideal I ⊆ R. Giả sử q, q1, . . . , qh ∈ R và

ϕi1
1 . . . ϕ

im
m q =

h∑

r=1

ϕ
j1(r)
1 . . . ϕjm(r)

m qr, (2.1)

trong đó, (j1(r), . . . , jm(r)) > (i1, ..., im), r = 1, ..., h (theo thứ tự từ điển).
Khi đó q ∈ I.

Chứng minh. Chúng ta chứng minh quy nạp theo m.

Với m = 1, ta có ϕi1
1 q =

h∑
r=1

ϕ
j1(r)
1 qr, j1(r) > i1. Vì ϕ1 là chính quy nên

ϕi1
1 cũng là chính quy. Mặt khác, vì j1(r) > i1, với mọi r mà ϕi1

1 chính
quy nên ta có

q =
h∑

r=1

ϕ
j1(r)−i1
1 qr ∈ I.

Giả sử bổ đề đúng đến m− 1. Ta cần chứng minh đúng với m.
Tiến hành đánh số lại các chỉ số 1, ..., h. Giả sử j1(r) > i1 với r =

1, ..., s (có thể s = 0) và j1(r) = i1với r = s + 1, ..., h (trường hợp
j1(r) < i1 không xảy ra vì (j1(r), . . . , jm(r)) > (i1, ..., im), r = 1, ..., h).
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Khi đó, biểu thức (2.1) được viết lại như sau:

ϕi1
1 . . . ϕ

im
m q =

s∑

r=1

ϕ
j1(r)
1 . . . ϕjm(r)

m qr +

h∑

r=s+1

ϕi1
1 . . . ϕ

jm(r)
m qr. (2.2)

Vì ϕ1 không là ước của không của vành R nên từ (2.2) ta có,

ϕi2
2 . . . ϕ

im
m q =

s∑

r=1

ϕ
j1(r)−i1
1 . . . ϕjm(r)

m qr +

h∑

r=s+1

ϕ
j2(r)
2 . . . ϕjm(r)

m qr

hay

ϕi2
2 . . . ϕ

im
m q = ϕ1σ +

h∑

r=s+1

ϕ
j2(r)
2 . . . ϕjm(r)

m qr, (2.3)

trong đó, σ ∈ R.

Xét vành R1 := R/(ϕ1). Khi đó, từ (2.3) ta có,

ϕ̄i2
2 . . . ϕ̄

im
m q̄ =

h∑

r=s+1

ϕ̄
j2(r)
2 . . . ϕ̄jm(r)

m q̄r,

trong đó ϕ̄i = ϕi + (ϕ1) ∈ R1.

Vì (j1(r), . . . , jm(r)) > (i1, ..., im), r = 1, ..., h và j1(r) = i1 với r =

s+ 1, ..., h nên (j2(r), . . . , jm(r)) > (i2, ..., im), r = s+ 1, ..., h.

Hơn nữa, theo Nhận xét 1.2.21 (2), dãy ϕ̄2 . . . ϕ̄m là dãy chính quy trong
R1. Theo giả thiết quy nạp ta được q̄ ∈ (ϕ̄2, . . . , ϕ̄m). Tức là,

q̄ =
m∑

i=2

āiϕ̄i, āi ∈ R1, i = 2, ..., m.

Do đó, q −
m∑

i=2

aiϕi ∈ (ϕ1). Vì vậy, q ∈ I. ♦

Các Bổ đề 2.2.3 và Bổ đề 2.2.5 được chúng tôi trích từ [3, Bổ đề 5].
Để tiện theo dõi chúng tôi trình bày nội dung Bổ đề 5 của bài báo thành
hai bổ đề sau đây.
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Bổ đề 2.2.3. (Xem [3], Bổ đề 5) Giả sử ϕ1, ..., ϕn là các đa thức thuần
nhất trong k[X0, ..., Xn] và xác định một đa tạp 0- chiều của Pn. Khi đó,

nếu 0 ≤ l ≤ n và N ≥
l∑

j=1

degϕj thì

HPn,l
(N) =

l∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈Il,m

(−1)m

(
n+N −

n∑
j=1

degϕij

n

)

trong đó, Il,m là tập con gồm m phần tử của tập {1, 2, ..., l}, Pn,0 =

k[X0, X1, ..., Xn] và Pn,i = Pn,i−1/(ϕi), i = 1, n.

Chứng minh. Vì ϕ1, ..., ϕn xác định một đa tạp chiều 0 nên theo Bổ đề
2.2.1 dãy ϕ1, ..., ϕn là dãy chính quy. Khi đó, bằng cách truy hồi ta được

Pn,i = k[X0, X1, ..., Xn]/(ϕ1, ..., ϕi).

Hơn nữa, theo định nghĩa hàm Hilbert ta có,

HPn,i
(N) = dim

V N

(ϕ1, ..., ϕi) ∩ V N

. (2.4)

Đặt δi = degϕi, C(m,n) =
(
m
n

)
. Ta chứng minh bổ đề quy nạp theo l.

Với l = 0, ta có HPn,0
(N) = dimVN = C(n + N, n). Suy ra bổ đề

đúng với trường hợp l = 0.

Giả sử bổ đề đúng đến l− 1 và ta cần chứng minh bổ đề đúng với l.
Thật vậy, xét dãy khớp ngắn:

0 → Pn,l−1(−δl)
ϕl
−→ Pn,l−1 → Pn,l−1/(ϕl) → 0

với δl = degϕl. Ta lại có, Pn,l−1/(ϕl) = Pn,l. Do đó, với N ≥
l∑

j=1

degϕj

21



Chương 2. Mở rộng phương trình Thue

ta có,

HPn,l
(N) =HPn,l−1

(N) −HPn,l−1(−δl)(N)

=HPn,l−1
(N) −HPn,l−1

(N − δl)

=
l−1∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈Il−1,m

(−1)m

(
n+N −

n∑
j=1

δij

n

)

−
l−1∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈Il−1,m

(−1)m

(
n+N − δl −

n∑
j=1

δij

n

)

=

l∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈Il,m

(−1)m

(
n+N −

n∑
j=1

δij

n

)
.

♦

Ví dụ 2.2.4. Cho ϕ1 = X2
1 +X2

2 , ϕ2 = X4
0 +X4

1 +X4
2 trong R[X0, X1, X2].

Ta có, ϕ1 ∩ ϕ2 = (0, 0, 0), degϕ1 = 2, degϕ2 = 4. Khi đó, ϕ1, ϕ2 là các
đa thức thuần nhất và xác định đa tạp chiều 0.

Với 0 ≤ l ≤ 2, N ≥
n∑

j=1

degϕj = 6, ta có

HP2,0
(N) =

(
2 +N

2

)
=
N2 + 3N + 2

2

HP2,1
(N) =

(
2 +N

2

)
−

(
N

2

)
= 2N + 1

HP2,2
(N) =

(
2 +N

2

)
−

(
N

2

)
−

(
N − 2

2

)
+

(
N − 4

2

)
= 8.

Trong bài báo [6, Lemma 2.3] các tác giả khẳng định với N đủ lớn
thì ta có (2.5) mà không đưa ra một cận dưới nào cho N. Bổ đề sau đây
chỉ ra một cách tường minh bị chặn của N, bổ đề này được trích dẫn từ
bài báo [3].

Bổ đề 2.2.5. Giả sử ϕ1, ..., ϕn là các đa thức thuần nhất trong k[X0, ..., Xn]
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và xác định một đa tạp 0−chiều của Pn. Khi đó, với N ≥
n∑

j=1

degϕj

dim
V N

(ϕ1, ..., ϕn) ∩ V N

= degϕ1 . . .degϕn. (2.5)

Chứng minh. Từ (2.4) ta có, HPn,n
(N) = dim

V N

(ϕ1, ..., ϕn) ∩ V N

.

Hơn nữa, từ Bổ đề 2.2.3 ta có

HPn,n
(N) =

n∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈In,m

(−1)m

(
n+N −

n∑
j=1

degϕij

n

)
.

Do đó, để chứng minh bổ đề ta chỉ cần chứng minh

HPn,n
(N) = Πn

i=1δi với N ≥
n∑

j=1

degϕj với δi = degϕi, i = 1, n. (2.6)

Chúng ta sẽ chứng minh bằng phương pháp quy nạp theo n.

Với n = 1 và N ≥ δ1, từ Bổ đề 2.2.3 ta có,

HP1,1
(N) = C(1 +N, 1) − C(1 +N − δ1, 1) = δ1.

Giả sử (2.6) đúng đến n− 1, ta chứng minh (2.6) đúng với n. Thật vậy,
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ta có

HPn,n
(N) =

n−1∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈In,m

(−1)m[C(n+N −
n∑

j=1

δij , n)

− C(n+N −
n∑

j=1

δij − δn, n)]

=
n−1∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈In−1,m

(−1)m
δn∑

i=1

C(n+N −
n∑

j=1

δij − i, n− 1)

=

δn∑

i=1

n−1∑

m=0

∑

{i1,...,im}∈In−1,m

(−1)mC(n+N −
n∑

j=1

δij − i, n− 1)

=

δn∑

i=1

HPn−1,n−1
(N − i). (2.7)

Vì N ≥
n∑

j=1

δj nên với 1 ≤ i ≤ δn ta có, N − i ≥
δn−1∑
i=1

δi.

Do đó, với 1 ≤ i ≤ δn theo giả thiết quy nạp ta có,

HPn−1,n−1
(N) =

n−1

Π
i=1
δi.

Từ (2.7) suy ra

HPn,n
(N) = δn

n−1

Π
i=1
δi =

n

Π
i=1
δi.

♦

Giả sử h là một đa thức trong k[X1, X2, ..., Xn], chúng ta ký hiệu h̄

là đa thức thuần nhất của h trong k[X0, X1, ..., Xn] nghĩa là h̄ là đa thức
thuần nhất duy nhất trong k[X0, X1, ..., Xn] cùng bậc với h và sao cho
h̄(1, X1, ..., Xn) = h(X1, ..., Xn).

Bổ đề 2.2.6. Giả sử X0, Ḡ1, ..., Ḡb là các đa thức thuần nhất trong
k[X0, ..., Xn] và xác định một đa tạp n− b− 1 chiều. Khi đó,

V N

(Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N

∼= V ∗
N
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trong đó

V ∗
N = VN/VN ∩ (G1, ..., Gb), Gi = Ḡi(1, X1, ..., Xn), với mọi i = 1, ..., b.

Hơn nữa, ta có đẳng thức:

(G1, ..., Gb) ∩ VN = {A1G1 + . . .+AbGb}

trong đó Ai ∈ k[X1, ..., Xn], degAi ≤ N − degGi, với mọi i = 1, ..., b.

Chứng minh. Xét ánh xạ ϕ : V N → V ∗
N = VN/VN ∩ (G1, ..., Gb) xác

định bởi ϕ(F (X0, ..., Xn)) = [F (1, X1, ..., Xn)], trong đó F (X0, ..., Xn) là
đa thức thuần nhất bậc N. Khi đó ϕ là một k-đồng cấu.
Giả sử q̄ ∈ V ∗

N , q̄ = q(X1, ..., Xn) + VN ∩ (G1, ..., Gb).

Đặt H(X0, ..., Xn) = XN−deg q
0 q(

X1

X0
, ...,

Xn

X0
) ∈ V N .

Khi đó ϕ(H(X0, ..., Xn)) = q̄. Do đó, ϕ toàn cấu.
Tiếp theo, ta chứng minh kerϕ = (Ḡ1, ..., Ḡb)∩ V N . Thật vậy, ta chỉ

cần chứng minh kerϕ ⊆ (Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N .

Giả sử q ∈ kerϕ tức ϕ(q) = 0 hay q(1, X1, ..., Xn) ∈ VN ∩ (G1, ..., Gb).

Khi đó, Xd
0q ∈ (Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N với d = N − deg q. Theo giả thiết,

X0, Ḡ1, ..., Ḡb xác định đa tạp n− b− 1 chiều. Khi đó, theo Bổ đề 2.2.1,
ta có dãyX0, Ḡ1, ..., Ḡb là dãy chính quy. Do đó, q ∈ (Ḡ1, ..., Ḡb)∩V N , trái
lại X0 là ước của k[X0, ..., Xn]/(Ḡ1, ..., Ḡb). Do đó, kerϕ ⊆ (Ḡ1, ..., Ḡb)∩

V N . Vì vậy, kerϕ = (Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N . Theo định lý đồng cấu mô đun,
ta có

V N

(Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N

∼= V ∗
N .

Cuối cùng, ta chứng minh

(G1, ..., Gb) ∩ VN = {A1G1 + . . .+AbGb}

trong đó Ai ∈ k[X1, ..., Xn], degAi ≤ N − degGi, với mọi i = 1, ..., b.

Đặt W = {A1G1 + . . .+AbGb : Ai ∈ k[X1, ..., Xn], degAi ≤ N −degGi}.

Ta chỉ cần chứng minh, (G1, ..., Gb) ∩ VN ⊆ W. Thật vậy, giả sử
q1 ∈ (G1, ..., Gb)∩VN . Ta có, q = XN−deg q1

0 q̄1 ∈ V N . Ta có, ϕ(q̄) = 0 hay
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q̄ ∈ kerϕ = (Ḡ1, ..., Ḡb)∩V N . Do đó, q̄ = B1Ḡ1+. . .+BbḠb, với degBi ≤

N − degGi, i = 1, ..., b. Cho X0 = 1, ta có, q1 = A1G1 + . . . + AbGb ∈

W, với Ai = Bi(1, X1, ..., Xn), i = 1, ..., b. Do đó, (G1, ..., Gb) ∩ VN ⊆W.

Khi đó, (G1, ..., Gb)∩VN = {A1G1+. . .+AbGb : Ai ∈ k[X1, ..., Xn], degAi ≤

N − degGi, i = 1, ..., b}. ♦

Giả sử deg fi = δ, với mọi i = 1, r. Trong các mệnh đề, định lý trong
mục 2.2 nếu không nói gì thêm ký hiệu δ được dùng trong trường hợp
tất cả các đa thức fi, i = 1, r có cùng bậc δ. Cố định N , sắp xếp bộ các
số nguyên không âm (i) = (i1, ..., in−b) theo thứ tự từ điển thỏa mãn
σ(i) :=

∑
j

ij ≤
N
δ
.

Đặt

W(i) =
∑

(e)≥(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b V
∗
N−δσ(e), trong đó

V ∗
N =

VN

(G1, ..., Gb) ∩ VN
.

Bổ đề 2.2.7. Giả sử γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb xác định đa tạp chiều 0,
deg γ̄i = δ với mọi i = 1, n− b và (i) ≤ (i′) là hai bộ liên tiếp. Khi
đó,

W(i)

W(i′)

∼=
V N−δσ(i)

(γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N−δσ(i)

. (2.8)

Chứng minh. Giả sử q(X0, ..., Xn) ∈ V N−δσ(i). Khi đó, q(1, X1, ..., Xn) ∈

VN−δσ(i). Gọi q∗ là rút gọn của q(1, ..., Xn) modulo(G1, ..., Gb). Khi đó,
q∗ ∈ V ∗

N−δσ(i). Do đó, γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗ ∈ W(i).

Xét ánh xạ ϕ : V N−δσ(i) →
W(i)

W(i′)
xác định bởi ϕ(q) = [γi1

1 . . . γ
in−b

n−bq
∗].

Khi đó, ϕ là một k− đồng cấu.

Giả sử q̄ +W(i′) ∈
W(i)

W(i′)
, q̄ ∈ W(i). Ta có, q̄ =

∑
(e)≥(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b q
∗
N−δσ(e),

với q∗N−δσ(e) = qN−δσ(e)(X1, ..., Xn) + (G1, ..., Gb) ∩ VN−δσ(e) ∈ V ∗
N−δσ(e).
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Đặt

a(e) =N − δσ(i) − deg qN−δσ(e).

q =
∑

(e)≥(i)

qN−δσ(e)(X1, ..., Xn)X
a(e)
0 ∈ V N−δσ(i).

Khi đó, ϕ(q) = q̄ +W(i′). Do đó, ϕ là toàn cấu.
Tiếp theo, ta chứng minh kerϕ = (γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ VN−δσ(i).

Giả sử q ∈ kerϕ tức ϕ(q) = 0. Do đó, γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗ ∈ W(i′), trong đó q∗

là rút gọn của q(1, ..., Xn) modulo(G1, ..., Gb). Vì (i) ≤ (i′) là hai bộ liên
tiếp nên W(i′) =

∑
(e)≥(i′)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b V
∗
N−δσ(e) =

∑
(e)>(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b V
∗
N−δσ(e).

Khi đó, γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗ =

∑
(e)>(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b qN−δσ(e) với qN−δσ(e) ∈ V ∗
N−δσ(e).

Gọi qN−δσ(e), q
∗ lần lượt là các phần tử đại diện của các lớp qN−δσ(e) ∈

V ∗
N−δσ(e), q

∗ ∈ VN−δσ(i).

Khi đó, theo Bổ đề 2.2.6, ta có thể giả sử deg(AiGi) ≤ N, với mọi i =

1, ..., b, ta được

γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗ =

∑

(e)>(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b qN−δσ(e) + A1G1 + ...+ AbGb (2.9)

là đẳng thức trong k[X1, ..., Xn].

Ta có,

deg(γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗) ≤ (i1+...+in−b)δ+N−δσ(i) = σ(i)δ+N−δσ(i) = N.

deg(γe1

1 . . . γ
en−b

n−b qN−δσ(e)) ≤ (e1+...+en−b)δ+N−δσ(e) = σ(e)δ+N−δσ(e) = N.

Như vậy, tất cả các số hạng của (2.9) có bậc ≤ N.

Đặt a(e) = N − (deg q(e) + δσ(e)) ≥ N − (N − δσ(e) + δσ(e)) = 0.

Thuần nhất hóa bậc N và rút gọn theo modulo (Ḡ1, ..., Ḡb), ta được

γ̄i1
1 . . . γ̄

in−b

n−bq =
∑

(e)>(i)

γ̄e1

1 . . . γ̄
en−b

n−bX
a(e)
0 qN−δσ(e) (mod(Ḡ1, ..., Ḡb)). (2.10)

Ta có, deg(X
a(e)
0 q̄(e)) = N − deg(γe1

1 . . . γ
en−b

n−b ) = N − δσ(e).

Theo giả thiết, các phần tử γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb xác định đa tạp chiều
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0 của Pn. Theo Bổ đề 2.2.1, các phần tử đó lập thành một dãy chính
quy trong vành đa thức k[X0, ..., Xn]. Như vậy, γ̄1, ..., γ̄n−b xác định một
dãy chính quy trong k[X0, ..., Xn]/(Ḡ1, ..., Ḡb).

Theo Bổ đề 2.2.2, từ (2.10) ta có q ∈ (γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb)∩V N−δσ(i)

hay kerϕ ⊆ (γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N−δσ(i).

Giả sử q ∈ (γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ VN−δσ(i) tức q =
n−b∑
j=1

αj γ̄j +
b∑

l=1

AlḠl

với αj , Al ∈ k[X0, ..., Xn]. Vì q, γ̄j, Ḡl là thuần nhất nên ta có thể giả
sử các Al, αj là các đa thức thuần nhất với bậc degαj = deg q − δ =

N − δ(σ(i) + 1).

Cho X0 = 1 và rút gọn modulo (G1, ..., Gb), ta được q∗ =
∑
α∗

jγj, với
α∗

j ∈ V ∗
N−δ(σ(i)+1).

Ta có, γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq
∗ ∈ W(i′) hay ϕ(q) = 0. Do đó, q ∈ kerϕ.

Vì vậy, (γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V N−δσ(i) ⊆ kerϕ.

Theo định lý đồng cấu mô đun, ta có

W(i)

W(i′)

∼=
V N−δσ(i)

(γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb) ∩ V̄N−δσ(i)

.

♦

Bổ đề sau cho chúng ta xác định được số chiều của
W(i)

W(i′)
.

Bổ đề 2.2.8. Giả sử γ̄1, ..., γ̄n−b, Ḡ1, ..., Ḡb xác định đa tạp chiều 0,
deg γ̄i = δ với mọi i = 1, n− b, deg Ḡi = ei với mọi i = 1, b và (i) ≤ (i′)

là hai bộ liên tiếp. Khi đó, tồn tại số nguyên N0 chỉ phụ thuộc vào
f1, ..., fr, g, G1, ..., Gb sao cho với δσ(i) < N −N0

∆(i) := dim
W(i)

W(i′)
= e1...ebδ

n−b.

Hơn nữa, với các bộ (i) còn lại, dim
W(i)

W(i′)
bị chặn (bởi dimV N0

).

Chứng minh. Áp dụng Bổ đề 2.2.7 và Bổ đề 2.2.5 ta có điều phải chứng
minh. ♦
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2.2.2 Các kết quả chính

Cho k là trường số và f1, ..., fr, g là các đa thức khác không trong
k[X1, ..., Xn] với n ≥ 2 và deg g = e. Trong luận văn này, chúng ta sẽ xét
một siêu mặt X trong An xác định bởi phương trình

f1(X1, ..., Xn)...fr(X1, ..., Xn) = g(X1, ..., Xn). (2.11)

Giả sử Z ⊂ Pn là giao đầy đủ n − b chiều (n > b), không chứa siêu
phẳng tại vô cực X0 = 0. Do đó, theo Hệ quả 1.2.17, giao của Z với siêu
phẳng X0 = 0 là đa tạp n − b − 1 chiều. Hơn nữa, vì Z là giao đầy đủ
n− b chiều nên theo định nghĩa tồn tại b đa thức G1, G2, ..., Gb với bậc
tương ứng e1, e2, ..., eb sao cho iđêan của Z được sinh bởi G1, G2, ..., Gb.

Giả sử Z là đa tạp xác định bởi Z ∩An (đồng nhất An với phần bù của
siêu phẳng X0 = 0). Khi đó, iđêan của Z được sinh bởi G1, G2, ..., Gb.

Bổ đề 2.2.9. Giả sử với mọi tập vô hạn {P1, ..., Pn, ...} các điểm S-
nguyên trên Z, tồn tại tập đại số đóng thực sự của Z xác định trên k

chứa một tập con vô hạn của các điểm. Khi đó, Z(OS) không trù mật
Zariski trong Z.

Chứng minh. Giả sử Z(OS) trù mật Zariski trong Z tức

Z(OS) = Z ∩On
S ⊇ Z.

Sắp xếp tất cả các tập con đóng thực sự của Z xác định trên k thành một

dãy Z1,Z2, .... Đặt Wj =
j
∪

k=1
Zk là tập con đóng trong Z. Vì Z(OS) trù

mật Zariski trong Z nên Z ∩On
S ⊇ Z ⊃Wj, với mọi j = 1, 2, .... Do đó,

với mỗi j tồn tại điểm S-nguyên Pj ∈ Z \Wj. Khi đó, theo giả thiết của
bổ đề, tồn tại tập đại số đóng Zm chứa vô hạn các điểm Pj, j = 1, 2, ....

Theo cách lấy Pj, j = 1, 2, ..., điểm Pm+1 ∈ Z \Wm+1 = ∩m+1
k=1 (Z \ Zk).

Do đó, Pm+1 ∈ Z \ Zm hay Pm+1 6∈ Zm, mâu thuẫn với Zm chứa tất cả
các điểm. ♦

Để thuận tiện trong các phát biểu, ta đưa ra định nghĩa sau.
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Định nghĩa 2.2.10. Cho f và g là hai hàm không âm. Nếu f < cg với
c là số dương nào đó thì chúng ta viết f � g hoặc g � f. Và khi đó c
được gọi là hằng số kéo theo.

Bổ đề 2.2.11. Giả sử Z̄ ⊆ X̄ xác định như trên và bất kỳ n − b trong
số các đa thức f̄i xác định trong Z̄ một tập hữu hạn điểm; Hơn nữa, giả
sử các đa thức fi, i = 1, ..., r cùng bậc δ và mọi tập s+ 1 các đa thức f̄i

không có không điểm chung trong Z̄ \ Z và {P1, P2, ..., Pm, ...} là dãy vô
hạn các điểm S-nguyên trên Z và v ∈ S sao cho với mọi i thỏa mãn

0 < |f1(Pi)|v ≤ |f2(Pi)|v ≤ . . . ≤ |fr(Pi)|v.

Khi đó,
s∑

j=1

log |fj(Pi)|v ≤ log(||Pi||v)(e− δ(r − s)) + O(1) (2.12)

với mọi i đủ lớn, trong đó, hằng số O(1) chỉ phụ thuộc vào f1, ..., fr, g

và v ∈ S.

Chứng minh. Vì Z̄(kv) compắc nên với dãy con vô hạn xét ở trên, với
mỗi v ∈ S, tồn tại điểm P v ∈ Z̄(kv) sao cho Pi → P v theo tô pô v−adic.
Đặt S = S ′ ] S ′′ trong đó, S ′ là tập các v ∈ S sao cho P v 6∈ Z tức P v

nằm tại vô cực với v ∈ S ′.

Nếu v ∈ S ′′ thì dãy {Pi} hội tụ v-adic đến điểm P v ∈ Z. Do đó,
| log(||Pi||v)|v và |fj(Pi)|v bị chặn khi i→ ∞. Khi đó, ta có (2.12).
Nếu v ∈ S ′ thì dãy {Pi} hội tụ v-adic đến điểm P v ∈ Z \ Z. Giả sử
P v = (0, αv

1, . . . , α
v
n), trong đó, αv

h ∈ kv thỏa mãn |αv
h|v ≤ 1. Ta có thể

giả sử αv
1 = 1.

Chúng ta đồng nhất điểm P (x1, . . . , xn) ∈ An(kv) với điểm xạ ảnh
(1, x1, . . . , xn). Khi đó, một dãy các điểm P như thế hội tụ v-adic đến
điểm P v khi |x1|v → ∞ và

xh

x1
→ αv

h.

Đặc biệt,
|x1|v
||P ||v

→ 1 vì

|x1|

||P ||v
=

|x1|v
max{1, |x1|v, ..., |xn|v}

=
1

max{|
1

x1
|v, 1, ..., |

xn

x1
|v}
,
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và
xh

x1
→ αv

h đồng thời |αv
h|v ≤ 1. Giả sử f ∈ k[X1, ..., Xn] là đa thức

khác không bậc δ. Với điểm P ở trên, ta có,

f(P ) = f̄(1, x1, ..., xn) = xδ
1f̄(

1

x1
, 1, . . . ,

xn

x1
).

Giả sử f̄(P v) 6= 0, tức là f̄(0, αv
1, . . . , α

v
h) 6= 0. Khi đó,

lim
i→∞

|f(Pi)|v
||Pi||δv

= |f̄(0, αv
1, . . . , α

v
h)|v 6= 0.

Do đó, với i đủ lớn, ta có,

|f(Pi)|v � ||Pi||
δ
v,

trong đó, hằng số kéo theo chỉ phụ thuộc vào f.
Vì với mọi s + 1 các đa thức f̄i không có không điểm chung trong

Z̄ \ Z nên có nhiều nhất s các đa thức f̄i có không điểm chung trong
Z̄ \Z. Do đó, có ít nhất r−s các đa thức f̄i không có không điểm chung
trong Z̄ \ Z. Vì vậy, có ít nhất r − s các đa thức f̄i không triệt tiêu tại
P v. Tiến hành đánh số lại sao cho các đa thức f̄s+1, ..., f̄r không triệt
tiêu tại P v. Khi đó, với i đủ lớn ta có,

|f1(Pi) . . . fs(Pi)|v = |
g(Pi)

fs+1(Pi) . . . fr(Pi)
|v �

|g(Pi)|v

||Pi||
(r−s)δ
v

� ||Pi||
e−(r−s)δ
v .

(2.13)

hay
s

Π
j=1

|fj(Pi)|v � ||Pi||
e−(r−s)δ
v . (2.14)

Lấy lôgarít hai vế của (2.14) ta được (2.12). ♦

Mệnh đề 2.2.12. Giả sử Z̄ ⊆ X̄ xác định như trên và bất kỳ n−b trong
số các đa thức f̄i xác định trong Z̄ một tập hữu hạn điểm; Hơn nữa, giả
sử các đa thức fi, i = 1, ..., r cùng bậc δ và mọi tập s+ 1 các đa thức f̄i

không có không điểm chung trong Z̄ \ Z và bất đẳng thức sau thỏa mãn:

r >
s(n− b+ 1)

n− b
+

deg g

δ
.

Khi đó, Z(OS) không trù mật Zariski trong Z.
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Chứng minh. Giả sử {P1, P2, ..., Pm, ...} là dãy vô hạn các điểm S-nguyên
trên (̧k)Z. Để ý rằng g = 0 xác định trong Z̄ một đa tạp con thực sự có
chiều ≤ n−b−1. Thật vậy, giả sử g(x) = 0 trên X . Vì f1(x)...fr(x) = g(x)

nên tồn tại i ∈ {1, ..., r} sao cho fi(x) = 0. Nhưng mỗi fi = 0 xác định
một đa tạp con thực sự của Z. Khi đó, ta có thể thêm n− b− 1 phương
trình f̄j = 0 để xác định trong Z̄ một đa tạp chiều dương, mâu thuẫn
giả thiết. Vì vậy, ta có thể giả sử g(Pj) 6= 0, với mọi Pj .

Xét một dãy con vô hạn của dãy {Pj}, với mỗi giá trị tuyệt đối v ∈ S,
luôn tồn tại một cách đánh số lại lv = l

(1)
v , ..., l

(r)
v của các số {1, 2, ..., r}

sao cho với mọi i và tất cả j ∈ {1, ..., r} thỏa mãn

0 < |f
l
(j)
v

(Pi)|v ≤ |f
l
(j)
v

(Pi)|v ≤ . . . ≤ |f
l
(j)
v

(Pi)|v.

Hơn nữa, Z̄(kv) compắc. Vì vậy, với dãy con vô hạn xét ở trên, với mỗi
v ∈ S, tồn tại điểm P v ∈ Z̄(kv) sao cho Pi → P v theo tô pô v − adic.

Tiếp theo chúng ta sẽ xây dựng một lọc của V ∗
N .

Đặt S = S ′ ] S ′′ trong đó, S ′ là tập các v ∈ S sao cho P v 6∈ Z tức P v

nằm tại vô cực với v ∈ S ′. Cố định v ∈ S và số nguyên N.
Đặt γj = f

l
(j)
v
. Sắp xếp bộ n − b các số nguyên (i) = (i1, ..., in−b) theo

thứ tự từ điển sao cho σ(i) =
∑
j

ij ≤
N

δ
. Đặt

W(i) =
∑

(e)≥(i)

γe1

1 . . . γ
en−b

n−b V
∗
N−δσ(e).

Khi đó W(0,...,0) = V ∗
N và nếu (i′) ≥ (i) thì W(i) ⊃W(i′). Vì vậy, {W(i)} là

một lọc của V ∗
N . Đặt d = dN = dimV ∗

N .

Ta sẽ chọn một cơ sở {ψ1 = ψv
1 , ..., ψd = ψv

d} theo quy nạp. Chúng
ta bắt đầu với W(i) cuối cùng khác không và ta chọn cơ sở của nó. Giả
sử (i) < (i′) là hai bộ n − 1 số nguyên không âm liên tiếp sao cho
δσ(i), δσ(i′) ≤ N và giả sử chúng ta đã chọn được các phần tử đầu tiên
trong cơ sở của chúng ta sao cho chúng là một cơ sở của W(i′). Theo Bổ
đề 2.2.7, ta có thể lấy các phần tử đại diện trong W(i) đối với không gian

thương
W(i)

W(i′)
dạng γi1

1 . . . γ
in−b

n−bq trong đó, q ∈ V ∗
N−δσ(i). Chúng ta thêm
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các phần tử đại diện vào các phần tử đã xây dựng trước được một cơ sở
của W(i)và tiến hành quy nạp cho đến khi W(i) = V ∗

N thì dừng.

Giả sử ψ là một phần tử của cơ sở ứng với
W(i)

W(i′)
. Vì vậy, ψ = γi1

1 . . . γ
in−b

n−bq,

trong đó q ∈ V ∗
N−δσ(i). Khi đó, ta có

|ψ(Pi)|v ≤|γ1(Pi)|
i1
v . . . |γn−b(Pi)|

in−b

v |q(Pi)|v

�|γ1(Pi)|
i1
v . . . |γn−b(Pi)|

in−b

v ||Pi||
N−δσ(i)
v ,

trong đó, hằng số kéo theo chỉ phụ thuộc ψ mà không phụ thuộc điểm
Pi.

Lấy tích trên tất cả các hàm trong cơ sở và sau đó lấy lôgarít ta được,

log
d

Π
t=1

|ψt(Pi)|v ≤
∑

(i)

∆(i)(i1 log |γ1(Pi)|v + ...+ in−b log |γn−b(Pi)|v)

+ log(||Pi||v)(
∑

(i)

∆(i)(N − δσ(i)) + c1,

trong đó, c1 chỉ phụ thuộc vào ψ mà không phụ thuộc vào điểm Pi.

Áp dụng Bổ đề 2.2.8, ta có

d =
∑

(i)

∆(i) = e1 . . . eb
Nn−b

(n− b)!
+ O(Nn−b−1). (2.15)

Giả sửN chia hết cho δ. Vì số bộm số nguyên không âm có tổng ≤ T ∈ Z

bằng số bộ m + 1 số nguyên không âm có tổng T và cùng bằng
(
T+m

m

)

nên với j ∈ {1, 2, ..., n− b} cố định,

∑

σ(i)≤N
δ

ij =
1

n− b+ 1

∑

(̂i)

n−b+1∑

k=1

ik =
1

n− b+ 1

(N
δ + n− b

n− b

)
N

δ

=
Nn−b+1

δn−b+1(n− b+ 1)!
+ O(Nn−b),

trong đó, tổng
∑

(̂i)

được lấy theo bộ n− b+ 1 số không âm có tổng bằng

N
δ .
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Như vậy, tổng
∑

σ(i)≤N
δ

ij không phụ thuộc vào j. Kết hợp với Bổ đề 2.2.8

ta được

∑

(i)

ij∆(i) = e1 . . . eb
Nn−b+1

δ(n− b+ 1)!
+ O(Nn−b). (2.16)

Từ (2.15) và (2.16), ta được

log
d

Π
j=1

|ψv
t (Pi)|v ≤

n−b∑

j=1

(
log |γj(Pi)|ve1 . . . eb

Nn−b+1

δ(n− b+ 1)!
(1 +O(N−1)))

+ log(||Pi||v)e1 . . . eb
Nn−b+1

(n− b+ 1)!
(1 +O(N−1)) + c1.

(2.17)

Vì dãy {|γj(Pi)|v}, j = 1, ..., r là dãy tăng và theo giả thiết s ≥ n− b nên

1

n− b

n−b∑

j=1

log |γj(Pi)|v ≤
1

s

s∑

j=1

log |f
l
(j)
v

(Pi)|v. (2.18)

Từ (2.17) và Bổ đề 2.2.11, với N đủ lớn ta có,

n−b∑

j=1

(log |f
l
(j)
v

(Pi)|v)(1 +O(N−1)) ≤
n− b

s
(

s∑

j=1

log |f
l
(j)
v

(Pi)|v) + O(
log(||Pi||v)

N
)

≤
(n− b)(e− δ(r − s))

s
log(||Pi||v) + O(1)

+O(
log(||Pi||v)

N
).

Ta có, h(Pi) =
∑
v∈S

log(||Pi||v). Khi đó, lấy tổng (2.17) theo v ∈ S ta

được,

∑

v∈S

log
d

Π
j=1

|ψv
t (Pi)|v ≤

(n− b)(e− δ(r − s))

s
h(Pi)e1 . . . eb

Nn−b+1

δ(n− b+ 1)!

+h(Pi)e1 . . . eb
Nn−b+1

δ(n− b+ 1)!
(1 +O(N−1)) + c2]S,
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hay

∑

v∈S

log
d

Π
j=1

|ψv
t (Pi)|v ≤

((n− b)(e− δ(r − s))

s
+ δ

+O(N−1))h(Pi)e1 . . . eb
Nn−b+1

δ(n− b+ 1)!
+ c2]S.

Theo giả thiết, r >
s(n− b+ 1)

n− b
+

deg g

δ
nên ta có

(n− b)(e− δ(r − s))

s
+ δ < 0.

Vì vậy, với N đủ lớn,

(n− b)(e− δ(r − s))

s
+ δ + O(N−1) < 0.

Khi đó, tồn tại số dương c3 không phụ thuộc các điểm Pi sao cho

∑

v∈S

log(
d

Π
j=1

|ψv
t (Pi)|v) ≤ −c3h(Pi). (2.19)

Giả sử ϕ1, ..., ϕd là một cơ sở của V ∗
N với các đa thức đại diện lấy hệ số

trong OS.

Đặt Q = (ϕ1(Pi), ..., ϕd(Pi)) ∈ kd. Hơn nữa, với mọi v ∈ S, xây dựng
các phần tử ψv

1 , ..., ψ
v
d là một cơ sở của V ∗

N (phụ thuộc v). Khi đó, chúng
ta có thể biểu diễn các dạng tuyến tính độc lập tuyến tính Lv,1, ..., Lv,d

trong ϕ1, ..., ϕd sao cho ψv
t (Pi) = Lv,t(Q).

Ta có, h(Q) ≤ Nh(Pi) + c4, trong đó c4 chỉ phụ thuộc vào N mà không
phụ thuộc Pi. Khi đó, vì h(Pi) → ∞ và từ (2.19), nên với i đủ lớn ta có

∑

v∈S

log(
d

Π
j=1

|Lv,t(Q)|v) ≤ −
c3
2N

h(Q).

Áp dụng Định lý 2.1.7 (Định lý không gian con), ta có quan hệ tuyến
tính không tầm thường λ1ϕ1(Pi) + ...λdϕd(Pi) = 0 chứa tất cả các điểm
Pi. Áp dụng Bổ đề 2.2.9, ta có điều phải chứng minh. ♦
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Định nghĩa 2.2.13. Giả sử D1, ..., Dq là các siêu mặt trong Pn, gọi Qj

là các đa thức thuần nhất xác định Dj tương ứng.
Các siêu mặt D1, ..., Dq, q ≥ n+1 được gọi là ở vị trí tổng quát trong Pn

nếu với mỗi bộ n+ 1 chỉ số phân biệt i1, ..., in+1 ∈ {1, ..., q}, ta có

{x ∈ Pn : Qij(x) = 0, j = 1, ..., n} = ∅.

Nhận xét 2.2.14. D1, ..., Dq là các siêu phẳng trong Pn ở vị trí tổng quát
khi và chỉ khi với bất kỳ n+ 1 siêu phẳng độc lập tuyến tính.

Tiếp theo chúng ta xét trường hợp các đa thức fi có bậc bất kỳ.

Định lý 2.2.15. Giả sử Z̄ ⊆ X̄ xác định như trên và bất kỳ n− b trong
số các đa thức f̄i xác định trong Z̄ một tập hữu hạn điểm; Hơn nữa, giả
sử không s + 1 các đa thức f̄i có không điểm chung trong Z̄ \ Z và bất
đẳng thức sau thỏa mãn:

r∑

i=1

deg fi >
s(n− b+ 1)

n− b
max(deg fi) + deg g.

Khi đó, Z(OS) không trù mật Zariski trong Z.

Chứng minh. Chúng ta sẽ áp dụng Mệnh đề 2.2.12 để chứng minh định
lý này.
Đặt δi = deg fi, δ = maxi δi, e = deg g. Trước hết ta chứng minh, với
j1, ..., jh ∈ {1, ..., r}, 1 ≤ h ≤ n− b, đa tạp ν(j1, ..., jh) xác định trong Z̄

bởi f̄j1 = ... = f̄jh
= 0 có chiều bằng n− b− h. Thật vậy, theo Mệnh đề

1.2.16 ta có, dim ν(j1, ..., jh) ≥ n− b− h. Giả sử, dim ν(j1, ..., jh) > n−

b−h. Khi đó, tồn tại các số nguyên jh+1, ..., jn−b ∈ {1, ..., r}\{j1, ..., jh}.

Khi đó, theo Mệnh đề 1.2.16, các đa thức f̄µ, µ = 1, ..., n − b xác định
trong Z̄ một đa tạp có chiều ≥ 1, Mâu thuẫn giả thiết của định lý.
Chọn r siêu phẳng {ρ1 = 0}, ..., {ρr = 0}, ở vị trí tổng quát tương ứng
với đa tạp νJ , J ⊆ {1, ..., r}. Khi đó, ρ1, ..., ρr là các dạng tuyến tính
k[X1, ..., Xn] và bất kỳ đa tạp con của Z được cho bởi phương trình
dạng:

ρj1 = ... = ρjh
= f jh+1 = f js,

36



Chương 2. Mở rộng phương trình Thue

trong đó, 0 ≤ h ≤ s ≤ n−b, theo chứng minh trên đa tạp này có n−b−s
chiều . Hơn nữa, không s+1 các đa thức fiρi có không điểm chung trong
Z \ Z.

Đặt f ∗
i = fiρ

δ−δi

i , i = 1, r, g∗ = gρδ−δ1

1 . . . ρδ−δr
r và X ∗ là đa tạp xác định bởi

f ∗
1 . . . f

∗
r −g

∗ = 0. Vì Z ⊆ X ,X ⊆ X ∗ nên Z ⊆ X ∗. Ta lại có, deg f ∗
i = δ.

Theo giả thiết, ta có
r∑

i=1

δi >
s(n− b+ 1)

n− b
δ + e. (2.20)

Thêm số hạng
r∑

i=1

(δ− δi) vào cả hai vế của bất đẳng thức (2.20) ta được

r∑

i=1

δ >
s(n− b+ 1)

n− b
δ + (e+

r∑

i=1

(δ − δi)).

hay

r >
s(n− b+ 1)

n− b
+

deg g∗

δ
.

Áp dụng Mệnh đề 2.2.12, ta có điều phải chứng minh. ♦

Tiếp theo chúng ta sẽ xét tính trù mật trên toàn bộ X (OS) trong X .

Định lý 2.2.16. Giả sử tập các không điểm chung trong Pn của X0ḡ và
bất kỳ n− 1 các đa thức thuần nhất f̄i đều là hữu hạn và không có n đa
thức thuần nhất f̄i có không điểm chung ở vô cực. Hơn nữa, giả sử

r∑

i=1

deg fi > nmax(deg fi) + deg g.

Khi đó, X (OS) không trù mật Zariski trong X .

Chứng minh. Gọi G là nhân tử bất khả quy của f1...fr − g và Z là đa
tạp xác định bởi G = 0. Vì G bất khả quy nên G cũng bất khả quy. Khi
đó, theo Mệnh đề 1.2.11, Z là đa tạp n− 1 chiều. Hơn nữa, Z ⊆ X̄ . Ta
có, giao của Z̄ với bất kỳ n− 1 trong số các đa thức f̄i xác định trong Z̄

một tập hữu hạn điểm. Áp dụng Định lý 2.2.15, ta có điều phải chứng
minh. ♦
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Với n = 3 ta có hệ quả sau.

Hệ quả 2.2.17. Giả sử tập các không điểm chung trong P3 của X0ḡ và
bất kỳ hai đa thức thuần nhất f̄i đều là hữu hạn và không có ba đa thức

thuần nhất f̄i có không điểm chung ở vô tận. Khi đó, nếu
r∑

i=1

deg fi >

4 max(deg fi) + deg g thì phương trình (2.11) chỉ có hữu hạn nghiệm
x ∈ O3

S với g(x) 6= 0.

Chứng minh. Vì giả thiết của hệ quả thỏa mãn các giả thiết của Định
lý 2.2.16 nên X (OS) không trù mật Zariski trong X . Do đó, các điểm
x ∈ O3

S là nghiệm của phương trình (2.11) sẽ nằm trên đường cong trên
X . Theo Định lý 2.1.8 (Định lý Siegel) nếu một thành phần bất khả quy
của đường cong này có vô hạn điểm như thế, nó không thể có nhiều hơn
hai điểm tại vô cực. Chúng ta sẽ chứng minh bằng phản chứng. Giả sử
tồn tại một đường cong C trên X không nằm trên siêu mặt g = 0 có
nhiều nhất hai điểm tại vô cực. Khi đó, tồn tại các hàm hữu tỷ ϕ1, ϕ2, ϕ3

trên C̃ với các điểm cực nằm trong tập {P1, P2} ⊆ C̃ trong đó có ít nhất
một hàm khác hằng sao cho:

ψ1 . . . ψr = g(ϕ1, ϕ2, ϕ3), (2.21)

trong đó, ψj = fj(ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Khi đó, ψj 6= 0, với mọi j = 1, 2, 3.

Gọi v1, v2 là các hàm bậc tại P1, P2 và đặtmi = −min(vi(ϕ1), vi(ϕ2), vi(ϕ3)).

Khi đó, tồn tại i ∈ {1, 2} sao cho mi > 0. Thật vậy, giả sử mi ≤ 0, với
mọi i = 1, 2. Do đó, với mỗi i = 1, 2, vi(ϕj) ≥ 0, với mọi j = 1, 2, 3.

Vì vậy, với mọi j = 1, 2, 3, ϕj không có điểm cực trên C̃. Do đó, tất cả
ϕj, j = 1, 2, 3 là hàm hằng, mâu thuẫn với sự tồn tại của các ϕj.

Không mất tính tổng quát, giả sử m1 ≥ max(1, m2).

Giả sử t là tham số địa phương tại P1, ta có

ϕj = αjt
−m1 + O(t−m1+1), j = 1, 2, 3,

trong đó, α1, α2, α3 ∈ k không đồng thời bằng không.
Ta có, v1(ψj) = −(deg fj)m1, ngoại trừ nhiều nhất hai chỉ số j.
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Đánh số lại các chỉ số sao cho các chỉ số loại trừ liên quan đến Pj nằm
trong tập {1, 2}. Do đó, lấy hàm bậc v1 hai vế của (2.21), ta có,

v1(ψ1ψ2) ≥ m1(deg f3 + . . .+ deg fr − deg g). (2.22)

Mặt khác, hàm ψ1ψ2 là hàm khác không, xác định trên C̃ có nhiều nhất
hai cực điểm P1, P2. Khi đó, vì ước của nó có bậc 0 trên C̃ nên

v1(ψ1ψ2) + v2(ψ1ψ2) ≤ 0. (2.23)

Từ (2.22) và (2.23), ta có

v2(ψ1ψ2) ≤ −m1(deg f3 + . . .+ deg fr − deg g). (2.24)

Ta luôn có,

v2(ψ1ψ2) ≥ min(0,−m2(deg f1 + deg f2)).

Vì vậy,

max(0, m2(deg f1 + deg f2)) ≥ m1(deg f3 + . . .+ deg fr − deg g).
(2.25)

Hơn nữa, theo giả thiết
r∑

i=1

deg fi > 4 max(deg fi) + deg g suy ra

deg f3 + . . .+ deg fr − deg g > 4 max(deg fi) − (deg f1 + deg f2).
(2.26)

Từ (2.25), (2.26) và m1 ≥ max(1, m2), ta có

2(deg f1 + deg f2) > 4 max(deg fj) (2.27)

Ta lại có,

2(deg f1 + deg f2) ≤ 4 max(deg fj) (2.28)

Từ (2.27) và (2.28), ta có điều phải chứng minh. ♦
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Nhận xét 2.2.18. Nếu trong Hệ quả 2.2.17 ta thay bất đẳng thức

r∑

i=1

deg fi > 4 max(deg fi) + deg g

bằng bất đẳng thức

r∑

i=1

deg fi > 3 max(deg fi) + deg g

thì kết quả không còn đúng nữa. Thật vậy, xét siêu mặt xác định bởi đa
thức X1X2X3(X1 +X2 −X3) − 1 trên Q[X1, X2, X3] và S ⊃

6=
A∞.

Với mọi u ∈ Q∗ ta luôn có,

|u|v|u
−1|v = 1 với mọi v 6∈ S.

Như vậy, với mọi u ∈ O∗
S, u là S- nguyên và u−1 là S- nguyên.

Đặt X1 = X3 = u,X2 = u−1. Khi đó, bộ (u, u−1, u) luôn là nghiệm
S-nguyên của phương trình

X1X2X3(X1 +X2 −X3) − 1 = 0

với mọi u ∈ Q∗. Khi đó, tập nghiệm này là vô hạn trái với kết luận của
Hệ quả 2.2.17.

Định lý 2.2.19. Giả sử v ∈ S, fiv, i = 1, ..., n − 1, là các đa thức bậc

δiv > 0 trong k[X1, ..., Xn]. Đặt δv = maxi δiv và µ := minv∈S

n−1∑
i=1

δiv
δv
.

Cố định ε > 0 và xét bao đóng Zariski H trong Pn của tập các nghiệm
x ∈ On

S của

Π
v∈S

n−1

Π
i=1

|fiv(x)|
1
δv
v ≤ H(x)µ−n−ε. (2.29)

Giả sử, với v ∈ S, x0 và f̄iv, i = 1, ..., n− 1, xác định đa tạp chiều 0. Khi
đó dimH ≤ n − 1. Hơn nữa, nếu H′ là một thành phần của bao đóng
n − 1 chiều H thì tồn tại v ∈ S sao cho f̄iv xác định trong H′ một đa
tạp 1 chiều.
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Chứng minh. Trước hết, chúng ta chứng minh khẳng định dimH ≤

n− 1. Ta chỉ cần chứng minh với δiv = δv. Cố định v ∈ S, ta định nghĩa
lọc như trong Mệnh đề 2.2.12 với tất cả n− 1 đa thức

W(i) =
∑

(e)≥(i)

γe1

1 . . . γ
en−1

n−1 V
∗
N−δσ(e).

Áp dụng Bổ đề 2.2.7 ta được

∆(i) ∼ δn−1
v (N − δvσ(i)).

Xét một cơ sở của VN bằng cách lấy các đại diện tương ứng với
W(i)

W(i′)

các phần tử dạng γi1
1 . . . γ

in−b

n−bq, trong đó q là đa thức bậc ≤ N − δvσ(i).

Áp dụng Bổ đề 2.2.6 ta có đẳng cấu

V N−δvσ(i)

(γ1, ..., γn−1) ∩ V N−δvσ(i)

∼=
VN−δvσ(i)

(γ1, ..., γn−1) ∩ VN−δvσ(i)
.

Khi đó theo Bổ đề 2.2.7 ta có thể chọn các đa thức q ở trên trong số tập

các đại diện của các lớp trong
VN−δvσ(i)

(γ1, ..., γn−1) ∩ VN−δvσ(i)
. Nhưng

Vh

(γ1, ..., γn−1) ∩ Vh
, h = 0, 1, ..., tạo thành một dãy tăng các không gian

có số chiều tương ứng ∼ δn−1
v h. Vì vậy,

∑
deg q ∼ δn−1

v

(N − δvσ(i))2

2
,

trong đó tổng được lấy trên các đại diện đã chọn.
Bằng cách tương tự như cách dẫn đến công thức (2.17) ta có,

log
d

Π
t=1

|ψv
t (Pi)|v ≤

n−1∑

j=1

(
log |γj(Pi)|v

Nn+1

δv(n+ 1)!
(1 +O(N−1)))

+ log(||Pi||v)
Nn+1

(n+ 1)!
(1 +O(N−1)) + c1. (2.30)

Từ (2.29) và (2.30), ta được (2.19). Khi đó, áp dụng Định lý 2.1.7 như
trong chứng minh Mệnh đề 2.2.12, ta có dimH ≤ n− 1.
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Tiếp theo, ta chứng minh phần còn lại của định lý bằng phản chứng.
Giả sử H′ được xác định bởi G = 0. Khi đó, với mọi v ∈ S, n − 1 đa
thức f iv xác định trong H′ một tập hữu hạn điểm. Áp dụng Mệnh đề
2.2.12 với H′ = Z̄, b = 1, ta có điều phải chứng minh. ♦

Hệ quả 2.2.20. Cho f là đa thức bậc δ > 0 trong Q̄[X1, ..., Xn] và ε > 0.

Các véc tơ x ∈ Zn sao cho

0 < |f(x)| < H(x)−δ(n−1)−ε (2.31)

tất cả được chứa trong một đa tạp n− 2 chiều.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh bằng phương pháp phản chứng.
Giả sử ngược lai, bao đóng Zariski của tập các nghiệm thỏa mãn |f(x)| <

H(x)−δ(n−1)−ε chứa một siêu mặt bất khả quy W mà không chứa tập
không điểm của f̄ .

Đặt f = f1 và chọn các đa thức f2, ..., fn−1 bậc δ trong Q[X1, ..., Xn]

sao cho các đa thức thuần nhất f̄i xác định trong W một tập hữu hạn
điểm.
Giả sử k là trường số chuẩn tắc trên Q và chứa các hệ số của f1. S là
tập các định giá trên k và chuẩn hóa các giá trị tuyệt đối tương ứng với
trường k.

Giả sử v là giá trị tuyệt đối tương ứng với phép nhúng của k vào C.

Khi đó, tất cả các giá trị tuyệt đối trong S liên hợp Galoa với v theo
quy tắc:

|σ(α)|σ(v) := |α|v, α ∈ k, σ ∈ Gal(k/Q).

Như vậy, với mỗi giá trị tuyệt đối v tương ứng với σ ∈ Gal(k/Q). Khi
đó, tồn tại tập G ⊆ Gal(k/Q) chứa đơn vị sao cho ánh xạ σ → σ(v) là
một song ánh giữa G và S.
Với i = 1, 2, ..., n− 1, σ ∈ G, đặt fiσ(v) = σ(fi).

Ta có, µ = n− 1 và |fiσ(v)(x)|σ(v) = |fi(x)|v với mọi x ∈ Qn. Do đó,

Π
v∈S

n−1

Π
i=1

|fiv(x)|v =
(n−1

Π
i=1

|fi(x)|v)
]S.

42
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Mặt khác, |α|]Sv = |α|. Hơn nữa, theo giả thiết, |f(x)| < H(x)−δ(n−1)−ε

trong khi |fi(x)| � H(x)δ, với mọi i = 1, 2, ..., n− 1.

Như vậy, các đa thức f1, f2, ..., fn−1 thỏa mãn giả thiết của Định lý 2.2.19
với µ = n− 1 , mâu thuẫn với cách chọn các f i xác định trong W một
đa tạp chiều 0. ♦
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Kết luận

Luận văn trình bày một cách có hệ thống các kiến thức cơ sở liên
quan về Hình học đại số, Đại số giao hoán và Lý thuyết số; các kết quả
liên quan đến tính không trù mật của tập nghiệm nguyên của phương
trình Thue mở rộng

f1(X1, ..., Xn)...fr(X1, ..., Xn) = g(X1, ..., Xn).

khi bậc của các đa thức tham gia thỏa mãn điều kiện
r∑

i=1

deg fi >

nmax(deg fi) + deg g.

Luận văn này được trình bày dựa trên bài báo "On a general Thue’s
equation" của Covaja và Zannier [6].
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Ở vị trí tổng quát, 36
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Bất khả quy, 3
Bao đủ, 12

Công thức nhân, 13
Chiều của một đa tạp, 4
Chiều của một không gian tô pô, 4

Dãy chính quy, 6

Giá trị tuyệt đối, 7
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phức, 8
phi Ácsimet, 7
thực, 8

Giá trị tuyệt đối tầm thường, 7

Giá trị tuyệt đối tương đương, 9
Giao đầy đủ, 4

Iđêan thuần nhất, 4

Không điểm của một họ đa thức
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Phần tử S-nguyên, 17

Siêu mặt, 2
Siêu phẳng, 2

Tập đại số, 3
Tập các điểm S− nguyên, 17
Tập thực sự , 13
Tập trù mật, 2
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p-adic, 8
v-adic, 8
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