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Mét sè kÝ hiÖu sö dông trong luËn v¨n

• R+ lµ tËp c¸c sè thùc kh«ng ©m.

• Rn lµ kh«ng gian Euclid n chiÒu víi chuÈn ‖.‖ vµ tÝch v« híng 〈., .〉.

• Rn×m lµ tËp c¸c ma trËn cÊp n×m.

• L2([t, s],Rn) lµ tËp c¸c hµm L2-kh¶ tÝch trªn [s, t].

• AT lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña ma trËn A.

• Q ≥ 0 (Q > 0), kÝ hiÖu ma trËn Q x¸c ®Þnh kh«ng ©m (t¬ng øng x¸c

®Þnh d¬ng), tøc lµ

〈Qx, x〉 ≥ 0 (〈Qx, x〉 > 0).

• M(Rn
+) lµ tËp c¸c hµm ma trËn ®èi xøng, x¸c ®Þnh kh«ng ©m trong Rn,

liªn tôc trªn t ∈ [0,∞).

• BM+(0,∞) lµ tËp c¸c hµm ma trËn bÞ chÆn, ®èi xøng, x¸c ®Þnh kh«ng

©m trong Rn, liªn tôc trªn t ∈ [0,∞).

• BMU+(0,∞) lµ kh«ng gian c¸c hµm ma trËn bÞ chÆn, ®èi xøng, x¸c ®Þnh

d¬ng ®Òu trong Rn, liªn tôc trªn t ∈ [0,∞).

• C([a, b],Rn) lµ tËp c¸c hµm liªn tôc trªn [a, b] vµ nhËn gi¸ trÞ trong Rn.
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Lêi nãi ®Çu

Lý thuyÕt ®iÒu khiÓn to¸n häc lµ mét trong nh÷ng lÜnh vùc to¸n häc

øng dông quan träng míi ®îc xuÊt hiÖn vµ ph¸t triÓn trong mÊy thËp kØ gÇn

®©y. C«ng cô chÝnh cña lý thuyÕt ®iÒu khiÓn to¸n häc lµ nh÷ng m« h×nh vµ c¸c

ph¬ng ph¸p to¸n häc ®îc øng dông ®Ó gi¶i quyÕt nh÷ng vÊn ®Ò ®Þnh tÝnh cña

c¸c hÖ thèng ®iÒu khiÓn. RÊt nhiÒu bµi to¸n thùc tiÔn trong khoa häc, c«ng nghÖ,

kinh tÕ ®îc m« t¶ bëi c¸c ph¬ng tr×nh to¸n häc ®iÒu khiÓn thuÇn tuý vµ cÇn

®Õn nh÷ng c«ng cô to¸n häc tinh vi, hiÖn ®¹i ®Ó t×m lêi gi¶i. Trong thùc tiÔn,

nhiÒu bµi to¸n ®Ò cËp c¸c vÊn ®Ò kÜ thuËt, ®iÒu khiÓn thêng liªn quan ®Õn hÖ

®éng lùc m« t¶ bëi c¸c ph¬ng tr×nh vi ph©n (PTVP) to¸n häc víi thêi gian liªn

tôc hay rêi r¹c d¹ng

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))

x(k + l) = f(k, x(k), u(k)), k = 0, 1, 2, ...

trong ®ã x(.) lµ biÕn tr¹ng th¸i m« t¶ ®èi tîng ®Çu ra, u(.) lµ biÕn ®iÒu khiÓn

m« t¶ ®èi tîng ®Çu vµo cña hÖ thèng. Nh vËy, mét hÖ thèng ®iÒu khiÓn nh

lµ mét m« h×nh to¸n häc ®îc m« t¶ bëi ph¬ng tr×nh to¸n häc biÓu thÞ sù liªn

hÖ vµo-ra.

Mét trong nh÷ng môc ®Ých chÝnh cña bµi to¸n ®iÒu khiÓn hÖ thèng lµ t×m

®iÒu khiÓn (®Çu vµo) sao cho hÖ thèng (®Çu ra) cã nh÷ng tÝnh chÊt mµ ta mong

muèn. C¨n cø vµo nh÷ng môc ®Ých cô thÓ cña hÖ thèng - ®Çu ra - ngêi ta x¸c

®inh c¸c bµi to¸n ®iÒu khiÓn kh¸c nhau nh: bµi to¸n ®iÒu khiÓn ®îc, bµi to¸n

æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸, bµi to¸n ®iÒu khiÓn tèi u. HiÖn nay, lý thuyÕt ®iÒu

khiÓn to¸n häc ®ang ®îc ph¸t triÓn m¹nh theo hai híng lý thuyÕt vµ øng dông,

®îc nhiÒu nhµ to¸n häc trong vµ ngoµi níc quan t©m nghiªn cøu. Cã nhiÒu
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ph¬ng ph¸p ®îc sö dông trong lý thuyÕt ®iÒu khiÓn nh: ®iÒu khiÓn t¬ng

thÝch (adaptive control), ®iÒu khiÓn bÒn v÷ng, ®iÒu khiÓn tèi u,...

Trong luËn v¨n nµy chóng t«i sö dông ph¬ng ph¸p H∞ (bµi to¸n ®iÒu

khiÓn H∞) trong lý thuyÕt ®iÒu khiÓn ®Ó ®¹t ®îc qu¸ tr×nh ®iÒu khiÓn æn ®Þnh

bÒn v÷ng. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ lµ sù kÕt hîp cña bµi to¸n æn ®Þnh ho¸ vµ

bµi to¸n tèi u ho¸. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ lµ t×m hµm ®iÒu khiÓn ®Ó hÖ ®·

cho lµ æn ®Þnh vµ tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn tèi u møc cho tríc. Bµi to¸n ®iÒu

khiÓn H∞ cho hÖ tuyÕn tÝnh «t«n«m, ph¬ng ph¸p phæ dông lµ sö dông hµm

Lyapunov-Krasovskii vµ ®iÒu kiÖn æn ®Þnh ®¹t ®îc dùa trªn viÖc gi¶i nghiÖm

cña bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh hoÆc ph¬ng tr×nh Riccati ®¹i sè. §èi víi

hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m th× c¸c ®iÒu kiÖn ®îc dùa trªn nghiÖm cña ph¬ng

tr×nh Riccati vi ph©n. B»ng ph¬ng ph¸p ®ã, trong [9, 10] c¸c t¸c gi¶ ®· ®a

ra ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó gi¶i ®îc bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng

«t«n«m kh«ng cã trÔ víi gi¶ thiÕt ®iÒu khiÓn ®îc cña hÖ ®iÒu khiÓn.

LuËn v¨n gåm 3 ch¬ng:

Ch¬ng 1 tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ së vÒ ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng,

ph¬ng tr×nh vi ph©n cã chËm, tÝnh æn ®Þnh vµ ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov ®èi

víi hÖ PTVP chËm. TiÕp ®Õn tr×nh bµy c¸c bµi to¸n ®iÒu khiÓn ®îc, bµi to¸n

æn ®Þnh ho¸ vµ bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞. PhÇn cuèi Ch¬ng 1 ®Ò cËp ®Õn mét sè

bæ ®Ò ®îc sö dông nhiÒu trong luËn v¨n nµy.

Trong Ch¬ng 2, luËn v¨n giíi thiÖu mét sè kÕt qu¶ ®· cã vÒ ®iÒu kiÖn gi¶i

®îc cña bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m kh«ng cã trÔ

trong [9] dùa trªn mèi quan hÖ gi÷a ®iÒu khiÓn ®Òu hoµn toµn hoÆc ®iÒu khiÓn

®îc vÒ 0 cña hÖ ®iÒu khiÓn vµ sù tån t¹i nghiÖm cña ph¬ng tr×nh Riccati vi

ph©n (RDE). Cuèi ch¬ng, luËn v¨n tr×nh bµy ®iÒu kiÖn cã lêi gi¶i cña bµi to¸n

®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n kh«ng «t«n«m cã trÔ
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h»ng. §ång thêi ë mçi kÕt qu¶ ®Òu ®a ra vÝ dô minh ho¹.

KÕt qu¶ nghiªn cøu míi cña luËn v¨n ®îc tr×nh bµy trong ch¬ng 3 lµ

chøng minh c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ gi¶i bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho mét líp

hÖ PTVP kh«ng «t«n«m cã trÔ h»ng, trÔ biÕn thiªn hçn hîp vµ x©y dùng hµm

®iÒu khiÓn ngîc æn ®Þnh dùa trªn nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati.

Trong suèt qu¸ tr×nh häc tËp vµ lµm luËn v¨n, em ®· nhËn ®îc sù gióp

®ì tËn t×nh, sù chØ b¶o ©n cÇn, nghiªm tóc cña thÇy híng dÉn, GS.TSKH Vò

Ngäc Ph¸t. ThÇy kh«ng chØ d¹y em tri thøc, kÜ n¨ng cÇn thiÕt mµ cßn truyÒn ®¹t

cho em nh÷ng bµi häc bæ Ých, ph¬ng ph¸p nghiªn cøu khoa häc... Em xin bµy

tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c nhÊt tíi thÇy. Ngoµi ra ®Ó hoµn thµnh luËn v¨n nµy, em

còng nhËn ®îc sù ®éng viªn, khÝch lÖ cña c¸c thÇy c« trong tæ bé m«n to¸n

Gi¶i tÝch khoa To¸n trêng §¹i häc Khoa häc tù nhiªn - §¹i häc Quèc gia Hµ

Néi cïng víi sù quan t©m, t¹o ®iÒu kiÖn cña khoa To¸n trêng §H Khoa häc tù

nhiªn, phßng tèi u vµ ®iÒu khiÓn ViÖn To¸n Häc, vµ rÊt nhiÒu b¹n bÌ n÷a. §ã

lµ nh÷ng nguån ®éng lùc lín ®Ó em cã c¬ héi ®îc häc tËp, trao ®æi vµ nghiªn

cøu. Em xin göi lêi c¶m ¬n ch©n thµnh nhÊt tíi c¸c thÇy c«, b¹n bÌ vµ c¸c ®¬n

vÞ nãi trªn.

V× thêi gian vµ n¨ng lùc b¶n th©n cã h¹n nªn b¶n luËn v¨n nµy kh«ng thÓ

tr¸nh khái thiÕu sãt vµ h¹n chÕ, em rÊt mong nhËn ®îc sù gãp ý cña c¸c thÇy

c« vµ c¸c b¹n.
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Ch¬ng 1

C¬ së to¸n häc

Trong ch¬ng nµy, luËn v¨n tr×nh bµy c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n cña ph¬ng

tr×nh vi ph©n cã chËm, tÝnh æn ®Þnh vµ ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov ®èi víi hÖ

ph¬ng tr×nh vi ph©n cã chËm, sau ®ã ®Þnh nghÜa vµ nªu c¸c kÕt qu¶ liªn quan

®Õn c¸c bµi to¸n ®iÒu khiÓn ®îc, bµi to¸n æn ®Þnh ho¸ vµ bµi to¸n ®iÒu khiÓn

H∞ mµ luËn v¨n nghiªn cøu vµ sö dông.

1.1 Ph¬ng tr×nh vi ph©n chËm

1.1.1 Ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng

XÐt ph¬ng tr×nh vi ph©n ẋ = f(t, x), t ∈ I = [t0, t0 + b]

x(t0) = x0, x0 ∈ Rn, t0 ≥ 0
(1.1)

trong ®ã

f(t, x) : I ×D → Rn, D = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ a}.

NghiÖm x(t) cña ph¬ng tr×nh vi ph©n (1.1) lµ hµm sè x(t) kh¶ vi liªn tôc

tho¶ m·n:

i) (t, x(t)) ∈ I ×D,
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ii) x(t) tho¶ m·n ph¬ng tr×nh vi ph©n (1.1).

Gi¶ sö hµm f(t, x(t)) liªn tôc trªn I ×D, khi ®ã nghiÖm x(t) cho bëi d¹ng tÝch

ph©n sau

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

1.1.2 Ph¬ng tr×nh vi ph©n chËm

Gi¶ sö h > 0. KÝ hiÖu C = C([−h, 0],Rn) lµ kh«ng gian c¸c hµm liªn tôc

tõ [−h, 0] vµo Rn víi chuÈn ®îc x¸c ®Þnh bëi ‖φ‖ = sup−h≤θ≤0 ‖φ(θ)‖. Víi

bÊt k× t ≥ 0, ®Æt xt(θ) = x(t + θ),−h ≤ θ ≤ 0 lµ ®o¹n quü ®¹o cña x(t) víi

chuÈn ‖xt‖ = sups∈[−h,0] ‖x(t+ s)‖. Ph¬ng tr×nh vi ph©n chËm (cã trÔ) d¹ng

ẋ(t) = f(t, xt), t ≥ 0, (1.2)

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0],

trong ®ã f : R+ ×C → Rn lµ hµm cho tríc. Ph¬ng tr×nh vi ph©n cã trÔ ®îc

kÝ hiÖu lµ RFDE(f ), φ(t) ∈ C.

VÝ dô mét sè d¹ng ph¬ng tr×nh vi ph©n cã trÔ ®îc nghiªn cøu trong luËn

v¨n nh:

◦ Ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ rêi r¹c

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h), t ≥ 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0],

trong ®ã h ≥ 0; x(t) ∈ Rn; A(t), A1(t) ∈ Rn×n lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc

cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−h, 0],Rn) lµ hµm ban ®Çu víi chuÈn

‖φ‖ = sup
t∈[−h,0]

‖φ(t)‖.
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◦ Ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ ph©n phèi

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)

∫ t

t−h
x(s)ds, t ≥ 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0],

trong ®ã h ≥ 0; x(t) ∈ Rn; A(t), A1(t) ∈ Rn×n lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc

cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−h, 0],Rn) lµ hµm ban ®Çu víi chuÈn

‖φ‖ = sup
t∈[−h,0]

‖φ(t)‖.

◦ Ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ hçn hîp

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h) + A2(t)

∫ t

t−k
x(s)ds, t ≥ 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−max(h, k), 0],

trong ®ã h, k ≥ 0; x(t) ∈ Rn; A(t), A1(t), A2(t) ∈ Rn×n lµ c¸c hµm ma trËn

liªn tôc cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−max(h, k), 0],Rn) lµ hµm ban ®Çu víi

chuÈn

‖φ‖ = sup
t∈[−max(h,k),0]

‖φ(t)‖.

1.1.3 TÝnh æn ®Þnh cña hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n chËm

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n cã chËm (1.2) víi gi¶ thiÕt f(t, 0) ≡ 0, tøc lµ

hÖ (1.2) cã nghiÖm kh«ng. T¬ng tù nh bµi to¸n æn ®Þnh cña hÖ ph¬ng tr×nh

vi ph©n thêng, ta cã c¸c ®Þnh nghÜa sau:

§Þnh nghÜa 1.1.1:

• NghiÖm kh«ng cña hÖ (1.2) ®îc gäi lµ æn ®Þnh nÕu víi mäi sè ε > 0, t0 ≥ 0,

tån t¹i sè δ = δ(ε, t0) > 0 sao cho bÊt k× nghiÖm x(t0, φ)(t) cña hÖ tho¶ m·n

‖φ‖ < δ th×

‖x(t0, φ)(t)‖ < ε, ∀t ≥ t0.
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• NghiÖm kh«ng cña hÖ (1.2) ®îc gäi lµ æn ®Þnh tiÖm cËn nÕu nã æn ®Þnh vµ

h¬n n÷a víi mçi t0 ≥ 0 tån t¹i δ = δ(t0) > 0 sao cho víi mäi φ ∈ C tho¶ m·n

‖φ‖ < δ, ta cã

limt→∞ ‖x(t0, φ)(t)‖ = 0.

• NghiÖm kh«ng cña hÖ (1.2) ®îc gäi lµ æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c sè M >

0, δ > 0 sao cho mäi nghiÖm cña hÖ (1.9) tho¶ m·n

‖x(t0, φ)(t)‖ ≤Me−δ(t−t0)‖φ‖, ∀t ≥ t0.

1.1.4 Ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov

Sö dông ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov nh ®èi víi ph¬ng tr×nh vi ph©n

thêng, chóng ta cã thÓ xÐt ®îc tÝnh æn ®Þnh cña hÖ RFDE(f ) (1.2).

§Þnh nghÜa 1.1.2: XÐt hÖ RFED(f ) (1.2). Hµm kh¶ vi liªn tôc V : R+×C → R

®îc gäi lµ hµm Lyapunov cña hÖ (1.2) nÕu tån t¹i c¸c h»ng sè λ1, λ2, λ3 > 0

tho¶ m·n

i) λ1‖x(t)‖2 ≤ V (t, xt) ≤ λ2‖xt‖2,

ii) V̇ (t, xt) ≤ −λ3‖x(t)‖2

víi mäi nghiÖm x(t) cña hÖ.

§Þnh lý 1.1.3: NÕu hÖ RFDE(f ) (1.2) tån t¹i hµm Lyapunov th× hÖ ®· cho æn

®Þnh tiÖm cËn.

1.2 Bµi to¸n ®iÒu khiÓn ®îc

XÐt mét hÖ thèng ®iÒu khiÓn m« t¶ bëi ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh, kÝ

hiÖu [A(t), B(t)], d¹ng

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t ≥ 0, (1.3)
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trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ vect¬ ®iÒu khiÓn, n ≥

m; A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, t ≥ 0 lµ c¸c ma trËn hµm liªn tôc trªn R. Mét

hµm vÐct¬ u(t) x¸c ®Þnh trªn [0,∞) mµ lµ kh¶ tÝch ®Þa ph¬ng lÊy gi¸ trÞ trong

Rm sÏ ®îc gäi lµ ®iÒu khiÓn chÊp nhËn ®îc cña hÖ (1.3). Líp c¸c hµm ®iÒu

khiÓn chÊp nhËn ®îc th«ng thêng lµ c¸c hµm trong Lp([0,∞),Rm).

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh (1.3) víi gi¸ trÞ ban ®Çu x(0) = x0 cho tríc.

Khi ®ã øng víi mçi ®iÒu khiÓn chÊp nhËn ®îc u(t), bµi to¸n Cauchy cña hÖ

ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh (1.3) lu«n cã nghiÖm x(t, x0, u) t¹i thêi ®iÓm t

®îc cho bëi

x(t, x0, u) = U(t, 0)x0 +

∫ t

0
U(t, s)B(s)u(s)ds, t ≥ 0

trong ®ã U(t, s) lµ ma trËn nghiÖm c¬ b¶n cña hÖ tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt:

ẋ(t) = A(t)x(t), t ≥ 0.

§Þnh nghÜa 1.2.1: Cho hai tr¹ng th¸i x0, x1 ∈ Rn, cÆp (x0, x1) ®îc gäi lµ ®iÒu

khiÓn ®îc sau thêi gian t1 > 0, nÕu tån t¹i ®iÒu khiÓn chÊp nhËn ®îc u(t) sao

cho nghiÖm x(t, x0, u) cña hÖ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

x(0, x0, u) = x0, x(t1, x0, u) = x1.

§Þnh nghÜa 1.2.2: HÖ [A(t), B(t)] gäi lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 nÕu

víi bÊt k× tr¹ng th¸i x0 ∈ Rn, tån t¹i mét thêi gian t1 > 0 sao cho (x0, 0) lµ

®iÒu khiÓn ®îc sau thêi gian t1. Hay nãi c¸ch kh¸c tån t¹i T > 0 sao cho:∫ T

0
U(T, s)B(s)BT (s)UT (T, s)ds > 0.

Tríc tiªn chóng ta xÐt kÕt qu¶ c¬ së ®Çu tiªn vÒ tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc cña

hÖ tuyÕn tÝnh dõng d¹ng

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t ≥ 0, (1.4)
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trong ®ã x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A,B lµ c¸c ma trËn h»ng cã sè chiÒu t¬ng

øng.

§Þnh lý 1.2.3: (Tiªu chuÈn h¹ng Kalman)

HÖ tuyÕn tÝnh dõng (1.4) lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 khi vµ chØ khi

rank[B,AB, ..., An−1B] = n.

Nh vËy ®Ó xÐt tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc cña mét hÖ tuyÕn tÝnh dõng (1.4), ta

chØ cÇn x¸c lËp ma trËn [B,AB, ..., An−1B]−(n×m), sau ®ã kiÓm tra h¹ng cña

nã lµ ®ñ. Ma trËn nµy ®îc gäi lµ ma trËn ®iÒu khiÓn ®îc, kÝ hiÖu lµ [A/B].

VÝ dô 1.2.4: XÐt tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc cña hÖ
ẋ1 = −2x1 + 2x2 + u

ẋ2 = x1 − x2.

Ta cã

A =

−2 2

1 −1

 B =

1

0

 .

V×

rank[A/B] = rank

1 −2

0 1

 = 2

nªn hÖ ®· cho lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0.

Bªn c¹nh ®ã chóng ta cã thÓ kiÓm tra ®îc tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn

cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng dõng díi d¹ng ®iÒu kiÖn Kalman.

§Þnh lý 1.2.5: [2] Gi¶ sö c¸c ma trËn A(t), B(t) lµ c¸c hµm gi¶i tÝch trªn

[t0,∞). HÖ (1.3) lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 khi vµ chØ khi

∃t1 ∈ [t0,∞) : rank[M0(t1),M1(t1), ...,Mn(t1)] = n,

trong ®ã

M0(t) = B(t),
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Mk+1(t) = −A(t)Mk(t) +
d

dt
Mk(t), k = 0, 1, ..., n− 1.

Chó ý r»ng nÕu hÖ lµ dõng, tøc lµ c¸c ma trËn A(.), B(.) lµ h»ng sè, th×

c¸c ®iÒu kiÖn Kalman trong hai ®Þnh lý 1.2.3 vµ 1.2.5 lµ ®ång nhÊt.

VÝ dô 1.2.6: XÐt hÖ (1.3) trong ®ã

A(t) =

1
2 cos t 0

0 −1
2 sin t

 ,

B(t) =

e− sin t 0

0 e− cos t

 .

Ta cã

M0(t) = B(t) =

e− sin t 0

0 e− cos t

 ,

M1(t) = −A(t)B(t) +
d

dt
M0(t) =

−3
2 cos te− sin t 0

0 3
2 sin te− cos t

 .

V× ma trËn [M0(t),M1(t)] cã h¹ng b»ng 2 víi mäi t > t0 = 0 nªn theo ®Þnh lý

1.2.5, hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0.

§Þnh nghÜa 1.2.7: [9] HÖ [A(t), B(t)] gäi lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn nÕu

tån t¹i N > 0, c1, c2, c3, c3, c4 > 0 sao cho víi mäi t ∈ R+:

i) c1I ≤ W (t, t+N) ≤ c2I

ii) c3I ≤ U(t, t+N)W (t, t+N)U(t, t+N) ≤ c4I

trong ®ã

W (t, t+N) =
∫ t+N
t U(N, s)B(s)BT (s)UT (N, s)ds.
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1.3 Bµi to¸n æn ®Þnh ho¸

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn m« t¶ bëi hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0

x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm.

(1.5)

§Þnh nghÜa 1.3.1: HÖ (1.5) gäi lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc nÕu tån t¹i hµm

h(x) : Rn → Rm sao cho víi hµm ®iÒu khiÓn nµy hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n

x(t) = f(t, x(t), h(x(t))), t ≥ 0,

lµ æn ®Þnh tiÖm cËn. Hµm h(x) thêng gäi lµ hµm ®iÒu khiÓn ngîc.

Trêng hîp hÖ (1.5) lµ hÖ tuyÕn tÝnh

ẋ = Ax+Bu

th× hÖ lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc nÕu tån t¹i ma trËn K sao cho ma trËn (A+BK) lµ

æn ®Þnh.

§Þnh lý 1.3.2: HÖ tuyÕn tÝnh (1.5) lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc nÕu nã lµ ®iÒu khiÓn

®îc hoµn toµn vÒ 0.

VÝ dô 1.3.3: XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh (1.5) trong ®ã

A =

−1 0

0 0

 , B =

1

0

 .

Ta cã hÖ ẋ = Ax lµ æn ®Þnh, do ®ã hÖ ®· cho lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc víi K = 0.

Tuy nhiªn hÖ kh«ng lµ GNC v×

rank[A/B] = 1 < 2.

VÝ dô trªn chØ ra r»ng nÕu hÖ lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc th× hÖ ®ã cha ch¾c ®·

lµ GNC. Do ®ã phÇn ®¶o cña ®Þnh lý 1.3.2 kh«ng ®óng.
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Trêng hîp hÖ (1.5) lµ hÖ phi tuyÕn, ta cã ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 1.3.4: XÐt hÖ ®iÒu khiÓn phi tuyÕn (1.5). Gi¶ sö tån t¹i hµm V (t, x) vµ

hµm vÐct¬ h(x) : Rn → Rm sao cho

i) V (t, x) x¸c ®Þnh d¬ng

ii) Tån t¹i γ(.) ∈ K :
∂V

∂x
f(x, h(x)) ≤ −γ(‖x‖), ∀x ∈ Rn \ 0.

Khi ®ã hÖ lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc víi ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = h(x(t)).

VÝ dô 1.3.5: XÐt tÝnh æn ®Þnh ho¸ ®îc cña hÖ phi tuyÕn
ẋ1 = x2 − x3

1 − u3
1

ẋ2 = −x1 − x3
2 − u3

2

XÐt c¸c hµm

V (x1, x2) = x2
1 + x2

2, a(t) = γ(t) = t2,

b(t) = 2t2, u = h(x) = x

víi u = (u1, u2), x = (x1, x2). Ta cã

V (0, 0) = 0,

a(‖(x1, x2)‖ ≤ V (x1, x2) ≤ b(‖(x1, x2)‖)

vµ

∂V

∂x
f(x, h(x)) = 2x1.ẋ1 + 2x2.ẋ2 = −4x4

1 − 4x4
2

≤ −x2
1 − x2

2 = −γ(‖(x1, x2)‖, ∀(x1, x2) ∈ R2.

Do ®ã hÖ ®· cho lµ æn ®Þnh ho¸ ®îc víi ®iÒu khiÓn ngîc

u(t) = h(x(t)) = x(t).
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1.4 Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t), t ≥ 0, (1.6)

x(0) = x0, x0 ∈ Rn,

trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈ Rr

lµ biÕn nhiÔu, z(t) ∈ Rl lµ hµm quan s¸t, A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, B1(t) ∈

Rn×r, C(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈ Rl×m lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc cho tríc trªn

R+. Hµm nhiÔu ω(t) lµ chÊp nhËn ®îc nÕu ω ∈ L2([0,∞),Rr).

§Þnh nghÜa 1.4.1: [9] Cho γ > 0. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ (1.6) lµ bµi

to¸n t×m ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = K(t)x(t) tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(i) Víi ω = 0, mäi nghiÖm cña hÖ ®ãng

ẋ(t) = [A(t) +B(t)K(t)]x(t) (1.7)

æn ®Þnh tiÖm cËn Lyapunov;

(ii) Tån t¹i c0 > 0 sao cho

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖x0‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ (1.8)

víi supremum trªn mäi gi¸ trÞ ban ®Çu x0 ∈ Rn vµ mäi hµm nhiÔu kh¸c kh«ng

ω ∈ L2([0,∞),Rr).

§Þnh nghÜa 1.4.2: [7] Cho γ > 0. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ

(1.6) lµ bµi to¸n t×m ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = K(t)x(t) tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn

sau:

(i) Mäi nghiÖm cña hÖ ®ãng

ẋ(t) = [A(t) +B(t)K(t)]x(t) +B1(t)ω(t) (1.9)
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thuéc L2([0,∞),Rn) víi mäi nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω(t);

(ii) Tån t¹i c0 > 0 sao cho

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖x0‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ (1.10)

víi supremum trªn mäi gi¸ trÞ ban ®Çu x0 ∈ Rn vµ mäi hµm nhiÔu kh¸c kh«ng

ω ∈ L2([0,∞),Rr).

1.5 Mét sè bæ ®Ò bæ trî

Bæ ®Ò 1.5.1: [7] (BÊt ®¼ng thøc ma trËn Cauchy) Cho Q, S lµ hai ma trËn ®èi

xøng vµ S > 0, khi ®ã

2〈Qy, x〉 − 〈Sy, y〉 ≤ 〈QS−1QTx, x〉, ∀x, y ∈ Rn.

Bæ ®Ò 1.5.2: Víi mäi ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng W ∈ Rn×n, v« híng

ν ≥ 0 vµ hµm vÐct¬ ω : [0, ν]→ Rn sao cho c¸c tÝch ph©n cã liªn quan ®Òu x¸c

®Þnh, ta cã(∫ ν

0
ω(s)ds

)T
W
(∫ ν

0
ω(s)ds

)
≤ ν

∫ ν

0
ωT (s)Wω(s)ds.

Bæ ®Ò 1.5.3: [7] Víi bÊt k× ma trËn A(t) bÞ chÆn trªn R+, tån t¹i Q ∈

BM+(0,∞) tho¶ m·n Q(t)− A(t) ≥ 0.

KÕt hîp víi hÖ ®iÒu khiÓn (1.3), xÐt ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)B(t)BT (t)P (t) +Q(t) = 0 (1.11)

ta cã mét sè bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 1.5.4: [7] Gi¶ sö A(t), B(t) bÞ chÆn trªn R+. NÕu hÖ [A(t), B(t)] lµ

®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 th× víi bÊt k× ma trËn Q ∈ BM+(0,∞), ph¬ng

tr×nh vi ph©n Riccati (1.11) cã nghiÖm P ∈ BM+(0,∞).
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Bæ ®Ò 1.5.5: [9] NÕu hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn th× kh¼ng

®Þnh sau lu«n ®óng:

Ph¬ng tr×nh Riccati vi ph©n (1.11), trong ®ã Q(t) = I , cã nghiÖm P ∈

M(Rn
+) bÞ chÆn ®Òu trªn vµ díi, tøc lµ tån t¹i β1, β2 ≥ 0 tho¶ m·n

β1 ≤ ‖P (t)‖ ≤ β2, ∀t ∈ R+.
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Ch¬ng 2

Mét sè kÕt qu¶ vÒ bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞

cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m víi gi¶

thiÕt ®iÒu khiÓn ®îc

PhÇn ®Çu ch¬ng 2, luËn v¨n tr×nh bµy kÕt qu¶ gi¶i ®îc cña bµi to¸n ®iÒu

khiÓn H∞ cho hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n kh«ng «t«n«m kh«ng cã trÔ dùa trªn

mèi quan hÖ gi÷a tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn vµ sù tån t¹i nghiÖm cña

ph¬ng tr×nh Riccati vi ph©n. TiÕp ®ã ®a ra mét sè kÕt qu¶ më réng trong [7]

vÒ bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ

h»ng trªn biÕn tr¹ng th¸i víi c¸c gi¶ thiÕt vÒ ®iÒu khiÓn ®îc nhÑ h¬n.

2.1 TÝnh ®iÒu khiÓn ®îc vµ ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ tuyÕn tÝnh

liªn tôc kh«ng «t«n«m

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t), t ≥ 0, (2.1)

x(0) = x0, x0 ∈ Rn,
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trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈ Rr

lµ biÕn nhiÔu, z(t) ∈ Rl lµ hµm quan s¸t, A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, B1(t) ∈

Rn×r, C(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈ Rl×m lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc cho tríc trªn R+.

Hµm nhiÔu ω(t) lµ chÊp nhËn ®îc nÕu ω ∈ L2([0,∞),Rr).

XÐt hÖ (2.1) víi c¸c hµm ma trËn B1(t), C(t) liªn tôc bÞ chÆn trªn [0,∞)

vµ gi¶ thiÕt

DT (t)[C(t), D(t)] = [0, I], ∀t ≥ 0 (2.2)

®Ó gi¶m sù phøc t¹p khi ®¸nh gi¸ c¸c ®iÒu kiÖn. Ta cã ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 2.1.1: Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn. Bµi

to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i P ∈ M(Rn
+) tho¶ m·n

ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati (RDE)

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)

−P (t)
[
B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t)

]
P (t) + I = 0, (2.3)

vµ hµm ®iÒu khiÓn ngîc lµ

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), t ≥ 0.

Chøng minh. Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn, theo

bæ ®Ò 1.5.5, ph¬ng tr×nh RDE (2.3) cã nghiÖm P (t) ∈ M(Rn
+) tho¶ m·n ®iÒu

kiÖn

β1 ≤ ‖P (t)‖ ≤ β2, ∀t ∈ R+.

Víi hµm ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = −BT (t)P (t)x(t) vµ hÖ ®ãng víi ω = 0:

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)P (t)]x(t)

xÐt hµm Lyapunov d¹ng sau

V (t, x) = 〈P (t)x, x〉.
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Ta cã

β1‖x(t)‖ ≤ V (t, x(t)) ≤ β2‖x(t)‖.

LÊy ®¹o hµm cña V (.) däc theo nghiÖm cña hÖ ®ãng, víi ω = 0, ta cã

V̇ (t, x(t)) = 〈Ṗ (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)x(t), ẋ(t)〉

= −‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

≤ −‖x(t)‖2

bëi v×

〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉 ≥ 0

〈P (t)B1(t)B
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 ≥ 0

〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉 ≥ 0, ∀t ≥ 0.

VËy theo §Þnh lý 1.1.3, hÖ ®ãng víi ω = 0 lµ æn ®Þnh tiÖm cËn.

TiÕp theo chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn (1.8) cña víi mäi gi¸ trÞ ban ®Çu

x0 ∈ Rn vµ hµm nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω(t). Ta cã

V̇ (t, x(t)) = −‖x(t)‖2 − 〈P (t)BT (t)B(t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)BT

1 (t)B1(t)P (t)x(t), x(t)〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

H¬n n÷a, víi u(t) = −BT (t)P (t)x(t) vµ ®iÒu kiÖn (2.2) cã

‖z(t)‖2 = 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉.

Do ®ã ∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt

≤
∫ ∞

0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2 + V̇ (t, x(t))

]
dt−

∫ ∞
0

V̇ (t, x(t))dt
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≤
∫ ∞

0

[
− ‖x(t)‖2 − 1

γ
〈P (t)BT

1 (t)B1(t)P (t)x(t), x(t)〉

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − γ‖ω(t)‖2
]
dt+ 〈P (0)x0, x0〉.

Sö dông bæ ®Ò (1.5.1) ta cã

2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − γ‖ω(t)‖2 ≤ 1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉.

Khi ®ã ∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt ≤ 〈P (0)x0, x0〉

≤ ‖P (0)‖‖x0‖2.

VËy

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖x0‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ

víi c0 =
‖P (0)‖
γ

> 0 v× ‖P (0)‖ > β1 > 0, supremum lÊy trªn x0 ∈ Rn vµ hµm

nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω ∈ L2([0,∞),Rr). Do ®ã theo ®Þnh lý 1.4.1, bµi to¸n

®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i. �

VÝ dô 2.1.2: Cho γ > 0. XÐt hÖ (2.1) trong ®ã

A(t) =

sin 2t 0

0 −1

 , B(t) =

e− cos2 t 0

0 e−t

 ,

B1(t) =

√γ8 e− sin2 t−4 0

0
√
γ

8 e
− cos2 t−5

 ,

C(t) =


0 0

√
11
4 sin t

√
11
4 cos t

0 0

 , D(t) =


1 0

0 0

0 1

 .

Ta cã DT (t)C(t) = 0, DT (t)D(t) = I vµ ma trËn U(t, s) ®îc cho bëi

U(t, s) =

ecos2 s−cos2 t 0

0 es−t

 .
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Víi x = (x1, x2) ∈ R2 ta cã∫ t+N

t

‖BT (s)UT (N, s)x‖2ds = e−2 cos2Nx2
1N + e−2Nx2

2N.

V×

e−2 cos2N ≥ e−2N , e−2 cos2N ≤ 1, ∀N ≥ 1

nªn chän N = 1 ta cã

e−2‖x‖ ≤
∫ t+N

t

‖BT (s)UT (N, s)x‖2ds ≤ ‖x‖

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (i) cña §Þnh nghÜa 1.2.7 víi c1 = e−2, c2 = 1.

MÆt kh¸c

‖U(t, s)‖2 = e2(cos2 s−cos2 t) + e2(s−t) ≤ e2 + 1

víi s < t nªn ®iÒu kiªn (ii) cña §Þnh nghÜa 1.2.7 tho¶ m·n. Khi ®ã ta cã hÖ

[A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn.

VËy bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ (2.1) cã lêi gi¶i víi u(t) ®îc x¸c ®Þnh bëi

u(t) = −BT (t)P (t)x(t)

trong ®ã nghiÖm

P (t) =

p1(t) 0

0 p2(t)


cña RDE (2.3) ®îc ®Þnh nghÜa bëi ph¬ng tr×nh vi ph©n

ṗ1(t) + 2 sin 2tp1(t)−
(
e−2 cos2 t − e−2 sin2 t−8

64

)
p2

1(t) +
11

4
sin2 t = −1

ṗ2(t) + 2p2(t)−
(
e−2t − 1

64
e−2 cos2 t−10

)
p2

2(t) +
1

4
cos2 t+ 1 = 0.

2.2 Mèi liªn hÖ gi÷a ®iÒu khiÓn H∞ vµ tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc

cña hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m

XÐt hÖ (2.1) víi gi¶ thiÕt

DT (t)[C(t), D(t)] = [0, I], ∀t ≥ 0. (2.4)

24



ta cã bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 2.2.1: Bµi to¸n ®iÒu khiÓnH∞ cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i ma trËn

X ∈ BMU+(0,∞), R ∈ BMU+(0,∞) sao cho ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati

sau tho¶ m·n

Ẋ + ATX +XA−X[BBT − 1

γ
B1B

T
1 ]X + CTC +R = 0, t ≥ 0. (2.5)

Hµm ®iÒu khiÓn ngîc lµ

u(t) = −BT (t)X(t)x(t), t ≥ 0.

Chøng minh. Víi hµm ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = −BT (t)X(t)x(t) vµ hÖ ®ãng

víi ω(t) = 0

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)X(t)]x(t), (2.6)

xÐt hµm Lyapunov d¹ng:

V (t, x) = 〈X(t)x, x〉.

Do X ∈ BMU+(0,∞) nªn tån t¹i λ1, λ2 > 0 sao cho

λ1‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ λ2‖x‖2, ∀t ≥ 0

§¹o hµm V̇ (.) däc theo nghiÖm cña hÖ ®ãng ta cã

V̇ (t, x) = 〈Ẋ(t)x(t), x(t)〉+ 2〈X(t)x(t), ẋ(t)〉

= 〈(Ẋ(t) + AT (t)X(t) +X(t)A(t)x(t), x(t)〉

−2〈X(t)B(t)BT (t)X(t)x(t), x(t)〉

= −〈X(t)B(t)BT (t)X(t)x(t), x(t)〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈X(t)B1(t)B

T
1 (t)X(t)x(t), x(t)〉 − 〈R(t)x(t), x(t)〉

≤ −〈R(t)x(t), x(t)〉
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bëi v×

〈XBBTXx(t), x(t)〉 ≥ 0,

〈XB1B
T
1 X(t), x(t)〉 ≥ 0,

〈CTCx(t), x(t)〉 ≥ 0.

MÆt kh¸c R ∈ BMU+(0,∞) nªn tån t¹i λ3 > 0 sao cho

〈Rx(t), x(t)〉 ≥ λ3‖x‖2.

Do ®ã

V̇ (t, x) ≤ −λ3‖x‖2

≤ −λ3

λ2
V (t, x).

Tõ ®ã ta cã

V (t, x(t)) ≤ V (0, x0)e
−λ3

λ2
t, ∀t ≥ 0

mµ

λ1‖x(t)‖2 ≤ V (t, x(t))

nªn

‖x(t)‖ ≤

√
V (0, x0)

λ1
e−

λ3
2λ2

t, ∀t ≥ 0.

VËy hÖ ®ãng (2.6) æn ®Þnh mò nªn æn ®Þnh tiÖm cËn.

§Ó hoµn thµnh chøng minh, chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn (1.8) víi mäi

gi¸ trÞ ban ®Çu x0 ∈ Rn vµ hµm nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω(t).

Víi u(t) = −BT (t)X(t)x(t) vµ ®iÒu kiÖn (2.4) ta cã

‖z‖2 = 〈CTCx, x〉+ 〈X(t)B(t)BT (t)X(t)x, x〉.
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Khi ®ã∫ t

0

[
‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2

]
dt

=

∫ t

0

[
‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2 + V̇ (s, x(s))

]
dt−

∫ t

0
V̇ (s, x(s))ds〉

≤
∫ t

0

[
− 1

γ
〈X(s)B1(s)B

T
1 (s)X(s)x(s), x(s)〉 − 〈R(s)x(s), x(s)〉

+2〈X(s)B1(s)ω(s), x(s)〉 − γ‖ω(s)‖2
]
dt+ V (0, x0)

≤
∫ t

0

[
2〈X(s)B1(s)ω(s), x(s)〉 − 1

γ
〈X(s)B1(s)B

T
1 (s)X(s)x(s), x(s)〉

−γ‖ω(s)‖2 − 〈R(s)x(s), x(s)〉
]
ds+ 〈X(0)x0, x0〉.

Sö dông bæ ®Ò (1.5.1) ta cã

2〈X(t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − γ‖ω(t)‖2 ≤ 1

γ
〈X(t)B1(t)B

T
1 (t)X(t)x(t), x(t)〉

vµ

−〈R(t)x(t), x(t)〉 ≤ −λ3‖x(t)‖2.

Do ®ã ∫ t

0

[
‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2

]
dt

≤ −λ3

∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 〈X(0)x0, x0〉

≤ 〈X(0)x0, x0〉.

Cho t→∞ ta cã

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖x0‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ

víi supremum x¸c ®Þnh trªn x0 ∈ Rn vµ hµm nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω ∈

L2([0,∞),Rr), c0 =
‖X(0)‖

γ
> 0 v× X � 0. Bæ ®Ò ®îc chøng minh. �

§Þnh lý sau ®©y cho kÕt qu¶ gi¶i bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ (2.1) víi

yªu cÇu gi¶ thiÕt nhÑ h¬n.
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Gi¶ sö A(t), B(t), B1(t) lµ c¸c hµm liªn tôc, bÞ chÆn trªn R+. Cho γ > 0,

®Æt

Aγ(t) = A(t) +
1

γ
B1(t)B

T
1 (t)−B(t)BT (t),

Bγ(t) = [B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t)]

1
2 .

§Þnh lý 2.2.2: Gi¶ sö B(t)BT (t)− 1
γB1(t)B

T
1 (t) ≥ 0, t ≥ 0, vµ hÖ ®iÒu khiÓn

[Aγ(t), Bγ(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn. Khi ®ã bµi to¸n ®iÒu khiÓnH∞

cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i. H¬n n÷a, hµm ®iÒu khiÓn lµ

u(t) = −BT (t)[P (t) + I]x(t), t ∈ R+,

trong ®ã P ∈ BM+(0,∞) lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati

Ṗ + AT
γP + PAγ − PBγB

T
γ P + A+ AT + CTC + εI = 0 (2.7)

víi ε > 0.

Chøng minh. Chän ε > 0, bëi Bæ ®Ò 1.5.4, sao cho

Q(t) = A(t) + AT (t) + CT (t)C(t) + εI ≥ 0.

KÕt hîp víi (2.7) cã

Ṗ + AT
γP + PAγ − PBγB

T
γ P +Q(t) = 0, (2.8)

¸p dông Bæ ®Ò 1.5.5 víi ®iÒu kiÖn ®iÒu khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn cña hÖ

[Aγ(t), Bγ(t)]; Aγ(t), Bγ(t) bÞ chÆn, Q ∈ BM+(0,∞), ph¬ng tr×nh (2.8) cã

nghÖm P ∈ BM+(0,∞).

Do ®ã

Ṗ + (AT +
1

γ
BT

1 B1 −BBT )P + P (A+
1

γ
BT

1 B1 −BBT )

−P (B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t))P + A+ AT + CTC + εI = 0
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suy ra

Ṗ + AT (P + I) + (P + I)A− (P + I)[B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t)](P + I)

+CTC +B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t) + εI = 0.

§Æt

X(t) = P (t) + I, R(t) =
[
B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t)

]
+ εI.

Ta cã

P ∈ BM+(0,∞), B(t)BT (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t) ≥ 0

nªn

X(t)� 0, R(t)� 0.

H¬n n÷a

Ẋ + ATX +XA−X[BBT − 1

γ
B1B

T
1 ]X + CTC +R = 0, t ≥ 0.

VËy ¸p dông Bæ ®Ò 2.2.1, bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i víi

hµm ®iÒu khiÓn ngîc

u(t) = −BT (t)X(t)x(t) = −BT (t)[P (t) + I]x(t), ∀t ≥ 0.

§Þnh lý ®îc chøng minh. �

VÝ dô 2.2.3: XÐt hÖ (2.1) trong ®ã

A(t) =

1
2(−1− e−2t) −1

1 1
2e
−2t

 ,

B(t) =

 2√
3
e−t 0

0 2√
3
e−t

 , B1(t) =

√11√
6
e−t 0

0
√

11√
6
e−t

 ,

C(t) =

 1√
2
e−t − 1√

2
e−t

− 1√
2
e−t 1√

2
e−t

 , D(t) =

 1√
2

1√
2

 .
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Ta cã DT (t)C(t) = 0, DT (t)D(t) = I . Víi γ = 3
2 th×

B(t)BT (t)− 2

3
Bt(t)B

T
1 (t) =

1
9e
−2t 0

0 1
9e
−2t

 ,

Bγ(t) =

√
B(t)BT (t)− 2

3
Bt(t)BT

1 (t) =

1
3e
−t 0

0 1
3e
−t

 ,

Aγt = A(t)−B(t)BT (t) +
2

3
Bt(t)B

T
1 (t) =

−1
2 −

11
18e
−2t −1

1 −11
18e
−2t

 .

Ma trËn Aγ(t), Bγ(t) gi¶i tÝch vµ xÐt

M0(t) = Bγ(t), M1(t) = −Aγ(t)Bγ(t) +
d

dt
M1(t),

tån t¹i t0 > 0 tho¶ m·n rank[M0(t0),M1(t0)] = 2. Theo §Þnh lý 1.2.5, hÖ

[Aγ(t), Bγ(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 vµ bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cã

lêi gi¶i.

Chän ε = 2 vµ

Q(t) = A(t) + AT (t) + CT (t)C(t) + εI

=

 1 −1
2e
−2t

−1
2e
−2t 2

 ≥ 0,

theo Bæ ®Ò 1.5.4, ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati

Ṗ + AT
γP + PAγ − PBγB

T
γ P +Q = 0

cã nghiÖm P ∈ BM+(0,∞) vµ hµm ®iÒu khiÓn ngîc bÒn v÷ng lµ

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), ∀t ≥ 0.
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2.3 Bµi to¸n æn ®Þnh trong L2 vµ ®iÒu khiÓnH∞ bÒn v÷ng cho

hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ h»ng trªn biÕn tr¹ng th¸i

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t), t ≥ 0, (2.9)

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], h ≥ 0,

trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈

Rr lµ biÕn nhiÔu, z(t) ∈ Rl lµ hµm quan s¸t, A(t), A1(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈

Rn×m, B1(t) ∈ Rn×r, C(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈ Rl×m lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc

cho tríc trªn R+.

XÐt hÖ (2.9) víi c¸c hµm ma trËn A1(t), B1(t) liªn tôc bÞ chÆn trªn [0,∞)

vµ gi¶ thiÕt

DT (t)C(t) = 0, DT (t)C(t) = I, ∀t ≥ 0. (2.10)

KÝ hiÖu

a1 = sup
t∈R+

‖A1(t)‖, b1 = sup
t∈R+

‖B1(t)‖.

XÐt ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)B(t)BT (t)P (t) +Q(t) = 0. (2.11)

§Þnh lý sau cho ta lêi gi¶i bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng víi gi¶ thiÕt ®iÒu

khiÓn ®îc vÒ 0 cña hÖ [A(t), B(t)].

§Þnh lý 2.3.1: Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0. Bµi

to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (2.9) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i ε, ε1, ε2 > 0

sao cho

ε− p2(ε−1
1 a2

1 +
1

γ
b21) ≥ 0, (2.12)
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trong ®ã p = supt∈R+ ‖P (t)‖, P ∈ BM+(0,∞) lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi

ph©n Riccati (2.11) víi Q(t) = CT (t)C(t)+(ε+ ε1 + ε2h)I . H¬n n÷a hµm ®iÒu

khiÓn ngîc lµ

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), ∀t ≥ 0.

Chøng minh. Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn. Theo bæ ®Ò

1.5.4, ph¬ng tr×nh Riccati (2.11) víi

Q(t) = CT (t)C(t) + (ε+ ε1 + ε2h)I

cã nghiÖm P ∈ BM+([0,∞), X).

Víi hµm ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = −BT (t)P (t)x(t), ∀t ≥ 0 vµ hÖ ®ãng

víi ω = 0

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)P (t)]x(t) + A1(t)x(t− h), (2.13)

xÐt hµm Lyapunov d¹ng :

V (t, xt) = V1(t, xt) + V2(t, xt) + V3(t, xt),

trong ®ã

V1(t, xt) = 〈P (t)x(t), x(t)〉,

V2(t, xt) = ε1

∫ t

t−h
‖x(s)‖2ds,

V3(t, xt) = ε2

∫ 0

−h

∫ t

t+τ
‖x(s)‖2dsdτ.

§¹o hµm cña V (.) däc theo nghiÖm x(t) cña hÖ ®ãng, ta cã

V̇1(t, xt) = 〈Ṗ (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)ẋ(t), x(t)〉

= 〈(Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− 2P (t)B(t)BT (t)P (t))x(t), x(t)〉

+2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

V̇2(t, xt) = ε1‖x(t)‖2 − ε1‖x(t− h)‖2

V̇3(t, xt) = ε2h‖x(t)‖2 − ε2

∫ t

t−h
‖x(s)‖2ds.
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Do ®ã

V̇ (t, xt) = 〈[Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P9t)A(t)− 2P (t)B(t)BT (t)P (t)

+(ε1 + ε2h)I]x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

+2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉 − ε1‖x(t− h)‖2 − ε2

∫ t

t−h
‖x(s)‖2ds.

V×

ε2

∫ t

t−h
‖x(s)‖2ds ≥ 0, t ≥ 0,

vµ sö dông Bæ ®Ò 1.5.1 cã

2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉 − ε1‖x(t− h)‖2

≤ ε−1
1 〈P (t)A1(t)A

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉

nªn

V̇ (t, xt)

= 〈[Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− 2P (t)B(t)BT (t)P (t)

+(ε1 + ε2h)I]x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

+ε−1
1 〈P (t)A1(t)A

T
1 (t)x(t), x(t)〉

≤ −ε‖x(t)‖2 − 〈[CT (t)C(t) + ε−1
1 P (t)A1(t)A

T
1 (t)P (t)]x(t), x(t)〉

−〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t).x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

≤ −(ε− ε−1
1 p2a2

1)‖x(t)‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

≤ −η‖x(t)‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉, (2.14)

trong ®ã η = ε− ε−1
1 p2a2

1 > 0 do ®iÒu kiÖn (2.12). TÝch ph©n hai vÕ cña (2.14)

tõ 0 ®Õn t ta cã

V (t, xt)− V (0, x0) ≤ −η
∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2

∫ t

0
〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉ds
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mµ V (t, xt) > 0 nªn∫ t

0
‖x(s)‖2ds

≤ η−1
[
〈P (0)φ(0), φ(0)〉+ ε1

∫ 0

−h
‖φ(s)‖2ds+ ε2

∫ 0

−h

∫ 0

τ

‖φ(s)‖2ds
]

+2η−1pb1

{∫ t

0
‖ω(s)‖2ds

} 1
2
{∫ t

0
‖x(s)‖2ds

} 1
2

≤ η−1[‖P (0)‖+ ε1h+ ε2h
2]‖φ‖2 + 2η−1pb1ω

{∫ t

0
‖x(s)‖2ds

} 1
2

trong ®ã

ω =
{∫ t

0
‖ω(s)‖2ds

} 1
2

.

§Æt α = η−1
[
‖P (0)‖+ ε1h+ ε2h

2
]
‖φ‖2, β = η−1pb1ω, ta cã∫ t

0
‖x(s)‖2ds ≤ α + 2β

{∫ t

0
‖x(s)‖2ds

} 1
2

,

do ®ã ∫ t

0
‖x(s)‖2ds ≤ β +

√
β2 + α, ∀t ≥ 0.

Cho t→∞, ta cã x(t) ∈ L2([0,∞), X).

§Ó hoµn thµnh chøng minh cña ®Þnh lý, ta cÇn chøng minh ®iÒu kiÖn (1.8).

XÐt biÓu thøc∫ t

0
[‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2]ds

=

∫ t

0
[‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2 + V̇ (s, xs)]ds−

∫ t

0
V̇ (s, xs)ds.

V× V (t, xt) ≥ 0, t ≥ 0 nªn

−
∫ t

0
V̇ (s, xs)ds = V (0, x0)− V (t, xt) ≤ V (0, x0), ∀t ≥ 0

H¬n n÷a víi hµm ®iÒu khiÓn ngîc vµ ®iÒu kiÖn (2.10) ta cã

‖z(t)‖2 = 〈[CT (t)C(t) + P (t)B(t)BT (t)P (t)]x(t), x(t)〉.

34



Do ®ã ∫ t

0
[‖z(s)‖2 − γ‖ω(s)‖2]ds

≤
∫ t

0
[−ε‖x(s)‖2 + ε2

1p
2a2

1‖x(s)‖2 + 2〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉

−γ‖ω(s)‖2]ds+ V (0, x0)

≤
∫ t

0
(−ε+ ε2

1p
2a2

1 +
1

γ
p2b2)‖x(s)‖2ds+ V (0, x0)

≤ V (0, x0) ≤ η−1(‖P (0)‖+ ε1h+ ε2h
2)‖φ‖2

bëi v×

2〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉 − γ‖ω(s)‖2 ≤ 1

γ
〈P (s)B1(s)B

T
1 (s)P (s)x(s), x(s)

≤ 1

γ
p2b21‖x(s)‖2.

Cho t→∞, vµ ®Æt

c0 =
η−1(‖P (0)‖+ ε1h+ ε2h

2)‖φ‖2

γ
,

ta cã ∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖φ‖2 +
∫∞
t ‖ω(t)‖2dt

≤ γ,

víi mäi hµm kh«ng ©m ω ∈ L2([0,∞),Rr), φ(t) ∈ C. §Þnh lý ®îc chøng

minh. �

B»ng c¸ch chøng minh t¬ng tù, §Þnh lý 2.3.1 cã thÓ më réng cho hÖ ®iÒu

khiÓn víi nhiÒu trÔ d¹ng

ẋ(t) = A(t)x(t) +
N∑
i=1

Ai(t)x(t− hi) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t), t ≥ 0, (2.15)

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], h ≥ 0.

víi h = max{h1, h2, ..., hN}, ta cã ®Þnh lý sau
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§Þnh lý 2.3.2: Gi¶ sö hÖ ®iÒu khiÓn [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn

vÒ 0. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (2.15) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i

ε, ε1, ε2 > 0 tho¶ m·n

ε− p2( N∑
i=1

ε−1
1 a2

i +
1

γ
b21
)
≥ 0,

trong ®ã ai = supt∈R+ ‖Ai(t)‖, P ∈ BM+(0,∞) lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh

vi ph©n Riccati (2.11) víi Q(t) = CT (t)C(t) + (ε+ ε1 + ε2h)I . H¬n n÷a, hµm

®iÒu khiÓn ngîc lµ

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), ∀t ≥ 0.

VÝ dô 2.3.3: XÐt trong Rn, x ∈ Rn, x = (x1, x2, ..., xn) víi chuÈn

‖x‖ =
[ n∑
i=1

x2
i

] 1
2

< +∞.

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− 3) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t), t ≥ 0, (2.16)

víi

A(t) =



− sin 2t 0 0 ... 0

0 −1 0 ... 0

0 0 −1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... −1


,

B(t) =



1

t+ 1
0 0 ... 0

0 e−t 0 ... 0

0 0 e−t ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... e−t


,
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C(t) =



e2 sin2 t

(1 + t)2 − 1.5 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0


,

D(t) =



0 0 0 ... 0 0

1 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 1 0


,

A1(t) = B1(t) = aI,

trong ®ã a > 0 x¸c ®Þnh bëi

9a2 sup
t≥0
‖P (t)‖2 ≤ 1,

víi P (t) lµ nghiÖm cña RDE (2.15) víi ε = 1, ε1 = ε2 = 0.125,

Q(t) = CT (t)C(t) + 1.5I.

Ta cã

DT (t)C(t) = 0, DT (t)D(t) = I.

H¬n n÷a, ®Ó kiÓm tra ®iÒu kiÖn ®iÒu khiÓn, chóng ta t×m ma trËn U(t, s) b»ng

c¸ch gi¶i ph¬ng tr×nh ma trËn h÷u h¹n chiÒu

d

dt
U(t, s) = A(t)U(t, s), U(t, t) = I.
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Ta cã

U(t, s) =



esin2 s−sin2 t 0 0 ... 0 0

0 es−t 0 ... 0 0

0 0 es−t ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0 es−t


,

Khi ®ã, víi mäi x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn vµ T > 0

‖UT (T, 0)xT‖2 = e−2 sin2 Tx2
1 + e−2T

n∑
i=2

x2
i

vµ ∫ T

0
‖BT (s)UT (T, s)xT‖2ds

= e−2 sin2 Tx2
1

∫ T

0

1

(s+ 1)2e
2 sin2 sds+ e−2T

n∑
i=2

x2
i

∫ T

0
e2sds

≥ e−2 sin2 Tx2
1

∫ T

0

1

(s+ 1)2ds+ e−2T
n∑
i=2

x2
i

∫ T

0
ds

= (1− 1

T + 1
)e−2 sin2 Tx2

1 + Te−2T
n∑
i=2

x2
i .

Do ®ã, víi T = 1, ®iÒu kiÖn ®iÒu khiÓn hoµn toµn vÒ 0 trong kho¶ng thêi gian

h÷u h¹n T > 0∫ T

0
‖BT (s)UT (T, s)xT‖2ds ≥ c‖UT (T, 0)‖2,∀x ∈ Rn

tho¶ m·n víi c = 1
2 , vµ hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0. Cho

γ = 1. Tõ chøng minh cña §Þnh lý 2.3.1, ta cã thÓ thay viÖc gi¶i RDE (2.11)

b»ng c¸ch gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh Riccati

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)B(t)BT (t)P (t) +Q(t) ≤ 0,
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nghiÖm cña RDE (2.11) ®îc ®Þnh nghÜa bëi

P (t) =



esin2 t 0 0 ... 0 0

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0 1


.

Ta cã p = e, chän a tho¶ m·n 3ae ≤ 1, ®iÒu kiÖn (2.12) tho¶ m·n, do ®ã bµi

to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (2.16) cã lêi gi¶i.
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Ch¬ng 3

Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho hÖ ph¬ng

tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã

trÔ

Trong ch¬ng nµy, luËn v¨n tr×nh bµy nghiªn cøu ph¸t triÓn c¸c kÕt qu¶

trong ch¬ng 2 vÒ ®iÒu kiÖn gi¶i ®îc cña bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng

cho hÖ PTVP tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ h»ng trªn c¶ biÕn tr¹ng th¸i vµ

biÕn quan s¸t dùa trªn sù tån t¹i nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati vµ

tÝnh ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 cña hÖ ®iÒu khiÓn.

Cuèi ch¬ng luËn v¨n nghiªn cøu më réng h¬n kÕt qu¶ gi¶i ®îc cña bµi

to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh kh«ng

«t«n«m cã trÔ biÕn thiªn trªn biÕn tr¹ng th¸i vµ biÕn quan s¸t kh«ng cÇn gi¶

thiÕt ®iÒu khiÓn ®îc vÒ 0.
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3.1 §iÒu khiÓn H∞ bÔn v÷ng cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«-

n«m cã trÔ h»ng

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m víi trÔ h»ng trªn biÕn tr¹ng

th¸i vµ biÕn quan s¸t

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) + C1(t)x(t− h) +D(t)u(t), t ≥ 0, (3.1)

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], h ≥ 0,

trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈

Rr lµ hµm nhiÔu, z(t) ∈ Rl lµ hµm quan s¸t; A(t), A1(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈

Rn×m, B1(t) ∈ Rn×r; C(t), C1(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈ Rl×m lµ c¸c hµm ma trËn

liªn tôc cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−h, 0],Rn), h ≥ 0 lµ hµm ban ®Çu víi chuÈn

‖φ‖ = sup
t∈[−h,0]

‖φ(t)‖.

Gi¶ sö c¸c hµm A1(t), B1(t), C(t), C1(t) liªn tôc vµ bÞ chÆn. Nh thêng lÖ ta

vÉn gi¶ thiÕt ®iÒu kiÖn

DT (t)[C(t), C1(t), D(t)] = [0, 0, I], ∀t ≥ 0. (3.2)

§Æt

a1 = sup
t∈R+

‖A1(t)‖, b1 = sup
t∈R+

‖B1(t)‖,

c1 = sup
t∈R+

‖C1(t)‖, c = sup
t∈R+

‖C(t)‖, p = sup
t∈R+

‖P (t)‖.

§Þnh lý 3.1: Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0. Khi ®ã

bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng (3.1) cã lêi gi¶i nÕu

1 > 2pa1, 1 > 2c21, (3.3)

(1− 2c21)(1−
2p2b21
γ

) > 2c2 + 4p2a2
1 + 8pa1cc1. (3.4)
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H¬n n÷a hµm ®iÒu khiÓn ngîc lµ

u(t) = −BT (t)P (t)x(t)

trong ®ã P (t) lµ nghiÖm cña RDE

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)B(t)BT (t)P (t) + I = 0. (3.5)

Chøng minh. Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 th× RDE

(3.5) cã nghiÖm P ∈ BM(Rn
+).

XÐt hµm Lyapunov cho hÖ ®ãng

V (t, xt) = 〈P (t)x(t), x(t)〉+ 1

2

∫ t

t−h
‖x(s)‖2ds.

Víi hµm ngîc u(t) = −BT (t)P (t)x(t) th×

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)P (t)]x(t) + A1(t)x(t− h) +B1(t)ω(t).

LÊy ®¹o hµm cña V (.) däc theo quü ®¹o nghiÖm cña hÖ ®ãng ta cã

V̇ (t, xt)

= 〈Ṗ (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)ẋ(t), x(t)〉+ 1

2
‖x(t)‖2 − 1

2
‖x(t− h)‖2

= −〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

+2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉 −
1

2
‖x(t)‖2 − 1

2
‖x(t− h)‖2 (3.6)

≤ −1

2
‖x(t)‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

+2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉 −
1

2
‖x(t− h)‖2. (3.7)

TÝch ph©n hai vÕ cña (3.7) tõ 0 ®Õn t ®îc:

V (t, xt)− V (0, x0)

≤ −1

2

∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2

∫ t

0
〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉ds

+2

∫ t

0
〈P (s)A1(s)x(s− h), x(s)〉ds−

1

2

∫ t

0
‖x(s− h)‖2ds
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≤ −1

2

∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2pb1

∫ t

0
‖ω(s)|‖x(s)‖ds

+2pa1

∫ t

0
‖x(s)‖‖x(s− h)‖ds− 1

2

∫ t

0
‖x(s− h)‖2ds

víi p = supt∈R+ ‖P (t)‖. Ta cã

V (t, xt) ≥ 0,

2pa1

∫ t

0
‖x(s)‖‖x(s− h)‖ds− 1

2

∫ t

0
‖x(s− h)‖2ds ≤ 2p2a2

1

∫ t

0
‖x(s)‖2ds,

∫ t

0
‖ω(s)|‖x(s)‖ds ≤

(∫ t

0
‖ω(s)|2ds

∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

≤ ω
( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2 ,

trong ®ã ω2 =
∫ t

0 ‖ω(s)‖2ds (v× ω ∈ L2([0,∞)),Rr)).

Nªn

−V (0, x0) ≤ −(
1

2
− 2p2a2

1)

∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2pb1ω

( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

mµ

V (0, x0) = 〈P (0)x(0), x(0)〉+ 1

2

∫ 0

−h
‖φ(s)‖2ds

≤ (‖P (0)‖+
1

2
h)‖φ‖2 = α,

víi α = ‖P (0)‖+
1

2
h, do ®ã

(
1

2
− 2p2a2

1)

∫ t

0
‖x(s)‖2ds− 2pb1ω

( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2 − α ≤ 0,

¸p dông gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai víi
1

2
− 2p2a2

1 > 0 (theo (3.3)) cã∫ t

0
‖x(s)‖2ds ≤

(β +
√
β2 + ηα

η

)2
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trong ®ã β = pb1ω, η =
1

2
− 2p2a2

1. Cho t→∞ ta cã x(t) ∈ L2([0,∞),Rn).

TiÕp theo chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn (1.10) víi mäi hµm ban ®Çu

φ ∈ C([−h, 0],Rn) vµ hµm kh«ng ch¾c ch¾n kh¸c kh«ng chÊp nhËn ®îc ω(t).

Víi u(t) = −BT (t)P (t)x(t) vµ ®iÒu kiÖn (3.2) ta cã

‖z(t)‖2

= 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 〈P (t)BT (t)B(t)P (t)x(t), x(t)〉

+2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h)〉+ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h), x(t− h)〉

Khi ®ã ∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt

=

∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2 + V̇ (t, x(t))

]
dt−

∫ ∞
0

V̇ (t, x(t))dt

≤
∫ ∞

0

[
〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h)〉

+〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h), x(t− h)〉 − γ‖ω(t)‖2 − 1

2
‖x(t)‖2

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉+ 2〈P (t)A1(t)x(t− h), x(t)〉

−1

2
‖x(t− h)‖2

]
dt+ V (0, x0)

≤ (c2 − 1

2
)

∫ ∞
0
‖x(t)‖2dt+ 2(pa1 + cc1)

∫ ∞
0
‖x(t)‖‖x(t− h)‖dt

−(
1

2
− c21)

∫ ∞
0
‖x(t− h)‖2dt+ 2pb1

∫ ∞
0
‖x(t)‖‖ω(t)‖dt

−γ
∫ ∞

0
‖ω(t)‖2dt+ α

≤
(
c2 − 1

2
+

2(pa1 + cc1)
2

1− 2c21
+
p2b21
γ

) ∫ ∞
0
‖x(t)‖2dt+ α ≤ α

v× tõ ®iÒu kiÖn (3.4) cã c2 − 1

2
+
p2b21
γ

+
2(pa1 + cc1)

2

1− 2c21
< 0. Do ®ã∫ ∞

0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt ≤ α
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nªn

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖φ‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ

víi supremum x¸c ®Þnh trªn φ ∈ C([−h, 0],Rn) vµ hµm kh¸c kh«ng ω ∈

L2([0,∞),Rr), c0 =
α

γ
=

2‖P (0)‖+ h

2γ
≥ 0.

§Þnh lý ®îc chøng minh. �

VÝ dô 3.2: Cho γ = 1. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn (3.1) víi

A(t) =

1
2 cos t 0

0 −1
2 sin t

 , A1(t) =

 1
4e sin t 0

0 1
4e cos t

 ,

B(t) =

e− sin t 0

0 e− cos t

 , C1(t) = 0,

B1(t) =

 1
16(sin

2 t+ 1) 0

0
√

2
8e cos2 t+ 3)

 ,

C(t) =


0 0

1
2 cos t 1

2 sin t

0 0

 , D(t) =


1 0

0 0

0 1

 .

Ta cã hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0 (theo vÝ dô 1.2.8), khi

®ã ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati cã nghiÖm

P (t) =

esin t 0

0 ecos t

 .

H¬n n÷a DT (t)C(t) = 0, DT (t)C1(t) = 0, DT (t)D(t) = I, a1 = 1
4e , b1 =

√
2

8e , c1 = 0, c = 1
2 , p = e tho¶ m·n

1 > 2pa1, 1 > 2c21,

(1− 2c21)(1− 2p2b21) > 2c2 + 4p2a2
1 + 8pa1cc1.
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VËy bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.1) cã lêi gi¶i víi hµm ®iÒu

khiÓn ngîc ®îc x¸c ®Þnh bëi

u(t) =

−e− sin2 t 0

0 −e− cos2 t

x(t).

Tõ ®Þnh lý 3.1, cho A1(t) = C1(t) = 0, x(0) = x0, chóng ta cã ngay ®iÒu

kiÖn gi¶i ®îc cña hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n kh«ng «t«n«m kh«ng cã trÔ (2.1)

víi gi¶ thiÕt [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn. Ta cã hÖ qu¶ sau:

HÖ qu¶ 3.3: Gi¶ sö hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0. Khi ®ã

bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (2.1) cã lêi gi¶i nÕu

1 > 2c2 +
2p2b21
γ

.

H¬n n÷a hµm ®iÒu khiÓn ngîc ®îc x¸c ®Þnh bëi u(t) = −BT (t)P (t)x(t) trong

®ã P (t) lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh RDE (3.5).

3.2 §iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«-

n«m cã trÔ biÕn thiªn

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ biÕn thiªn rêi r¹c

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h(t)) +B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0,

z(t) = C(t)x(t) + C1(t)x(t− h(t)) +D(t)u(t), t ≥ 0, (3.8)

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], h ≥ 0,

trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈ Rr

lµ hµm vµo kh«ng ch¾c ch¾n, z(t) ∈ Rl lµ hµm ra bÞ quan s¸t, A(t), A1(t) ∈

Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, B1(t) ∈ Rn×r, C(t), C1(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈ Rl×m lµ c¸c

hµm ma trËn liªn tôc cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−h, 0],Rn) lµ hµm ban ®Çu víi
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chuÈn ‖φ‖ = supt∈[−h,0] ‖φ(t)‖. Hµm trÔ biÕn thiªn tho¶ m·n ®iÖu kiÖn

0 ≤ h(t) ≤ h, ḣ(t) ≤ δ < 1.

XÐt hÖ (3.8) víi hµm B1(t), C1(t) liªn tôc bÞ chÆn vµ gi¶ thiÕt

DT (t)[C(t), C1(t), D(t)] = [0, 0, I], ∀t ≥ 0, (3.9)

c1 = sup
t∈R+

‖CT
1 (t)C1(t)‖. (3.10)

vµ chän ε >
1 + 2c1
1− δ

.

§Þnh lý 3.4: Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.8) cã lêi gi¶i nÕu tån

t¹i ma trËn P ∈ BM+(0,∞) tho¶ m·n ph¬ng tr×nh Riccati sau

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)
[
B(t)BT (t)− A1(t)A

T
1 (t)−

−1

γ
B1(t)B

T
1 (t)

]
P (t) + 2CT (t)C(t) + εI = 0 (3.11)

Hµm ®iÒu khiÓn ngîc ®îc x¸c ®Þnh bëi:

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), t ≥ 0.

Chøng minh. Víi hµm ngîc u(t) = −BT (t)P (t)x(t) th× hÖ ®ãng lµ

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)P (t)]x(t) + A1(t)x(t− h(t)) +B1(t)ω(t).

XÐt hµm Lyapunov:

V (t, xt) = V1(t, xt) + V2(t, xt)

trong ®ã

V1(t, xt) = 〈P (t)x(t), x(t)〉

V2(t, xt) =
1 + 2c1
1− δ

∫ t

t−h(t)
‖x(s)‖2ds.
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LÊy ®¹o hµm cña V1(.) däc theo quü ®¹o nghiÖm cña hÖ ®ãng ta cã

V̇1(t, xt)

= 〈Ṗ (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)ẋ(t), x(t)〉

= −ε‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 2〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

−〈P (t)A1(t)A
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)A1(t)x(t− h(t)), x(t)〉

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

≤ −ε‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 2〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+‖x(t− h(t))‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

v× ¸p dông bæ ®Ò 1.5.1 cã

2〈P (t)A1(t)x(t− h(t)), x(t)〉

≤ 〈P (t)A1(t)A
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉+ ‖x(t− h(t))‖2.

T¬ng tù lÊy ®¹o hµm cña V2(.) ta cã

V̇2(t, xt) =
1 + 2c1
1− δ

[
‖x(t)‖2 − (1− ḣ(t))‖x(t− h(t))‖2

]
≤ 1 + 2c1

1− δ
[
‖x(t)‖2 − (1− δ)‖x(t− h(t))‖2

]
≤ 1 + 2c1

1− δ
‖x(t)‖2 − (1 + 2c1)‖x(t− h(t))‖2.

Do ®ã

V̇ (t, xt)

≤
(1 + 2c1

1− δ
− ε
)
‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 2〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − 2c1‖x(t− h(t))‖2 (3.12)

≤
(1 + 2c1

1− δ
− ε
)
‖x(t)‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉. (3.13)
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bëi v×

〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉 ≥ 0,

〈P (t)B1(t)B
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 ≥ 0,

〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉 ≥ 0.

LÊy tÝch ph©n hai vÕ cña (3.13) tõ 0 ®Õn t ®îc:

V (t, xt)− V (0, x0)

≤ (
1 + 2c1
1− δ

− ε)
∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2

∫ t

0
〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉ds

≤ (
1 + 2c1
1− δ

− ε)
∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2‖P‖‖B1‖

∫ t

0
‖ω(s)‖‖x(s)‖ds

Ta cã

V (t, xt) ≥ 0,∫ t

0
‖ω(s)‖‖x(s)‖ds ≤

(∫ t

0
‖ω(s)‖2ds

) 1
2
(∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

.

Do ®ã víi ω2 =
∫∞

0 ‖ω(s)‖2ds (v× ω(t) ∈ L2([0,∞)),Rr)) th×

−V (0, x0) ≤ (
1 + 2c1
1− δ

− ε)
∫ t

0
‖x(s)‖2ds+ 2‖P‖‖B1‖ω

( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

mµ

V (0, x0) ≤ 〈P (0)x(0), x(0)〉+ 1 + 2c1
1− δ

∫ 0

−h(0)
‖φ(s)‖2ds

≤ (‖P (0)‖+
(1 + 2c1)h

1− δ
)‖φ‖2 = α

trong ®ã α = (‖P (0)‖+
(1 + 2c1)h

1− δ
)‖φ‖2, nªn

(ε− 1 + 2c1
1− δ

)

∫ t

0
‖x(s)‖2ds− 2‖P‖‖B1‖ω

( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2 − α ≤ 0,

¸p dông gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai víi ε− 1 + 2c1
1− δ

> 0 suy ra∫ t

0
‖x(s)‖2ds ≤

(β +
√
β2 + ηα

η

)2
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trong ®ã

β = ‖P‖‖B1‖ω, η = ε− 1 + 2c1
1− δ

.

Cho t→∞ ta cã x(t) ∈ L2([0,∞),Rn). §iÒu kiÖn (1.9) ®îc tháa m·n.

TiÕp theo chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn (1.10) víi mäi hµm ban ®Çu

φ ∈ C([−h, 0],Rn) vµ hµm nhiÔu chÊp nhËn ®îc ω(t).

Víi u(t) = −BT (t)P (t)x(t) vµ ®iÒu kiÖn (3.9) ta cã

‖z(t)‖2

= 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 〈P (t)BT (t)B(t)P (t)x(t), x(t)〉

+2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉+ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉.

KÕt hîp víi (3.12) ta ®îc∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt

=

∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2 + V̇ (t, xt)

]
dt−

∫ ∞
0

V̇ (t, xt)dt

≤
∫ ∞

0

[
− 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉

+ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉 − γ‖ω(t)‖2

− 1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

+(
1 + 2c1
1− δ

− ε)‖x(t)‖2 − 2c1‖x(t− h(t))‖2
]
dt+ α.

Sö dông bæ ®Ò 1.5.1 víi

2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

≤ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉

≤ c1‖x(t− h(t))‖2,

2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − γ‖ω(t)‖2

≤ 1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉,

50



nªn ∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt ≤ α.

§Æt

c0 =
α

γ
=

(‖P (0)‖+
(1 + 2c1)h

1− δ
)‖φ‖2

γ

ta cã

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖φ‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ

víi supremum lÊy trªn φ ∈ C([−h, 0],Rn) vµ hµm nhiÔu kh¸c kh«ng ω ∈

L2([0,∞),Rr). §Þnh lý ®îc chøng minh. �

VÝ dô 3.5: Víi γ > 0 cho tríc. XÐt hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m (3.8) víi

hµm trÔ biÕn thiªn h(t) = 1
2 sin2 t vµ

A(t) =

a(t) 0

0 b(t)

 , A1(t) =

sin t 0

0 2 cos t

 ,

B(t) =

cos2 t+ 1 0

0 sin2 t+ 2

 ,

B1(t) =

√3γ cos(t− 1
2 sin2 t) 0

0
√

8γ sin(t− 1
2 sin2 t)

 ,

C(t) =


0 0

0 0

0 1√
2
e−

1
2 t

 , C1(t) =


0 0

0 0

1 0

 ,

D(t) =


sin t cos t

− cos t sin t

0 0

 ,
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trong ®ã

a(t) =
1

2
(e−t cos4 t+ 1)− 4et,

b(t) =
1

2
e−t sin4 t− 4et.

Ta cã h = 1
2 , δ = 1

2 , c1 = 1 vµ ε = 8 tho¶ m·n ε >
1 + 2c1
1− δ

. NghiÖm cña RDE

(3.11) ®îc cho bëi

P (t) =

e−t 0

0 e−t


Khi ®ã bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.8) cã lêi gi¶i. Hµm ®iÒu

khiÓn ngîc ®îc x¸c ®Þnh bëi

u(t) =

−(cos2 t+ 1)e−t 0

0 −(sin2 t+ 2)e−t

x(t).

H¬n n÷a ta cã mét ®iÒu kiÖn kh¸c ®Ó hÖ ®iÒu khiÓn (2.1) kh«ng cã trÔ gi¶i

®îc khi cho A1(t) = C1(t) = 0 mµ kh«ng cÇn ®iÒu kiÖn hÖ [A(t), B(t)] lµ ®iÒu

khiÓn ®îc ®Òu hoµn toµn hoÆc ®iÒu khiÓn ®îc hoµn toµn vÒ 0.

HÖ qu¶ 3.6: Bµi to¸n ®iÒu khiÓnH∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.8) víi A1(t) = C1(t) =

0 (hay hÖ (2.1)) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i ma trËn P ∈ BM+(0,∞) tho¶ m·n

ph¬ng tr×nh Riccati

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)
[
B(t)BT (t)−

−1

γ
B1(t)B

T
1 (t)

]
P (t) + 2CT (t)C(t) + εI = 0. (3.14)

víi ε > 1. H¬n n÷a hµm ®iÒu khiÓn ngîc ®îc x¸c ®Þnh bëi:

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), t ≥ 0.
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3.3 §iÒu khiÓn H∞ cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ

hçn hîp

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ rêi r¹c vµ tÝch ph©n

ẋ(t) = A(t)x(t) + A1(t)x(t− h(t)) + A2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds

+B(t)u(t) +B1(t)ω(t), t ≥ 0

z(t) = C(t)x(t) + C1(t)x(t− h(t)) + C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds (3.15)

+D(t)u(t), t ≥ 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−max(h, k), 0], h ≥ 0, k ≥ 0.

trong ®ã x(t) ∈ Rn lµ vect¬ tr¹ng th¸i, u(t) ∈ Rm lµ hµm ®iÒu khiÓn, ω(t) ∈ Rr

lµ hµm vµo kh«ng ch¾c ch¾n, z(t) ∈ Rl lµ hµm ra bÞ quan s¸t, A(t), A1(t), A2(t)

∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, B1(t) ∈ Rn×r, C(t), C1(t), C2(t) ∈ Rl×n, D(t) ∈

Rl×m lµ c¸c hµmma trËn liªn tôc cho tríc trªn R+, φ ∈ C([−max(h, k), 0],Rn)

lµ hµm ban ®Çu víi chuÈn

‖φ‖ = sup
t∈[−max(h,k),0]

‖φ(t)‖.

C¸c hµm trÔ biÕn thiªn tho¶ m·n ®iÖu kiÖn

0 ≤ h(t) ≤ h, ḣ(t) ≤ δ < 1, 0 ≤ k(t) ≤ k, k̇(t) ≤ θ < 1.

Gi¶ sö B1(t), C1(t), C2(t) liªn tôc bÞ chÆn vµ

DT (t)[C(t), C1(t), C2(t), D(t)] = [0, 0, 0, I], ∀t ≥ 0, (3.16)

c1 = sup
t∈R+

‖CT
1 (t)C1(t)‖, c2 = sup

t∈R+

‖CT
2 (t)C2(t)‖,

ε >
1 + 3c1
1− δ

+
(1 + 3c2)k

2

1− θ
, (3.17)

ta cã kÕt qu¶ sau:
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§Þnh lý 3.7: Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.15) cã lêi gi¶i nÕu

tån t¹i ma trËn P ∈ BM+(0,∞) tho¶ m·n ph¬ng tr×nh

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)
[
B(t)BT (t)− A1(t)A

T
1 (t)

−A2(t)A
T
2 (t)− 1

γ
B1(t)B

T
1 (t)

]
P (t) + 3CT (t)C(t) + εI = 0 (3.18)

H¬n n÷a hµm ®iÒu khiÓn æn ®Þnh bÒn v÷ng ®îc x¸c ®Þnh bëi:

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), t ≥ 0.

Chøng minh.Víi hµm ®iÒu khiÓn ngîc u(t) = −BT (t)P (t)x(t) th× hÖ ®ãng

lµ

ẋ(t) = [A(t)−B(t)BT (t)P (t)]x(t) + A1(t)x(t− h(t))

+A2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds+B1(t)ω(t).

XÐt hµm Lyapunov d¹ng

V (t, xt) = V1(t, xt) + V2(t, xt) + V3(t, xt)

trong ®ã

V1(t, xt) = 〈P (t)x(t), x(t)〉

V2(t, xt) =
1 + 3c1
1− δ

∫ t

t−h(t)
‖x(s)‖2ds

V3(t, xt) =
(1 + 3c2)k

1− θ

∫ t

t−k(t)

∫ t

s

‖x(ξ)‖2dξds

LÊy ®¹o hµm cña V1(.) däc theo quü ®¹o nghiÖm cña hÖ ®ãng ta cã

V̇1(t, xt)

= 〈Ṗ (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)ẋ(t), x(t)〉

= −ε‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−〈P (t)A1(t)A
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 〈P (t)A2(t)A

T
2 (t)P (t)x(t), x(t)〉
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−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 3〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+2〈P (t)A1(t)x(t− h(t)), x(t)〉+ 2〈P (t)A2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds, x(t)〉

+2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

Tõ bæ ®Ò 1.5.1 vµ 1.5.2 ta cã

2〈P (t)A1(t)x(t− h(t)), x(t)〉 − 〈P (t)A1(t)A
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉

≤ ‖x(t− h(t))‖2,

2〈P (t)A2(t)

∫ t

t−k
x(s)ds, x(t)〉 − 〈P (t)A2(t)A

T
2 (t)P (t)x(t), x(t)〉

≤ 〈
∫ t

t−k(t)
x(s)ds,

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

≤ k(t)

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds ≤ k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds,

nªn

V̇1(t, xt)

≤ −ε‖x(t)‖2 − 〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 3〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+‖x(t− h(t))‖2 + k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

T¬ng tù lÊy ®¹o hµm V̇2(.), V̇3(.) däc theo quü ®¹o nghiÖm cña hÖ ®ãng, ta

®îc

V̇2(t, xt) =
1 + 3c1
1− δ

[
‖x(t)‖2 − (1− ḣ(t))‖x(t− h(t))‖2

]
≤ 1 + 3c1

1− δ
[
‖x(t)‖2 − (1− δ)‖x(t− h(t))‖2

]
≤ 1 + 3c1

1− δ
‖x(t)‖2 − (1 + 3c1)‖x(t− h(t))‖2,
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V̇3(t, xt) =
(1 + 3c2)k

1− θ
[
k(t)‖x(t)‖2 − (1− k̇(t))

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds

]
≤ (1 + 3c2)k

2

1− θ
‖x(t)‖2 − (1 + 3c2)k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds.

KÕt hîp V̇1(.), V̇2(.), V̇3(.) ta cã

V̇ (t, xt)

≤
(1 + 3c1

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

1− γ
− ε
)
‖x(t)‖2

−〈P (t)B(t)BT (t)P (t)x(t), x(t)〉 − 〈P (t)B1(t)B
T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉

−3〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

−3c1‖x(t− h(t))‖2 − 3c2k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds (3.19)

≤
(1 + 3c1

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

1− θ
− ε
)
‖x(t)‖2 + 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉. (3.20)

LÊy tÝch ph©n hai vÕ cña (3.19) tõ 0 ®Õn t ®îc:

V (t, xt)− V (0, x0)

≤
(1 + 3c1

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

1− θ
− ε
) ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

+2

∫ t

0
〈P (s)B1(s)ω(s), x(s)〉ds

≤
(1 + 3c1

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

1− θ
− ε
) ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

+2‖P‖‖B1‖
∫ t

0
‖ω(s)‖‖x(s)‖ds.

Ta cã

V (t, xt) ≥ 0,

V (0, x0) = 〈P (0)x(0), x(0)〉+ 1 + 3c1
1− δ

∫ 0

−h(0)
‖φ(s)‖2ds

+
(1 + 3c2)k

1− θ

∫ 0

−k(0)

∫ 0

s

‖φ(ξ)‖2dξds

≤ [‖P (0)‖+
(1 + 3c1)h

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

2(1− θ)
]‖φ‖2 = α,
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∫ t

0
‖ω(s)|‖x(s)‖ds ≤

(∫ t

0
‖ω(s)‖2ds

) 1
2
(∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

≤ ω
(∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2

,

trong ®ã

α = [‖P (0)‖+
(1 + 3c1)h

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

2(1− θ)
]‖φ‖2 > 0

ω2 =

∫ ∞
0
‖ω(s)‖2ds.

Do ®ã

(
ε− 1 + 3c1

1− δ
− (1 + 3c2)k

2

1− θ
) ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

−2‖P‖‖B1‖ω
( ∫ t

0
‖x(s)‖2ds

) 1
2 − α ≤ 0,

¸p dông gi¶i bÊt ph¬ng tr×nh bËc hai víi ε− 1 + 3c1
1− δ

− (1 + 3c2)k
2

1− θ
> 0 ta cã

∫ t

0
‖x(s)‖2ds ≤

(β +
√
β2 + ηα

η

)2
,

trong ®ã β = ‖P‖‖B1‖ω, η = ε − 1 + 3c1
1− δ

− (1 + 3c2)k
2

1− θ
. Cho t → ∞ ta cã

x(t) ∈ L2([0,∞),Rn).

TiÕp theo chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn (1.10) víi mäi hµm ban ®Çu

φ ∈ C([−max(h, k), 0],Rn) vµ hµm nhiÔu kh¸c kh«ng chÊp nhËn ®îc ω(t).

Víi u(t) = −BT (t)P (t)x(t) vµ (3.16) ta cã

‖z(t)‖2

= 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉+ 〈P (t)BT (t)B(t)P (t)x(t), x(t)〉

+〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉

+〈CT
2 (t)C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds,

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉
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+2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉+ 2〈C(t)x(t), C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

+2〈C1(t)x(t− h(t)), C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

KÕt hîp víi (3.18) ta ®îc∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt

=

∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2 + V̇ (t, xt)

]
dt−

∫ ∞
0

V̇ (t, xt)dt

≤
∫ ∞

0

[
− 2〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

+〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉

+〈CT
2 (t)C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds,

∫ t

t−k
x(s)ds〉

+2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉

+2〈C(t)x(t), C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

+2〈C1(t)x(t− h(t)), C2(t)

∫ t

t−k
x(s)ds〉

−1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉+ 2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉

−γ‖ω(t)‖2 − 3c1‖x(t− h(t))‖2 − 3c2k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds

+
(1 + 3c1

1− δ
+

(1 + 3c2)k
2

1− θ
− ε
)
‖x(t)‖2

]
dt+ α.

L¹i ¸p dông Bæ ®Ò 1.5.1 vµ 1.5.2 cã

2〈C(t)x(t), C1(t)x(t− h(t))〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

≤ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉

≤ c1‖x(t− h(t))‖2,
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2〈C(t)x(t), C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉 − 〈CT (t)C(t)x(t), x(t)〉

≤ 〈CT
2 (t)C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds,

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

≤ c2k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds,

2〈C1(t)x(t− h(t)), C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉

≤ 〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉

+〈CT
2 (t)C2(t)

∫ t

t−k
x(s)ds,

∫ t

t−k
x(s)ds〉

≤ c1‖x(t− h(t))‖2 + c2k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds

2〈P (t)B1(t)ω(t), x(t)〉 − γ‖ω(t)‖2 ≤ 1

γ
〈P (t)B1(t)B

T
1 (t)P (t)x(t), x(t)〉,

〈CT
1 (t)C1(t)x(t− h(t)), x(t− h(t))〉 ≤ c1‖x(t− h(t))‖2

〈CT
2 (t)C2(t)

∫ t

t−k(t)
x(s)ds,

∫ t

t−k(t)
x(s)ds〉 ≤ c2k

∫ t

t−k(t)
‖x(s)‖2ds,

Do ®ã ∫ ∞
0

[
‖z(t)‖2 − γ‖ω(t)‖2

]
dt ≤ α.

VËy

sup

∫∞
0 ‖z(t)‖

2dt

c0‖φ‖2 +
∫∞

0 ‖ω(t)‖2dt
≤ γ

víi supremum x¸c ®Þnh trªn φ ∈ C([−h, 0],Rn) vµ hµm kh¸c kh«ng ω(t) ∈

L2([0,∞),Rr), c0 =
α

γ
. §Þnh lý ®îc chøng minh. �

VÝ dô 3.8: XÐt hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m (3.17) víi hµm gi¸ trÞ ban ®Çu

φ(t) ∈ C([−1, 0],Rn), hµm trÔ biÕn thiªn h(t) = 1
2 sin2 t, k(t) = sin2 t

2 vµ

A(t) =

a(t) 0

0 b(t)

 , A1(t) =

√3 cos t 0

0
√

2(cos t+ 1)

 ,
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A(t) =

 1√
2
(sin t+ 1) 0

0 2 sin t

 , B(t) =

sin t 0

0 cos2 t+ 1

 ,

B1(t) =

√γ(sin2 t+ 1
2) 0

0
√
γ cos t

 ,

C(t) =


0 0

0 0

0 1√
3
e

1
2 sin t

 , C1(t) =


0 0

0 0

1 0

 ,

C2(t) =


0 0

0 0

1√
3

1√
3

 , D(t) =


sin t cos t

− cos t sin t

0 0

 ,

trong ®ã

a(t) =
−1

2
ecos t(sin4 t− 5

2
sin2 t+ sin t+

15

4
) +

1

2
sin t− 6e− cos t

b(t) =
1

2
esin t(cos4 t+ 3 cos2 t− 4 cos t− 5)− 1

2
cos t− 1− 6e− sin t.

Ta cã h = δ = k = θ = 1
2 , c1 = 1, c2 = 1

3 vµ ®iÒu kiÖn (3.16) ®¹t ®îc. Cho

ε = 10 tho¶ m·n ε >
1 + 3c1
1− δ

+
(1 + 3c2)k

2

1− γ
. NghiÖm cña RDE (3.18) ®îc cho

bëi

P (t) =

ecos t 0

0 esin t


Khi ®ã bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho hÖ (3.17) cã lêi gi¶i. Hµm ®iÒu

khiÓn æn ®Þnh bÒn v÷ng ®îc ®Þnh nghÜa bëi

u(t) =

− sin t.ecos t 0

0 −(cos2 t+ 1)esin t

x(t).

T¬ng tù nh phÇn 3.2, chóng ta cã hÖ qu¶ ®èi víi hÖ ®iÒu khiÓn kh«ng

«t«n«m cã trÔ cè ®Þnh vµ hÖ «t«n«m.
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HÖ qu¶ 3.9: Gi¶ sö h(t) = h, k(t) = k. Bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ bÒn v÷ng cho

hÖ (3.17) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i ma trËn P ≥ 0 tho¶ m·n ph¬ng tr×nh ma trËn

Ṗ (t) + AT (t)P (t) + P (t)A(t)− P (t)
[
B(t)BT (t)− A1(t)A

T
1 (t)

−A2(t)A
T
2 (t)−B1(t)B

T
1 (t)

]
P (t) + 3CT (t)C(t) + εI = 0.

víi ε > 1 + 3c1 + (1 + 3c2)k
2. H¬n n÷a hµm ®iÒu khiÓn æn ®Þnh bÒn v÷ng ®îc

x¸c ®Þnh bëi:

u(t) = −BT (t)P (t)x(t), t ≥ 0.

Trêng hîp hÖ (3.19) lµ hÖ «t«n«m, bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ (3.19) cã lêi gi¶i

mµ kh«ng cÇn ®iÒu kiÖn ®¹o hµm cña c¸c hµm trÔ bÞ chÆn bëi 1,

ḣ(t) ≤ δ < 1, k̇(t) ≤ γ < 1.

Víi ε x¸c ®Þnh nh trong §Þnh lý 3.7, ta cã hÖ qu¶ sau:

HÖ qu¶ 3.10: XÐt hÖ (3.17) lµ hÖ «t«n«m. Khi ®ã bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho

hÖ (3.17) cã lêi gi¶i nÕu tån t¹i ma trËn P ≥ 0 tho¶ m·n ph¬ng tr×nh Riccati

®¹i sè

PA+ ATP − P (BBT − A1A
T
1 − A2A

T
2 −

1

γ
B1B

T
1 )P + 3CTC + εI = 0.

Hµm ®iÒu khiÓn æn ®Þnh bÒn v÷ng ®îc x¸c ®Þnh bëi u(t) = −BTPx(t).
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KÕt luËn

LuËn v¨n ®· tr×nh bµy bµi to¸n ®iÒu khiÓnH∞ cho mét líp hÖ ph¬ng tr×nh

vi ph©n kh«ng «t«n«m cã trÔ. Ngoµi phÇn giíi thiÖu nghiªn cøu vµ kÕt qu¶ cña

bµi to¸n ®iÒu khiÓn H∞ cho c¸c hÖ tuyÕn tÝnh cã trÔ, luËn v¨n ®· ph¸t triÓn vµ

më réng c¸c kÕt qu¶ cña [9, 10] cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng «t«n«m cã trÔ hçn

hîp. C¸c kÕt qu¶ ®¹t ®îc cña luËn v¨n lµ míi vµ më réng trêng hîp cho hÖ

tuyÕn tÝnh:

◦ Kh«ng «t«n«m.

◦ Cã nhiÔu.

◦ Cã trÔ xuÊt hiÖn trong c¶ biÕn tr¹ng th¸i vµ biÕn quan s¸t, trÔ biÕn thiªn

theo thêi gian vµ trÔ hçn hîp.

Trong hai trêng hîp sau c¸c kÕt qu¶ kh«ng cÇn gi¶ thiÕt ®iÒu khiÓn ®îc cña

hÖ, bµi to¸n ®iÒu khiÓn H - v« cïng cã lêi gi¶i ®Òu dùa vµo gi¶ thiÕt sù tån t¹i

cña ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati. LuËn v¨n ®· ®a ra nhiÒu vÝ dô minh häa

cho c¸c kÕt qu¶ lý thuyÕt. Ph¬ng ph¸p nghiªn cøu chÝnh sö dông trong luËn

v¨n lµ c¸c ph¬ng ph¸p cña §¹i sè tuyÕn tÝnh, Gi¶i tÝch vµ Gi¶i tÝch hµm, Lý

thuyÕt æn ®Þnh vµ Lý thuyÕt ®iÒu khiÓn. C«ng cô chñ ®¹o lµ ph¬ng ph¸p hµm

Lyapunov-Krasovskii vµ nghiÖm cña c¸c ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati liªn quan

®Õn hµm Lyapunov. Tuy nhiªn, do kh¶ n¨ng cßn h¹n chÕ vµ thêi gian kh«ng cho

phÐp nªn mét sè kÕt qu¶ cßn cha ®¹t ®îc nh mong muèn (vÝ dô nh trong

§Þnh lý 3.4, §Þnh lý 3.7, c¸c hµm trÔ biÕn thiªn ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®¹o

hµm bÞ chÆn bëi 1, ḣ(t) ≤ δ < 1, k̇(t) ≤ γ < 1). Chóng t«i hi väng cã thÓ gi¶i

quyÕt triÖt ®Ó c¸c vÊn ®Ò nµy trong mét thêi gian kh«ng xa.
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