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PROBLEME GENERAL AUX LIMITES DE RIEMANN
AVEC DEPLACEMENT ET PROBLEME DE HILBERT
POUR L’E’XTERIEUR DOMAIN DE L’UNITAIRE CIRCLE

Vu Van Khuong

Université de Communication et de transport

Résumé. Dans le livre "probléme aux limites” de prof. Ph. D. Gakhov (voir [1]), on a
résolu les trois problémes suivants:
+ Probléme aux limites de Riemann

o0 = = e, )

o oy, (k= 1,p), B; (j = 1,v) sont des quelconques points sur la frontiere L; myg, p;
des entiers positifs. G1(t) est la fonction différente de zéro pour tout t € L, satisfaisante
a condition de Holder.

+ Probléme général aux limites de Riemann avec déplacement

+ Probléeme de Hilbert pour la circonférence intérieure DT de Punitaire circle.
Dans cet article nous considérons les trois problémes généralisés (en correspondance) suiv-
ants.

+ Probléme de Riemann satisfaisant & I’équation (1) et aux conditions de Cauchy

dk@(zh)
dzk

+ Probléme général aux limites de Riemann avec déplacement

:aZ, E=1,m, -1, h=1,n.

— [Ty (t — o)™ -
@ la(t)] = =g C02 @

+ Probléme de Hilbert pour la circonférence éxtérieure D~ de l'unitaire circle.

A. Résolution du probleme de Riemann satisfaisant aux conditions de Cauchy

On doit chercher deux fonctions &*(z) analytiques dans D' et &~ (z) dans D~.
On écrire la condition aux limites du probleme de Riemann.

o) = A= 610+ 00,
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ot a, (k=1,u), B; (j =1,v) sont des quelconques points de la frontiere L; my, p; des
entiers positifs. On désigne par

v p
IndGi(t) = x, ij =p, ka =m.
j=1 k—1

On chéchera les solutions en classe des fonctions bornées a la frontiere et satisfaisantes
aux conditions de Cauchy

En supposant que x —p > m*, oll 21,29, - , 2z, sont les points donnés du DT ou du
D~. Nous avons déja (voir [1], [2], [3]) les formules des solutions générales du probleme
de Riemann comme suite

dT(2)=YT(2) + XT(2)

—.

I
—

(2 — B;)P7 Py—p(2)

& (2) =Y () + X (2) [ (= = B, Pey(2)

ou

=
~
|
Q
K
3
Eal

sont la particulaire solution du probléeme non homogene. D’ou on obtient

Pye)=—ZEYTE

X4(2) [1 (e = )

avec z € Dt
“(2) =Y (2)

o
X=(2) [1 (2 — ag)ms
k=1

Py p(z) = = B(z)

avec ze€ D™.
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On a, alors
k
P, _
d >c<l i(zh) = [A(Z)]gk:)zh = CZ — connues, avec z € Dt
z
d*P,_,(z1) L , B
% = [B(Z)]g:)zh = by — connues, avec z € D

ou cZ, bz on peut les calculer sur la base des conditions donneés

7dzk = ag.

D’ou, on peut calculer le polynéme de Hermitte P,_,(z). Le probleme donné est réalisé
avec la condition que x —p = m*;

m*=mi;+mg+ -+ m,.

B. Probléme général aux limites de Riemann avec déplacement

On donne une courbe close, simple séparante plane complexe en circonférence
intérieure D™ et éxtérieure D~ . La fonction est donnée sur la courbe, et est satis-
faisante & la condition de Holder. La fonction «(t) est isomorphisme de L sur leur et
différente de zéro. On écrire les conditions du probleme homégene sous la forme

(t — Oék)mk
ot a(t)] = SS———G)D" (1), (2)
(t—5;)P

=1

Il =

<
Il

ot oy, (k =1,p), B; (j = 1,v) - les points différents & la courbe L; my, p; - nombres
entiers positifs.
On désigne par

"
E me =m
k=1

v
> pj=p, IndG(t) = x.
j=1
On chéchera les solutions dans la classe des fontions bornées a la frontiere L. On doit
déterminer les fontions &7 (z) analytiques dans D+, &~ (z) analytiques dans D™, leures
valeures aux limites satisfaisantes a (2) avec la condition complémentaire &~ (co0) = 0.
On réécrire la condition (2) comme suite




Probléme général aux limites de Riemann avec... 11

en posant
ot la(t)] = 1]
11 [(aft) = )
&; (1) = 20

jl;[l(t - ﬁ] )pj

On a alors y
2 la(t) = [ ()™ GO 27 (1) (3)
k=1

ou «(t) est isomorphisme de L sur leur et conserve l'orientation, o/(t) satisfaite a la
condition de Holder, o/(t) # 0Vt € L.
C’est pourquoi, on a

Ind & [a(t)] = Ind &' [a(t)] = Ind T (t) = N*

X =Ind Gi(t) = Ind [ ] (

L% ymG(h)] = Ind G(t) = N* + N
at) — ag

En cas de x < 0 le probleme homogene a 'unique solution zéro, (voir [1], [2]).
En cas de x > 0 la solution du probleme homogene a x zéros.
On étudiera la cas de x = 0.
On récherchera la solution satisfaisante a @7 (c0) = 1.
De (3’) on a alors

In & [a(t)] —In &7 (t) = In G1(t) = g(t).
En posant I'(z) =In ®1(z) - la fonction analytique dans DT ou dans D~ , et satisfaite

a la condition aux limites
{ I *la(®)] -T7(t) = g(t)
' (00) = In &1 (c0) = 0.

En cas de x = 0 le probléme a 'unique solution exprimée par la formule:

(4)

1T

P1(2) = el'® ) Fi(z) = 9 —C —
L

dg

I () = ga(t) + / R(t, g (C)dC
I () = T [B(1)] + In Ga(2),

ou

g1(t) = —lln G1(t) + % / Mdﬁ.

~ |~
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On obtient alors
eI la()]

t— me -
G(ﬂ-}g(ﬁ) =Git) = —=q

Cette présentation est unique avec @~ (0co) = 1. En cas de x > 0, on écrire la condition
aux limites sous la forme

ofla] =460l TG ™e o
& [a(t)] = G (t).21 (1),
o [ex(t)]
N L t—ay e el ot
Gat) = ¢ G(E kljla —ozk O T()
on pose
Lo 1 [In[TXG1(Q]'(¢)
gg(t) = ——ln [t XGl(t)] + -— dC
2 27 L/ a(C) — af(t)
on a alors
o7 (o) _,, 91 ()
el tla(t)] el (1)’

nous considérons les fonctions

() Bi()
el T(z)” 7 el (2)"

Comme les fonctions a chercher. En particulaire, la fonction

X D1 (2) XD (2)
oI (2) v
SR OR s (CRrh
j=1

a la dégrée

x—[[pi=x-p, enz=c0.

En effet, on obtient

~
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ou @, (t) est la solution de I’équation de Fredholm suivante

/
@T(t) - % /[a(go)[ Egl(t) - C it]@*_(g)dc = tk , k= O,x—p
o1 (t) = O [B(H)] + g[B(1)] 5 (Bla(t)] =1)
Sur la base de la formule de Cauchy on obtient les fonctions analytiques &1 (z) et @~ (2).
On a maitenant:
Théoreme:
Le probléme de Riemann homogene avec x > 0 a (x —p+1) solutions linairement
indépendantes. La solution générale se donera par la formule:

X—p
Ot (z) =N L (2)

X—P
& (2) =z X ) Z Cr- Py (2)
k=0

ou

:%/T

T —i—/Rthz
i

L [ GO,

L

Fr(t) = t* + / R(t,)C*dC , k=0 X7
L
(1) = B [8(8)] + gl8(0)]

wt 1 [95(Q) _
L

C. Le probléeme de Hilbert pour la circonférence éxtétieure D~ de 'unitaire
circle

Pour 'unitaire circle, 'opération de Schwartz est identique al’intégral de Schwartz,
(voir [1], [3])

F(2) = u(z,y) + iv(z, y)
2m .
v(z) = % /[arctgz((g — x0] Zw i_ zda

1(2) = w(z,y) + iws (z,y)
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—X
Q(z) = ifo + Y (crz™" —ogz").
k=1

On obtient la solution du probleme de Hilbert

a(s)u(s) + b(s)v(s) =c(s) ; 0(0,0) € D ,et Ind [a(s) + ib(s)] = x.

On chéchera des réelles fonctions p(s) telles que p(s)[a(s) + ib(s)] soient la valeur aux
limites des fonctions analytiques ayantes zéro pour tout z € D~ , excepté z = oo , ou
elles ont la dégrée (—yx). En effet, on a

p(s)[a(s) + ib(s)] = tXe )
v(z) = w(x,y) + iwi (x,y) - analytique pour tout z € D~

maintenant, on a la formule

b

v(z) = Slarctg— — xarctgt]
a

|t|Xe—w1(s)

LS E—— e_wl(s)’
a?(s) + b2(s)

p(s) =

ou S - opération de Schwartz pour D~. On a maintenant le probléeme de Hilbert suivant

Ft) |_
Re m]—c(‘s)
txifj?w = [t Xe"1e(s) = €1 e(s)

pour x < 0.

F(t) = 2Xe[S(|t] Xe" Pe(s)) + Q(2)] = 2XeXF[S(e”1P)e(s)) + Q(2)]. u Q(2) est la
fonction analytique pour tout z € D~ exceptéz = co. En z = 0o Q(z) a la dégreé< (—x)
et ReQ(z)|z € L =0, on voit facilement

—X
Q(z) =il + Z(ckz_k — ©,2") adaptée & la condiction de I’extérieure circonstance de
k=1

l'unitaire circle

27 .
A 1 io
P& = 2L (oo 8 24 4 o)
0

En particulaire, pour xy = 0 on obtient

F(z) = 2Xe"@[S(e"1Pe(s)) + Q(2)]; Q(2) = 0.
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En ce cas, F(z) a la pol de la dégreéy; c’est pour quoi, le probléme de Hilbert homogene
n’est résonable.
F(z2) = 2%,

Le probléeme non homogene est seulement résonable a condition que: il satisfasse a toutes
conditions suivantes

27 .
1 10
Stets)en ) = 5 [ eloren 0 T a0
0
io + 2 2 io 20
R — 12+ =+ )
ew —z ew —z 1 e’ z
z
on doit obtenir les conditions & faire
¢ 27
1 wi (o)
o c(o)e do=0—k=0
0
27
clo)eDehode =0 5 k=T, x — 1
0
27

c(o)e Dcoskodo =0 — k=10, x — L.

0
27

c(0)e sinkodo =0 - k=T, x — 1
0

on a totalement les (2x — 1) conditions & résoudre le probléeme de Hilbert non homogene.
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