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Lời nói đầu

Mục đích của luận văn này là xây dựng quá trình chuyển động Brown
với không gian trạng thái là một thang thời gian. Chúng tôi cũng nghiên
cứu vài tính chất của quá trình chuyển động Brown trên một thang thời
gian cụ thể Tq. Nhờ định lý nổi tiếng của Levy chúng ta biết rằng chuyển
động Brown trên R được đặc trưng bởi các tính chất sau: một quá trình
ngẫu nhiên (ξt)t∈R+

nhận giá trị trên R là chuyển động Brown khi và chỉ
khi:

(I.) ξ có quỹ đạo mẫu liên tục,

(II.) ξ là một martingale,

(III.) (ξ2t − t)t∈R+
là một martingale.

Trong luận văn này chúng tôi chỉ muốn thống nhất cách nhìn định lý
Levy và định lý Wantanabe bằng cách chỉ ra rằng, trên một thang thời
gian T tuỳ ý không bị chặn trên và dưới, luôn tồn tại duy nhất (theo
phân phối) một quá trình ξ thoả mãn điều kiện (II) và (III) cộng với
một giả thiết tương tự của (I) hoặc tính chất "trượt tự do" của bước
nhảy ngẫu nhiên. Cụ thể

(I’.) Với x < y < z trên T và các thời điểm 0 ≤ r < t < ∞ nếu ξr = x
và ξt = z hoặc ξr = z và ξt = x thì ξs = y với s nào đó thoả mãn
r < s < t.

Việc nghiên cứu những tính chất xa hơn của chuyển động Brown
trên T là một yêu cầu tự nhiên. Trong luận văn, chúng tôi nghiên cứu
vấn đề này cho trường hợp đặc biệt khi T = Tq := {(±q)k : k ∈ Z}∪{0}
với q > 1. Trong trường hợp này, quá trình ξ bắt đầu tại x có cùng phân
bố như quá trình ( 1

qk
ξq2kt)t∈R+

khi ξ được bắt đầu tại qkx với k ∈ Z. Tính
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chất "chia thang" như chuyển động Brown này cho phép ta tính toán
hiển những biến đổi Laplace của thời điểm chạm và giải thức của ξ dưới
dạng các số hạng của các liên phân số. Ta có thể đánh giá những liên
phân số này dưới dạng các hàm siêu bội cơ bản
Nội dung của khóa luận gồm ba chương:

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này chúng tôi liệt kê
các khái niệm cơ bản về quá trình ngẫu nhiên; định nghĩa và một số tính
chất của chuyển động Brown; định nghĩa về time scale; các tính chất cơ
bản nhất về ∆-đạo hàm, tích phân trên time scale; khái niệm toán tử
cực vi của quá trình Markov; khái niệm toán tử đặc trưng; khái niệm về
thời gian địa phương; quá trình Feller-Dynkin; công thức Dynkin; các
kiến thức cơ bản về hàm siêu bội; kiến thức về các quan hệ truy hồi và
các liên phân số.
Chương 2: Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất của chuyển động Brown
trên một thang thời gian cho trước. Để chứng minh sự tồn tại, chúng
tôi áp dụng một phép chuyển đổi thời gian thích hợp vào chuyển động
Brown trên đường thẳng thực để xây dựng được một quá trình Markov
Feller-Dynkin thoả mãn những đặc trưng Levy của chuyển động Brown
trên thang thời gian. Tính duy nhất suy ra từ việc so sánh phân phối
của thời điểm chạm và dựa vào một kết quả rằng nếu một quá trình có
cùng phân phối thời điểm chạm với một quá trình Markov mạnh, quá
trình đó sẽ là ảnh của quá trình Markov qua một phép chuyển đổi thời
gian.
Chương 3: Nghiên cứu một số tính chất của chuyển động Brown trên
thang thời gian rời rạc Tq. Bằng việc ước lượng những liên phân số dưới
dạng các hàm siêu hình học, chúng tôi đưa ra công thức hiển cho biến
đổi Laplace của thời điểm chạm cũng như giải của chuyển động Brown
trên Tq. Ngoài ra, sử dụng tính thuận nghịch của quá trình đối với độ
đo tự nhiên trên không gian trạng thái, chúng tôi tìm ra "phân phối của
thời điểm chạm" của độ đo Itô tương ứng và số mũ Laplace của nghịch
đảo của thời gian địa phương.

Hà Nội, năm 2011
Học viên

Trịnh Thị Bích Hiên
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Một số định nghĩa và tính chất cơ bản

về time scale

1.2 Kiến thức cơ bản về hàm siêu bội

1.3 Kiến thức về quan hệ truy hồi và các

liên phân số

1.4 Toán tử cực vi

1.5 Thời gian địa phương

1.6 Tính thuận nghịch của quá trình Markov
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Chương 2

Chuyển động Brown

trên một thang thời gian

2.1 Sự tồn tại

Cho T là một thang thời gian không bị chặn cả trên và dưới. Chúng ta
sẽ chỉ ra sự tồn tại của quá trình Markov Feller- Dynkin thỏa mãn các

điều kiện (I’), (II) và (III) lấy giá trị trên T. Ý tưởng chính là chúng
ta xây dựng hiển một quá trình chuyển động Brown trên đường thẳng
thực R, sau đó nhờ một phép chuyển đổi thời gian ta sẽ nhận được quá
trình mong muốn. Quá trình như vậy có tính chất tương tự như một
chuyển động Brown nên người ta gọi chúng là một chuyển động Brown
trên thang thời gian.

Ta định nghĩa độ đo Randon µ trên R bởi:

µ(·) := 1T.mes(·) +
∑

x∈T\Tdd

σ(x)− ρ(x)

2
δx(·),

trong đó mes là độ đo Lebesgue. Định nghĩa phiếm hàm cộng tính liên
tục

Aµ
u :=

∫
R

lauµ(da)
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và kí hiệu θµt là nghịch đảo liên tục bên phải của nó, nghĩa là,

θµt := inf{u : Aµ
u > t}.

Xét quá trình
ξt := Bθµt

. (2.1)

Quá trình này được gọi là sự chuyển đổi thời gian của Bt đối với độ đo
µ.

Dễ dàng thấy rằng ξ nhận T là không gian trạng thái và nếu B0 =
x ∈ T thì ξ0 = x. Hơn nữa, do các phép biến đổi trên là liên tục nên có
thể chỉ ra rằng ξ là một quá trình Markov Feller- Dynkin nhận giá trị
trên T. Với mỗi x ∈ T, ký hiệu yx,r := ρ(x − r) và zx,r := σ(x + r). Ta
định nghĩa toán tử tuyến tính G trên không gian Banach C0(T) như sau:

(Gf)(x)

:= lim
r↓0

(
zx,r − x
zx,r − yx,r

f(yx,r) +
x− yx,r
zx,r − yx,r

f(zx,r)− f(x))

/
(x− yx,r)(zx,r − x)

= lim
r↓0

(
f(yx,r)

(x− yx,r)(zx,r − yx,r)
− f(x)

(x− yx,r)(zx,r − x)
+

f(zx,r)

(zx,r − x)(zx,r − yx,r)

)
= lim

r↓0

(
f(yx,r)− f(x)

(x− yx,r)(zx,r − yx,r)
+

f(zx,r)− f(x)

(zx,r − x)(zx,r − yx,r)

)
.

Chú ý rằng G có ý nghĩa tương tự như toán tử sinh của quá trình Brown
chuẩn tắc f → 1

2f” và trùng với toán tử sau này khi T = R. Cũng chú ý
rằng nếu f là hạn chế trên T của một hàm trong C2

0(R) thì f ∈ Dom(G)
và

(Gf)(x) =



f(ρ(x))
(x−ρ(x))(σ(x)−ρ(x)) −

f(x)
(x−ρ(x))(σ(x)−x) + f(σ(x))

(σ(x)−x)(σ(x)−ρ(x)) , x ∈ Tss,
f(ρ(x))−f(x)
(x−ρ(x))2 + f ′(x)

x−ρ(x) , x ∈ Tsd,

− f ′(x)
σ(x)−x + f(σ(x))−f(x)

(σ(x)−x)2 , x ∈ Tds,

1
2f”(x), x ∈ Tdd.

Mệnh đề 2.1.1. Chuyển đổi thời gian ξ của chuyển động Brown Bt đối
với độ đo µ, cho bởi công thức (2.1), là một quá trình Markov Feller-
Dynkin trên T thỏa mãn các điều kiện (I’), (II) và (III). Toán tử sinh
của ξ là (G, Dom(G)).
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2.2 Tính duy nhất

Định lý 2.2.1. Cho X = (Ω,F ,Ft, Xt, θt,Px) là một quá trình Borel
phải với không gian trạng thái Lusin E. Giả sử rằng các quỹ đạo mẫu
của X là càdlàg và X không có điểm hút hoặc điểm lưu giữ. Cho Y là
một quá trình càdlàg với không gian trạng thái E được định nghĩa trên
không gian xác suất đầy đủ (Σ,G,Q) được trang bị một bộ lọc (Gt)t∈R+

thoả mãn các điều kiện thông thường. Giả sử Y0 = x0 với x0 ∈ E nào
đó và các quỹ đạo mẫu của Y không phải là hằng số trên bất kỳ một
khoảng thời gian nào với xác suất 1. Cho một tập Borel B ⊆ E, đặt
SB := inf{t ≥ 0 : Xt ∈ B} và định nghĩa hạt nhân "chạm" tương ứng
bởi πB(x,A) = Px{XSB ∈ A} với x ∈ E và A ⊂ E Borel. Cho trước một
(Gt)t∈R+

−thời điểm dừng bị chặn T . Đặt τ = inf{t ≥ T : Yt ∈ B}. Giả
sử rằng

Q{Yτ ∈ A|GT} = πB(YT , A)

với mọi thời điểm dừng T (Gt)t∈R+
- phù hợp và với tất cả các tập Borel

A và B. Thì tồn tại phiếm hàm cộng tính với nghịch đảo liên tục (Tt)t∈R+

sao cho (YTt)t∈R+
có cùng phân bố như (Xt)t∈R+ dưới họ độ đo xác suất

Px.

Mệnh đề 2.2.2. Cho ζ là một quá trình càdlàg nhận giá trị trên T sao
cho ζ0 = z ∈ T. Giả sử ζ thỏa mãn các tính chất (I’), (II) và (III) (được
phát biểu cho ζ thay cho ξ). Khi đó ζ có cùng một phân phối như quá
trình Feller- Dykin được giới thiệu trong mệnh đề 2.1.1 dưới họ độ đo
xác suất Px.

2.3 Tính thuận nghịch

Sự mở rộng của kết quả sau đây sẽ đúng với trường hợp tổng quát hơn:
với các giả thiết thích hợp, nếu ta có một quá trình Markov có tính
thuận nghịch dưới một độ đo nào đó thì mọi chuyển đổi thời gian của
nó sẽ thuận nghịch dưới một độ đo mới thích hợp. Tuy thế để hướng tới
mục tiêu chính của luận văn, chúng ta đưa ra một chứng minh trực tiếp
cho quá trình Markov là một chuyển động Brown.

Bổ đề 2.3.1. Quá trình ξ của mệnh đề 2.1.1 là thuận nghịch đối với độ
đo µ. Đặc biệt, µ là một độ đo dừng cho ξ.
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2.4 Thời điểm chạm đầu tiên của quá trình

sinh và chết hai phía

Thời điểm chạm đầu tiên (hitting times) của quá trình ξt đối với tập B
được định nghĩa là η := inf{t : ξt ∈ B} còn phân phối chạm được định
nghĩa là phân phối của ξη. Để tính toán phân phối của thời điểm chạm
cho ξ, chúng ta nhắc lại và phát triển một số mối liên hệ giữa biến đổi
Laplace của thời điểm chạm cho quá trình sinh và chết và các liên phân
số. Giả sử rằng Z là một quá trình sinh và chết hai phía. Nghĩa là, Z là
một xích Markov với thời gian liên tục lấy giá trị trên tập các số nguyên
Z với các bước nhảy chỉ là ±1. Để định ý ta giả sử rằng Z bị tiêu vong
nếu nó đạt ±∞ sau một khoảng thời gian hữu hạn. Đặt βn (t.ư δn) là
cường độ nhảy tới trạng thái n+ 1 (t.ư n− 1) từ trạng thái n. Với mọi
n ∈ Z, ký hiệu τn = inf{t ≥ 0 : Zt = n} là thời điểm chạm vào ngưỡng
n của Z (tức là thời điểm chạm vào tập {n}). Ta quy ước inf ∅ = +∞.
Ký hiệu Ex là kỳ vọng lấy theo độ đo Px. Xét các phép biến đổi Laplace

H↓n(λ) := En[e−λτn−1]

H↑n(λ) := En[e−λτn+1]

Hn,m(λ) := En[e−λτm],

với λ > 0. Nếu chúng ta định nghĩa

sn(z) :=
−ρn

1 + ρn + λ
βn

+ z
và ŝn(z) :=

−ρ−1n
1 + ρ−1n + λ

δn
+ z

,

thì chúng ta có thể viết kết quả 4 liên phân số truy hồi như sau:

−H↓n(λ) = sn ◦ sn+1 ◦ ... ◦ sn+m−1(−H↓n+m(λ)) (2.2)

− 1

H↓n(λ)
= ŝn−1 ◦ ŝn−2 ◦ ... ◦ ŝn−m(− 1

H↓n−m(λ)
) (2.3)

− 1

H↑n(λ)
= ŝn−1 ◦ ŝn−2 ◦ ... ◦ ŝn−m(− 1

H↑n+m(λ)
) (2.4)

−H↑n(λ) = sn ◦ sn+1 ◦ ... ◦ sn+m−1(−H↑n+m(λ)). (2.5)
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2.5 Thời điểm chạm trên một tập con rời

rạc của T
Trong phần này, ta giả sử với một số a ∈ T nào đó, tập vô hạn T∩(a,+∞)
là rời rạc nhận a là điểm tụ. Do tập T ∩ (a,+∞) là đếm được và rời
rạc nên ta có thể sắp nó thành dãy tăng dần: T ∩ (a,+∞) = {tn : n ∈
Z, tn < tn+1}. Ta định nghĩa quá trình Z : T∩ (a, b)→ Z bởi Z(tn) := n.
Nếu ξ đi ra khỏi tập (a,+∞) thì ta đặt Z(ξ) = −∞. Khi đó, ảnh của
ξ qua Z là một quá trình sinh và chết hai phía và có thể tiến đến −∞
trong thời gian hữu hạn và bị tiêu vong ở đó. Từ Mệnh đề 2.2.2, cường
độ nhảy của Z là

δn =
1

(tn − tn−1)(tn+1 − tn−1)
và βn =

1

(tn+1 − tn)(tn+1 − tn−1)
, (2.6)

và vì vậy

ρn =
(tn+1 − tn)
(tn − tn−1)

. (2.7)

H↑n = − lim
m→∞

ŝn ◦ ... ◦ ŝn−m(0) =
Ũn

Ũn+1

,

trong đó {Ũk} là nghiệm tối thiểu trong hướng âm của phương trình

Uk−1 = (1 + ρ−1k +
λ

δk
)Uk − ρ−1k Uk+1. (2.8)

Đặc biệt điều này nói rằng biến đổi Laplace của thời điểm chạm trên
cho quá trình bị tiêu vong tại a được đưa ra bởi một công thức đơn giản
dưới dạng các số hạng của {Um},

Hn,n+m(λ) =
m−1∏
k=0

H↑n+k(λ) =
Un+m+1

Un+1
,m > 0.

Bây giờ giả sử rằng βn và δn hội tụ tới 0 khi n→∞ và ρn → ρ ∈ (1,∞).
Một biến đổi tương đương của liên phân số liên quan đến các liên

phân số suy ra bởi truy hồi (2.2) và liên phân số suy ra từ truy hồi tương
đương.

− βn−1H↓n(λ) =
−βn−1δn

βn + δn + λ− βnH↓n+1(λ)
. (2.9)
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Vk+1 = (βk + δk + λ)Vk − βk−1δkVk−1. (2.10)

Tuy nhiên, U0 := V0 và

Uk :=


Vk \

k−1∏
i=0

βi, k > 0,

Vk
−1∏
i=k

βi, k < 0.

xác định một tương quan 1-1 giữa các nghiệm (2.10) và các nghiệm

Uk+1 = (1 + ρk +
λ

βk
)Uk − ρkUk−1 (2.11)

và, vì tương quan này ánh xạ các nghiệm cực tiểu tới các nghiệm cực
tiểu, nếu ký hiệu bởi {Ũk} là nghiệm cực tiểu theo hướng dương (2.11)
thì

H↓n(λ) =
Ũn

Ũn−1

và

Hn,n−m(λ) =
m−1∏
k=0

H↓n−k(λ) =
Ũn−m−1

Ũn−1
,m > 0.
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Chương 3

Một số tính chất của

chuyển động Brown trên

thang thời gian rời rạc Tq

3.1 Giới thiệu quá trình trên Tq
Mệnh đề 3.1.1. Với mỗi q cho xq ∈ Tq thoả mãn xq → x khi q ↓ 1.
Khi đó phân bố của ξ bắt đầu tại xq hội tụ đến phân bố của chuyển động
Brown bắt đầu tại x khi q → 1 (đối với tôpô Skorohod thông thường trên
không gian của quỹ đạo mẫu càdlàg giá trị thực).

Bổ đề sau đây chỉ ra rằng ξ tuân theo tính chất chia thang tương tự
như của chuyển động Brown.

Bổ đề 3.1.2. Phân phối của quá trình (ξt)t∈R+
qua Px trùng với phân

phối của (1qξq2t)t∈R+
qua Pqx. Kết quả tương tự đúng cho quá trình tiêu

vong ξ̂.
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3.2 Phân phối thời điểm chạm cho Tq
Định lý 3.2.1. 1. Biến đổi Laplace của thời gian để đi từ 1 tới q cho

cả X và X̂ là

H↓0(λ) =
q

λ

0Φ1(−; 0; q−1; 1
λq

)

0Φ1(−; 0; q−1; 1
λq−1 )

.

Một biểu thức thay thế là

H↓0(λ) =
1

(λq−1 + 1)

1Φ1(0;− 1
λq ; q

−2;− 1
λq2 )

1Φ1(0;− 1
λq−1 ; q

−2;− 1
λq)

.

2. Biến đổi laplace của thời gian để đi từ 1 tới q cho X̂ là

H↑0(λ) =
1

(q + λ)
1Φ1(0;−λq−3; q−2; q−3)
1Φ1(0;−λq−1; q−2; q−3)

.

Hệ quả 3.2.2. Biến đổi Laplace của những thời điểm chạm khác nhau
cho X̂ được đưa ra bởi:

Hn,n−m(λ) =
qm

2−2mn

λm
0φ1(−; 0; q−1; 1

λq2n+1 )

0φ1(−; 0; q−1; 1
λq2(n−m)−1 )

=
1

(−λq2n−1; q−2)m
1φ1(0;− 1

λq2n+1 ; q
−2;− 1

λq2n+2 )

1φ1(0;− 1
λq2n−1q

2m; q−2;− 1
λq2nq

2m)
;

Hn,−∞(λ) =1φ1(0;− 1

λq2n+1;
q−2;− 1

λq2n+2
)eq−2(−λq2n−1)/eq−2(

1

q
),

và

Hn,n+m(λ) =
1

qm(−λq2n+2m−3; q−2)m

1φ1(0;−λq2n−3; q−2; q−3)
1φ1(0;−λq2n+2m−3; q−2; q−3)

.

Mệnh đề 3.2.3. Dưới Pqn, thời điểm chạm 0 của X có hàm mật độ:

1

eq−2(
1
q )

∞∑
m=0

q−m

(q−2; q−2)m
q2(m+n)+1f(tq2(n+m)+1), t > 0

trong đó f(t) được xác định trong (??)
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Mệnh đề 3.2.4. Khi q → 1, phân phối của biến ngẫu nhiên

2(log q)N + log(q − 1)

hội tụ tới phân phối với hàm mật độ

1√
2π

exp

(
−1

2
(x+ exp(−x))

)
, −∞ < x < +∞.

10



Kết luận

Luận văn đã xây dựng và chứng minh sự tồn tại, duy nhất của chuyển
động Brown với không gian trạng thái là một thang thời gian. Luận văn
đã xây dựng được toán tử sinh của chuyển động Brown và nghiên cứu
một số tính chất quan trọng của nó, như tính đảo ngược, phân phối của
thời điểm chạm. Những tính chất này được nghiên cứu kĩ hơn trong một
thang thời gian đặc biệt: Tq.
Chuyển động Brown nói riêng và quá trình Markov đóng một vai trò
quan trọng trong giải tích ngẫu nhiên. Do đó, chúng tôi hy vọng những
kết quả trong luận văn là một bước quan trọng trong việc nghiên cứu giải
tích ngẫu nhiên trên thang thời gian. Trong tương lai, chúng tôi cũng hi
vọng tiếp tục nghiên cứu những tính chất sâu sắc hơn của chuyển động
Brown và quá trình Markov tổng quát trên thang thời gian.
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