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Lol no1 dau

Muc dich ctia luan van nay 1a xay dung qua trinh chuyen dong Brown
véi khong gian trang thai la mot thang thoi gian. Ching t6i cing nghién
citu vai tinh chat ctia qué trinh chuyén dong Brown trén mot thang thoi
gian cu thé T,. Nho dinh 1§ ndi tiéng ctia Levy chiing ta biét réing chuyén
dong Brown trén R dudc dic trung bdi cic tinh chat sau: mot qua trinh
ngau nhien (&)tcr, nhan gia tri tren R Ia chuyén dong Brown khi va chi
khi:

(I.) € ¢6 quy dao mau lién tuc,
(IL.) ¢ 1a mot martingale,
(ITL.) (& — t)er, 1& mot martingale.

Trong luan vin nay ching toi chi muén théng nhat cach nhin dinh 1y
Levy va dinh Iy Wantanabe bang céch chi ra rang, trén mot thang thoi
gian T tuy ¥ khong bi chan trén va dudi, luon ton tai duy nhat (theo
phan phoi) mot qué trinh € thod man dieu kien (II) va (III) cong véi
mot gia thiét tuong ty cta (I) hoac tinh chat "trugt tu do" ciia budc
nhay ngau nhién. Cu thé

(I'.) V6i o < y < z trén T va cic thoi diém 0 <r <t < co néu &, = x
va & = z hoac & = z va & = x thi & = y v6i s nao d6 thoa man
r<s<t.

Viée nghién cttu nhitng tinh chat xa hon ciia chuyén déng Brown
tren T 1a mot yéu cau tu nhién. Trong luan van, ching toi nghién ciu
van dé nay cho truong hgp dic biet khi T = T, := {(+q)* : k € Z} U{0}
v6i ¢ > 1. Trong truong hop nay, qua trinh £ bat dau tai x c6 cing phan
b6 nhu qué trinh (qlkgq%t)teﬂg_i_ khi ¢ duge bat dau tai ¢*z véi k € Z. Tinh
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chat "chia thang" nhu chuyéen dong Brown nay cho phép ta tinh toan
hién nhitng bién déi Laplace clia thoi diém cham va giai thitc cia € dudi
dang cac s6 hang ctia cac lien phan s6. Ta c6 thé danh gia nhing lien
phan s6 nay duéi dang cic ham siéu boi co ban

Noi dung ctia khoa luan gom ba chuong:

Chuong 1: Kién thiic chuan bi. Trong chuong nay ching toi liet ke
cac khai niem co ban vé qua trinh ngau nhién; dinh nghia va mot s6 tinh
chat ctia chuyéen dong Brown; dinh nghia vé time scale; cac tinh chat co
ban nhat vé A-dao ham, tich phan trén time scale; khai niém toan tiu
cic vi clia qué trinh Markov; khai niém toan ti dic trung; khai niem ve
thoi gian dia phuong; qua trinh Feller-Dynkin; cong thic Dynkin; cac
kién thiic co ban vé ham siéu boi; kién thic vé cac quan hé truy hoi va
cic lien phan so.

Chuong 2: Nghién ctu sy ton tai vi duy nhat ctia chuyén dong Brown
tréen mot thang thoi gian cho trude. Dé chitng minh sy ton tai, ching
toi ap dung mot phép chuyen doi thai gian thich hgp vao chuyén dong
Brown trén dudng thang thuc dé xay dung duge mot qua trinh Markov
Feller-Dynkin thod man nhitng dic trung Levy clia chuyén dong Brown
trén thang thoi gian. Tinh duy nhat suy ra tit viéc so sanh phan phoi
clia thoi diem cham va dua vao mot két qua rang néu mot qua trinh cé
ciing phan phéi thoi diém cham véi mot qua trinh Markov manh, qua
trinh d6 sé 1a anh clia qué trinh Markov qua mot phép chuyen doi thoi
glan.

Chuong 3: Nghién cttu mot sé tinh chat ctia chuyén dong Brown trén
thang thoi gian roi rac T,. Bang viéc udc lugng nhing lien phan sé dudi
dang cac ham siéu hinh hoc, chiing t6i dua ra cong thic hién cho bién
doi Laplace ciia thoi diém cham ciing nhu giai ctia chuyén dong Brown
tren T,. Ngoai ra, st dung tinh thuan nghich ctia qua trinh d6i véi do
do tu nhién trén khong gian trang thai, chiing t6i tim ra "phan phéi ciia
thoi diém cham" ctia do do It tuong ting va s6 mii Laplace ciia nghich
dao cua thoi gian dia phuong.

Ha No6i, nam 2011
Hoc vién

Trinh Thi Bich Hién
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Chuong 1
Kién thitc chuan bi

1.1 Moét s6 dinh nghia va tinh chat co ban

vé time scale
1.2 Kién thiic co ban vé ham siéu boi

1.3 Kién thic vé quan hé truy hoi va cac

lién phan sb
1.4 Toan tw cuc vi
1.5 Thdi gian dia phucng

1.6 Tinh thuan nghich cua qua trinh Markov



Chuong 2

Chuyén doéng Brown
trén mot thang thoi gian

2.1 Sy ton tai

Cho T la mét thang thoi gian khong bi chin ca trén va dudi. Chiung ta
sé chi ra sy ton tai ciia qua trinh Markov Feller- Dynkin thoa man cac
diéu kien (1), (II) va (III) 14y gia tri tren T. Y tudéng chinh la ching
ta xay dung hién mot qué trinh chuyén dong Brown trén dudng thing
thuc R, sau d6 nhd mot phép chuyen déi thoi gian ta sé nhan dude qua
trinh mong mudn. Quéa trinh nhu vay c6 tinh chat tuong tu nhu mot
chuyén dong Brown nén ngudi ta goi ching 1a mot chuyén dong Brown
trén thang thoi gian.
Ta dinh nghia do do Randon u trén R bdi:

p()i=1emes() + Y TP )

{EET\Tdd

trong d6 mes 14 do do Lebesgue. Dinh nghia phiém ham cong tinh lién
tuc

Al = / men

R



va ki hieu 0’ 14 nghich dao lién tuc bén phai clia n6, nghia 1,
0 .= inf{u : A" > t}.

Xét qua trinh
ft = Bgét (21)
Qua trinh nay ducc goi la su chuyen doi thoi gian ctia B, déi véi do do
(.
Dé dang thay rang ¢ nhan T 1a khong gian trang thai va néu By =
z € T thi & = «. Hon nita, do cac phép bién doi trén la lién tuc nén cé
thé chi ra ring € 1a mot qué trinh Markov Feller- Dynkin nhan gia tri
tréen T. V6i moi « € T, ky hieu y,, := p(z —r) va 2,, :=o(z +r). Ta
dinh nghia toan tit tuyén tinh G trén khong gian Banach Cy(T) nhu sau:

(Gf)(x)

— lgg)l(zj:r—_y::,rf(yx’T) + ﬁf(zx,r) - f(x))/(x - ya:,r)(za:,r - -'L')

| £ (o) f(2) F(zn) )
] _

iﬁ(u—ymx%f—%n (@ — o) Czar —7) | (zzw — 7)oy — Yar)

(S e) — S(@) far) — f@)
Q + ).

L — yl’,?”)(zl’ﬂ" o yl’,?") (Z:Ear o :U) (nylr' - yl’ﬂ”)

Chi y rang G ¢6 ¥ nghia tuong tu nhu toan ti sinh ctia qué trinh Brown
chuan tdc f — 5f” va trung voi todn tif sau nay khi T = R. Ctng cha ¥
rang néu f 1a han ché trén T cia mot ham trong C3(R) thi f € Dom/(G)
va

,
e o Rl 1 o . s e PR

G — | v €T
oJ(cx()x—)x + f(((;(?))__x)f)a z € Tys,

%f” (@), x € Tyq.

Meénh dé 2.1.1. Chuyén doi thoi gian € cia chuyén dong Brown By doi
vdi do do p, cho bdi cong thic (2.1), la mot qud trinh Markov Feller-
Dynkin trén T théa man cdic dieu kién (I’), (II) va (III). Todn ti sinh
cia & la (G, Dom(G)).



2.2 Tinh duy nhat

Dinh 1y 2.2.1. Cho X = (Q, F, F, Xy, 0, P¥) la mot qud trinh Borel
phdi vdi khong gian trang thdi Lusin E. Gid st rang caic quij dao mau
ctia X la cadlag va X khong cé diém hit hodc diém luw gitt. Cho Y la
mot qud trinh cadlag vor khong gian trang thar E dugc dinh nghia trén
khong gian zdc sudat day di (X,G,Q) dugc trang bj mot bo loc (Gt)ter,
thod mdn cdc dieu kién thong thuong. Gid st'Yy = xy vdi vg € E nao
dé va cac quy dao mau cia Y khong phdi la hang so trén bat ky mot
khodng thoi gian nao vdi zdc suat 1. Cho mot tap Borel B C E, dat
Sp :=inf{t > 0: X; € B} va dinh nghia hat nhan "cham" tuong ing
boi mp(x, A) = P*{Xg, € A} vdi x € F va A C E Borel. Cho trudc mot
(Gt)ier, —thoi diem dimg bi chan T. Dat T = inf{t > T : Y, € B}. Gid
st rang
Q{Y: € AlGr} = 7mp(Yr, A)

vdi moi thoi diem dung T (Gi)ier, - phil hop va vdi tat cd cac tap Borel
A va B. Thi ton tai phiém ham cong tinh vdi nghich ddo lién tuc (T})ter,
sao cho (Yr,)wer, €O cung phan bo nhu (Xy)iery dudi ho do do zdc sudt
P,

Meénh dé 2.2.2. Cho ¢ la mot qud trinh cadlag nhan gid tri trén T sao
cho {y = z € T. Gid st ¢ théa man cdc tinh chat (I’), (II) va (III) (dugc
phdat biéu cho ¢ thay cho &). Khi dé ¢ c6 cung mot phan phoi nhu qud
trinh Feller- Dykin dugc gidi thiéu trong meénh dé 2.1.1 dudi ho do do
zdc suat P*.

2.3 Tinh thuan nghich

Sy mé rong cua két qua sau day sé dung vé6i trudng hop tong quat hon:
v6i cac gid thiét thich hgp, néu ta c6 mot qua trinh Markov c6 tinh
thuan nghich duéi mét do do ndo do thi moi chuyén déi thoi gian cia
n6 sé thuan nghich dusi mot do do méi thich hop. Tuy thé dé hudng téi
muc tiéu chinh ciia luan van, ching ta dua ra mot chitng minh truyc tiép
cho qua trinh Markov 1& mot chuyén déng Brown.

Bo dé 2.3.1. Qud trinh & cia ménh dé 2.1.1 la thuan nghich doi vdi do
do p. Dac biet, p la mot do do dung cho &.

4



2.4 Thdi diém cham dau tién ctia qua trinh
sinh va chét hai phia

Thai diém cham dau tién (hitting times) ctia qua trinh & déi véi tap B
duge dinh nghia 1a n := inf{t : & € B} con phan phoi cham duge dinh
nghia 1a phan phdi ctia &,. Dé tinh todn phan phéi ctia thai diém cham
cho &, chiing ta nhic lai va phat trién mot s6 moi lien hé giita bién doi
Laplace ctia thoi diém cham cho qua trinh sinh va chét va céc lien phan
s6. Gid st rang Z 14 mot qua trinh sinh va chét hai phia. Nghia la, 7 1a
mot xich Markov v6i thoi gian lién tuc 1ay gié tri trén tap cac s6 nguyen
7Z v6i cac bude nhay chi 1a +1. Dé dinh ¥ ta gid st rang Z bi tiéu vong
néu né dat +oo sau mot khodng thoi gian hitu han. Dat 3, (t.u d,) 1a
cuong do nhay t6i trang thai n 4+ 1 (t.uw n — 1) tit trang thai n. V6i moi
n € Z, ky hi¢u 7, = inf{t > 0 : Z; = n} la thoi diem cham vio ngudng
n ctia Z (ttc 1a thoi diém cham vao tap {n}). Ta quy udc inf ) = +oo.
Ky hieu E” 1a k¥ vong lay theo do do P*. Xét cac phép bién doi Laplace

HY(\) := E"[e 1]

H(A) == E"[e "]
Hym(N) = E"[e*™],
v6i A > 0. Néu ching ta dinh nghia
-1

Sp(z) == —pnA va 5, (2) = —Pn 3 :
1+pn+ﬁ—n+z 1+p,§1+a+2

thi ching ta c6 thé viét két qua 4 lien phan sé truy hoi nhu sau:

—HY(A\) = 8083110 .. 0 Spim_1(—H Y, (V) (2.2)
1 1
——  —=5,.108,20...08,_p(———— 2.3
1 1
- = 5,.108,20...08,_p(————) (2.4)
Hi()) Hy ()
—H'(A) = 8, 0 $p41 0 . 0 Spm1(—H) (V). (2.5)



2.5 Thoi diem cham trén mét tap con roi

rac cua T

Trong phan nay, ta gia sit véi mot s6 a € T nao do, tap vo han TN (a, +00)
la r3i rac nhan a 1a diém tu. Do tap T N (a, +o0) la dém duge va roi
rac nén ta cé thé sip né thanh day tang dan: T N (a, +o0) = {t,

Z,t, < tpy1}. Ta dinh nghia qua trinh Z : TN (a,b) — Z béi Z(t,) := n.
Néu £ di ra khoi tap (a, +oo) thi ta dat Z(£) = —oo. Khi d6, anh cta
¢ qua Z la mot qua trinh sinh v chét hai phia va c6 thé tién dén —oo
trong thoi gian hitu han va bi tiéu vong 6 d6. Tt Ménh dé 2.2.2, cudng
do nhay ctua Z la

1 1

Oy = va (8, = . (2.6
(tn - tn—l)(tn—i—l - tn—l) 6 (tn—i—l - tn)(tn—H - tn—l) ( )
va vi vay
(tn+1 - tn)
= ol 7 ) 2.7
= =) (2.7)
~ ~ ﬁn
H' =— lim 8,0...08, »(0) = =,
m—00 Un+1

trong do {(NJk} l& nghiém t6i thicu trong huéng am ciia phuong trinh

A
+ VUx — p Ups1. (2.8)

Up—1 = (14 p;, " 5k)

Dic biét diéu nay néi rang bién déi Laplace ctia thai diém cham trén
cho qua trinh bi tiéu vong tai a dugc dwa ra bdi mot cong thicc don gian
dudi dang céac s6 hang ctia {U,,},

n+m+1

nn+m H n+k = U_|_1 ,m > 0.
n

Bay gio gia sit rang 3, va d,, hoi tu t6i 0 khi n — oo va p, — p € (1,00).
Mot bién doi tuong duong clia lien phan sb lien quan dén céc lien
phan s6 suy ra bdi truy hoi (2.2) va lien phan s6 suy ra tit truy hoi tuong
duong.
_Bn 15

Ba+ 6n+ A= BuHy 1 (A)
6

— BuaHy (M) = (2.9)



Vier = (Br + 01 + M) Vi = Br—10 Vi1 (2.10)
Tuy nhién, Uy := Vj va

k—1
Vk\ H 52'7 k> 07
Up := _f:O
i=k

xac dinh mot twong quan 1-1 gitta cdc nghiém (2.10) va cac nghiém

A
U1 = (1+,0k;-|-—k)Uk—,0kUk_1 (2.11)

va, vl tuong quan nay anh xa cac nghiém cuc tiéu t6i cac nghiém cuc
tiéu, néu ky hieu bdi {U,} 14 nghiém cue tiéu theo huéng duong (2.11)
thi

() = =
Un—l

va

m—1 =~
Up—m
Hyem(N) = [[ Hy (N = —="=m > 0.
k=0 U

n—1



Chuong 3

Mot s6 tinh chat cna
chuyén dong Brown trén

thang thaoi gian roi rac T,

3.1 Gidi thi€éu qua trinh trén T,

Meénh dé 3.1.1. Véi moi q cho v, € T, thod man x, — x khi q | 1.
Khi dé phan b6 ciia & bat dau tai z, hoi tu dén phan bo cla chuyén dong
Brown bat dau tai x khi ¢ — 1 (doi vdi topo Skorohod thong thuong trén
khong gian cia quy dao mau cadlag gia tri thuc).

Bo6 dé sau day chi ra ring £ tuan theo tinh chéat chia thang tuong ti
nhu ctia chuyén dong Brown.

B6 dé 3.1.2. Phan phéi ciia qud trinh (&)ter, qua P, trung vdi phan
phoi cla (%€q2t)t€R+ qua Py,. Két qud tuong tu ding cho qud trinh tiéu

vong E



3.2 Phan phoi thdi diem cham cho T,
Dinh ly 3.2.1. 1. Bién doi Laplace cia thoi gian dé di tw 1 tdi q cho
ca X va Xla |
q 0<I>1(—'O'q .)\_)
1
Xo®i(—;0; ¢! e

Hi(\) = .
3T
Mot biéu thic thay thé la
1 P05 0% —5p)
(Ag~t + 1) 194(0; —ﬁ; q 2 —,\iq)

Hi(A) =

2. Bién doi laplace ciia thoi gian dé di tw 1 tdi g cho X la

1 194(0; —/\q_ qa%q)
(g+A)1P1(0; —=Ag7 Y ¢7%¢73)

Hé qua 3.2.2. Bién doi Laplace ctia nhiing thoi diém cham khdc nhau
cho X duoc dua ra bdi:

H{(\) =

g2 o1 (=5 0547 s

Hn,n—m()\) —
AT o (=5 0597 W)
. ]_ ].QS].( )\q2n+1 ) q_27 _ﬁ) .
( )\q2n 17 )m 1¢1( )\q2”_1 q2m’ q_Q; _ﬁq2m> ’
. 1 —2 1 2n—1 1
Hn,—oo()‘) =101(0; —WQ )\qgn+2) 2(—Aq )/eq (q)
va
1 O )\ 2n—3. ,—2. ,—3
Hnm—km()‘) - 1¢1( d d 4 )

q ( )\q2n+2m 3 )m1¢1(0 )\an—l—Qm 3,(]_2 q 3)

Meénh dé 3.2.3. Dudi P, thoi diém cham 0 cia X ¢6 ham mat do:

o

Z - m—i—n)-i—lf(tqZ(n—i-m)—i-l)7 +>0

7

m:

trong do f(t) dugc xdc dinh trong (77)



Meénh dé 3.2.4. Khi ¢ — 1, phan phoi cta bién ngdu nhién
2(logg)N + log(q — 1)
hoi tu téi phan phoi vdi ham mat do

1 1
exp —5(513 +exp(—x)) |, —o00 < x < 400.

V21
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Két luan

Luan vin da xay dung va chiing minh sy ton tai, duy nhat ciia chuyén
dong Brown véi khong gian trang thai la mot thang thoi gian. Luan van
da xay dung dudc toan ti sinh ctia chuyén dong Brown va nghién citu
mot s6 tinh chat quan trong clia né, nhu tinh ddo ngude, phan phéi ciia
thoi diém cham. Nhitng tinh chat nay ducce nghién ctu ki hon trong mot
thang thoi gian dac biet: T,.

Chuyén dong Brown néi rieng va qué trinh Markov déng mot vai tro
quan trong trong giai tich ngau nhién. Do do6, ching t6i hy vong nhiing
két qua trong luan van 14 mot budc quan trong trong viéc nghién ctiu giai
tich ngau nhién trén thang thoi gian. Trong tuong lai, ching t6i cling hi
vong tiép tuc nghién citu nhitng tinh chat sau sic hon ciia chuyéen dong
Brown va qua trinh Markov tong quat trén thang thoi gian.
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