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Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1 Copula cho phan phéi nhiéu chiéu va su phu
thudc

1.1.1 Giéi thiéu vé copula

Pinh nghia 1.1.1. Gid st Sy,...,S, la cdc tap con khong rong cia R, 6 day R
duge ky hieéu 1a dudng thing thyc md rong [—oo, +oc]. Gia st H 1a mot ham thyc

v6i n bién trén mién xac dinh DomH = S; x --- x S, vd cho a < b (trong do
a=(ay,...,a,), b= (by,...,b,) va ap < b, v6i moi k = 1,n), gid sit B = [a,b] =
[ay,b1] X -+ X [an,b,] 13 MmOt n-hop c6 cac dinh trong DomH. Ta dinh nghia thé

tich-H cua B la:
Vi(B) =) sgn(c)H(c)

trong d6 ¢ chay trén cdc dinh cia B, va sgn(c) 1a duong néu trong céc toa do ciia nd
c6 mot s6 chin cac ¢, = ay, v6i moi k, va la am trong truong hop ngude lai.

N6i cdch khac, thé tich-H ctia mot n-hop B = [a, b] 1a:
Vi(B) = AYH(t) = Al .. A" H(1)
trong do
AH(t) = H(ty, ...ty by tigt -y tn) — H(t, o b, @ bt - )

Chang han, néu H(zy,...,7,) = P(X; < 1,...,X, < x,) la ham phan phdi xac
suat dong thoi cia mot bo n bién ngiu nhien X, ..., X, thi ta co:

Vir(B) = Plar < X1 < by, ... a, < X, <by).

Dinh nghia 1.1.2. Ham thuc H clia n bién dugce goi 1a n-tang néu Vg (B) > 0 cho
moi n-hop B c6 cac dinh ndm trong mién xic dinh DomH hay c6 thé néi thé tich
clia n6 trén hop bat ky 1a khong am.



Giad st mién xac dinh ctia mot ham thuyc H v6i n bién xac dinh béi DomH =
Sy x - x S,, 8 d6 méi S, c6 mot phan ti nhé nhat a,. Ching ta néi ring H co
day (ground) néu H(t) = 0 v6i moi ¢t trong DomH sao cho t;, = a; tai s k bé
nhat. Néu méi S, khac rong va c6 phan tit 16n nhit by, thi H c6 phan phdi bién
duyén va phan phdi bién duyén mot chiéu cta H 1a ham Hy, v6i DomH,, = S), va vdi
Hy(x) = H(by, ... ,bg_1,2,bgys1,...,b,) vOi x € S, phan phdi bien duyén mot-chiéu
goi 13 phan phdi bién duyén.

Dinh 1y 1.1.1. Gia st Si,..., S, 1a cac tap khac rdéng ctia R, va gia st ham H c6
day n-tang v6i mien xac dinh S; x ---x S,. Thi H 1a tang theo mdi ddi so, titc 1a néu
(t1y ooy toet, Ty tpgts ooy tn) VA (1, oo b1, Yy thtt,y - - - ty) D&M trong mién xac dinh
DomH va x <y, thi H(t1,...  tg_1, T, tgyr, - stn) < H(t1, o te1, Yy thats - - - tn)-

Dinh Iy 1.1.2. Gia stt Si,..., S, 1a cac tap khéac réng ctia R, va gid st ham H c6
day n-tang v6i phan phdi bien duyén va mién xac dinh Sy x - - - x S,,. Khi d6, néu bat
ky diém x = (z1,...,2,) VA y = (y1,...,yn) trong S; x ... x S, thi:

|H(z) — H(y)| < Z | Hy.(z1) — Hi(yr)|-

Dinh nghia 1.1.3. Mot ham phan phdi n-chiéu 14 mot ham H vdi mién xac dinh
R" sao cho H c6 day, n-ting va H(+00,...,+00) = 1.

1.1.2 Mot vai dinh nghia va tinh chat ctia copula

Céc copula N chiéu 1a cdc ham N bién tir [0, 1] vao [0, 1], v ham copula la mot,
ham phan phdi nhiéu chiéu (multivariate distribution function) xac dinh trén hinh
lap phuong don vi IV = [0,1]", n6 thé hién sy phu thudc vao nhau ctia mot bo N
bién ngiu nhién. Cac copula la cac ham dac biet véi nhiéu tinh chat tha vi, va khi
ta biét copula thi ciing c6 thé tinh toan dugc su phu thudc ciia cac bién ngau nhién
trén hiép phuong sai (covariance) va su tuong quan (correlation).

Dinh nghia 1.1.4. (Nelsen (1998), trang 39) Mot Copula N-chiéu 1a mot ham C
vdi nhitng tinh chat sau:

1. Mién xac dinh (domain) ctia ham C: DomC = IV = [0, 1]V;
2. Ham C' ¢6 day (ground) va ham N-tdng;

3. Ham C ¢6 cac bien duyén C,, théa man C,(u) = C(1,...,Lu,1,...,1) =
u,Vu € 1.

Cha ¥ rang bat k¥ N-copula C, N > 3, mdi phan phdi bién duyén k-chiéu ctia C
14 k-copula. N6i mot cach khac, mot N-copula 1a mot ham C ¢t [0, 1]V vao [0, 1] v6i
nhitng tinh chat sau:

1. M&i u € [0,1]Y, C(u) = 0 néu mot toa do nhoé nhat clia u 1a 0 va C(u) =
néu tat ca cac toa do clia u bang 1 trit ra uy.



2. Mdi a va b trong [0, 1]" sao cho a; < b; v6i moi i, Vi ([a,b]) > 0.

Dinh 1y 1.1.3. (dinh ly Sklar [1959]) Cho F' 1a mot ham phan phdi N-chiéu véi phan
phéi bien duyen lien tuc Fi,. .., Fy. Khi d6 F ¢6 mot bidu dién copula duy nhét:

F(zy,...,xn,...;xn) = C(Fi(21),..., Fo (), ..., Fn(zN)). (1.1)

Dinh ly 1.1.4. Gid st H 13 ham phan phdi n-chiéu vdéi phan phdi bien duyén lién
tuc Fy,..., F, va copula C, (6 day C thoa man diéu kien (1.2) ). Khi d6 bat ky u
trong [0, 1]"

Cluy, ..., uy) = HE Y w), ..., F  (u)).

n

Vi duy 1.1.1. Ching ta st dung dit liéu ctia thi truong trao déi kim loai London:
LME (London Metal Exchange) va ching ta xét gid hién c¢6 clia hang héa hop kim
nhom (Al); dong (Cu); ni-ken (Ni); chi (Pb) va gia cia hop kim nhom 15 thang trudce
(Al - 15), vao thang 1 nam 1988. Ching ta gid thiét ring phan phoi lgi suit cla cac
tai san 1a phan phdi gauss. Trong truong hdp nay, ma tran tuong quan duge cho béi
bang 1.1.

Al Al-l5 Cu Ni Pb
Al | 1.00 0.82 0.44 0.36 0.33

Al-15 1.00 039 0.34 0.30
Cu 1.00 0.37 0.31
Ni 1.00 0.31
Pb 1.00

Bang 1.1: Ma tran tuong quan p cta dit lieu LME

1.1.3 Céac ham phan phéi dong thsi Fréchet-Hoeffding
Chiing ta xét cac ham C~ , C* va O+ xéc dinh trén [0, 1] nhu sau:

N

C'_(ul,...,un,...,uN):maX(Zun—N+1,0) (1.2)
n=1
CT(Uty .y Uy -y uy) = Min(Uy, .oy Uy, - o, UN) (1.3)
N
CHug, .. Up, . uy) = Hun (1.4)
n=1

Ham phan phdi dong thoi C~, CT goi l1a cac can dudi va can trén Fréchet-Hoeffding,
con ham C* goi 1a tich copula. Ham C*, C* 14 N- copula véi moi N > 2, trong khi
ham C~ khong 1a copula cho bat ky N > 3, xét vi du:



Dinh nghia 1.1.5. Ching ta n6i rang copula Cy 1a nho hon copula Cy (hosic Cy 1a
16n hon Cy) va viét 1a C; < Oy (hodic Cy = Cy) néu:

V(ug, ... tp, .. uy) €IV, Crug, ..ty .. uy) < Cy(ug, ..., Ch,. .., Cy)  (1.5)
hay
Y(ur, ..ty un) €IV, Crlug, .oty uy) < Co(uy, .y U, .. uy)
Chang han trudng hgp hai chiéu:

C1(ur,uz) < Coluy,up) & 1 —uy — ug + Cy(ug,ug) <1 —uy — uy + Cylu, uy)
& C1(ur,uz) < Cluq, ug)

Chiing ta ky hieu C 1a ham séng s6t dong thoi (joint survival function) cho n bién
ngdu nhién v6i ham phan phdi dong thoi C, titc 1a néu (Uy,...,U,)" c6 ham phan
phoéi C, thi C(uy, ..., u,) = P{Uy > uy,..., U, > u,}-.

Dinh 1y 1.1.5. Bat k¥ n > 3 vA moi u € [0,1]" ¢6 n-copula C' (ma phu thuoc trén
w) thi:
Clu) =C"(u)

Ham mat do c lien két v6i copula dude xac dinh béi :

~O0C(uy, .y Upy - UN)
 Quy...0u,...0uy

c(ugy .oy Upy .oy UN)

Dé dat dugc ham mat do f ctia phan phdi N-chiéu F, chiing ta st dung hé thitc sau:

N

F@n, o an, . ay) = c(Fi(a), .o Fulzn), o Fa(an) ] falen)

n=1

trong d6 f, 1a ham mat do clia ham phan phdi bien duyén F,.

1.1.4 Copula va bién ngiu nhién

Gid st X,..., X, tuong tng 1a cic bién ngau nhién v6i cdc ham phan phdi lien
tuc Fy,..., F,, vd ham phan phdi dong thsi H. Thi (X1,...,X,,)T ¢6 duy nhit mot
copula C, ¢ day C xac dinh béi (1.2). Copula biéu dién phan phdi clia vécto ngdu
nhien (X7y,...,X,)7 trd thanh:

H(zy,...,x,) =P{X1 <ay,...,X,, < x,} = C(Fi(21), ..., Fnlzy))

Phép bién ddi X; — F(X;) st dung trong bi¢u dién trén thudng la phép bién ddi xac
suat va tao thanh cong cu chuan trong phuong phap mo phong.

Hon nita X1, ..., X, 1a doc 1ap néu va chi néu H(xy,...,x,) = Fi(z1) ... Fu(x,)
v6i moi xq, ..., T, trong R.



Dinh 1y 1.1.6. Gid st (X;,...,X,,)T 1& mot vécto clia bién ngdu nhién lién tuc véi
copula C, khi d6 X, ..., X, l& doc lap néu va chi néu C = C*.

Mot tinh chat dep ciia copula chinh 14 phép bién doi don dieu ngat ciia bién ngiu
nhién, copula ciing 1a bat bién. Néu ham phan phdi cta bién ngau nhien X 1a lién
tuc va a 1a mot ham don dieu ngit ma mién xac dinh chita mién gia tri RanX (mién
gia tri :Range), thi ham phan phdi ctia bién ngiu nhién «a(X) ciing la lién tuc.

Dinh 1y 1.1.7. Gid st (X3,...,X,,)" 1& mot vécto clia bién ngdu nhién lién tuc véi
copula Cy,  x,. Gidstt aq,...,q, tuong ting don dieu ngat trén RanXy, ..., RanX,,
va gid st (a1 (X1), ..., an(X,))T 6 copula Cu, (x,),..an(x,)- Hon nita oy, gidm ngét cho

mot vai k (khong mat tinh tong quat gid sit k = 1). Khi doé:

Cor(X1)an(Xn) (U1, U2, o Un) = Cag(X),am (X0) (U2s - - - 5 Un)

— Xy ao(Xa)an (X)) (1 = Ur, g, .. Uy,).

Chii ¥ rang ham song s6t dong thai véi n bién ngau nhién U(0,1) ¢6 ham phan
phdi dong thoi 1a copula C' thi Cuy, ..., u,) = C(1 —uy, ..., 1 —uy,).

1.2 Cac khai niém su phu thuodc

1.2.1 DO do su tuong thich

Gia st (z,y)T va (2,9)7 1a hai quan sat tit mot vécto ngiu nhien lien tuc (X,Y)T.
Khi d6 (z,y)T va (z,9)" 1a tuong thich néu (z — Z)(y — g) > 0, va khong tuong thich
néu (z — z)(y — g) <0.

Dinh ly 1.2.1. Gia sit (X,Y)7 va (X, Y)7 Ia cac vée to doc lap clia cac bién ngiu
nhién lien tuc v6i ham phan phdi ddng thoi H va H véi bien duyéen chung F (ciia
X va X) va G (cia Y va Y). Gia sit C va C duge ky higu 1a copula ciia (X, V)T va
(X,Y)T, tuong tng, sao cho H(z,y) = C(F(x),G(y)) va H(z,y) = C(F(x),G(y)),
Q ky hieu Ia hieu s6 gitta hai xac suat sy tuong thich vd sy khong tuong thich cia
(X, )T va (X, V)7, titc 1a

Q=P{(X-X)(Y-Y)>0} -P{(X - X)(Y -Y) <0}

Q=Q(C,C) = 4//&112 C(u,v)dC(u,v) — 1.

Dinh nghia 1.2.1. (Nelsen (1998), trang 136) Mot do do x lién két gitta hai bién
ngau nhién lién tuc X; vd X, clia copula C 1a mot do do sy tuong thich néu né thoa
man cac tinh chat sau:

1, k dudc dinh nghia cho moi cap X, X, ctia bién ngau nhién lién tuc;

2, -1=kx_x < ke <kxx =1

3, Kx1,Xs = KX5,X15

4, Néu Xi, X, 1a doc lap, thi kx, x, = kgt = 0;
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5, R—X1,Xo = KXo,—X1 = 7—HX1,X2;

6, Néu Cy < Cy, thi ke, < Key;

7, Néu { (X1,; X2, )} 18 mot day bién ngdu nhién lién tuc véi copula C,,, va néu
{C,,} hdi tu theo titng diém t6i O, thi lim k¢, = ke.

n—oo

Chia y 1.2.1. Mot tinh chat quan trong khéc clia x trd thanh ham copula clia céc
bién ngdu nhién (X7, ..., X,, ..., X) 1a bat bién dudi, ting thuc sy qua phép dnh xa

Cxy,o XXy = Chi(X1),in(Xn),oshne (X ) DU Ophy () > 0. (1.6)

Chiing ta dwa ra mot vai he thitc gitta do do 7 va p (Nelsen [1998]), n6 c6 thé
duge biéu dién bing mot mién bi chan. Ching han, néu khong phan tich duge biéu
thitc, ta sé tinh toan véi cong thitc tuong duong:

T=1-— 4// 8ulC(u1,u2)8uQC'(u1, UQ)d'LbldUQ (17)
I

p=12 // C(uy, ug)duydus — 3 (1.8)
12

7:4/I(C(u,u)+0(u,1—u)—u)du (1.9)

1.2.2 Do do sy phu thudc

Dinh nghia 1.2.2. (Nelsen (1998), trang [170]) Mot do do 6 lien két giita hai bién
ngau nhién lién tuc X; va X, cia copula 1a do do sy phy thuoc néu n6 thdéa man cac
tinh chat sau:

1, & duge dinh nghia cho moi cip X, X, cta bién nglu nhién lien tuc;

2.0 =061 <00 < Opor = 1;

37 5X1,X2 = 5X2,X1;

4, 0x, x, = 01 = 0 néu va chi néu X; va X, doc lap;

5, 0x,.x, = 0c+ = 1 néu va chi néu X; va X, 1a ham don diéu ngdt hau chic chin
clia cac bién khac;

6, Néu h; va hy 12 ham don diéu ngit hau chic chin trén ImX; va ImX, thi :

Ohy(X1).ha(X2) = 0X1, X0
7, Néu {(X1,, X2,n)} 12 mot day bién ngdu nhien lién tuc bdi copula C,, hoi tu
theo ting diém dén C, thi lim dc, = éc.
n—oo

1.2.3 Nhitng khai niém phu thuéc khac

C6 nhiéu khai niem phu thuoc khac nhau, chiung duge sit dung nhiéu trong tai
chinh. Chéng han, X; v X, phu thudc géc phan tu duong (positive quadrant depen-
dent: PQD) néu:

P{Xl > Il,XQ > IQ} > P{Xl > CL’l}P{XQ > .1‘2}. (110)
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Gia stt riing X, vi X, I hai bién ngiu nhién thay cho hai t6n that tai chinh. Xac suat
dong thoi v6i ton that 16n thi bién ngdu nhien phu thuoc 16n hon bién ngdu nhién
doc lap mot 1an.

C = C*. (1.11)

Ta dua ra dinh nghia sy phu thuéc tiém can duéi nhu sau:

Dinh nghia 1.2.3. Néu cho mot ham copula C hai chiéu cho bdi:
lim Olu,v)
u—l 1 —u

=\ (1.12)

thi C' ¢6 st phu thugc tiem can dudi trén véi A € (0, 1] va khong phu thudc tiém can
dudi trén v6i A = 0, A goi 1a hé s6 phu thuoc tiem can duoi trén.

Ta nh6 lai riing ham copula séng sot C' clia hai bién ngéu nhien véi copula C' xac
dinh bdi:

C’(ul,u2):u1+uQ—1+C’(1—u1,1—u2) (113)

v ham séng s6t dong thai C' cho hai bién ngiu nhien U(0,1) ¢6 ham phan phdi dong
thoi 1a C' cho bdi:

C(ul, Ug) =1- Uy — Ug + C(ul, Ug) (114)
khi dé: o )
O(ul,UQ) :C<1—U1,1—U2). (115)
Hon ntta: o . A
1—u,1—
lim Cluu) = lim Cd-uwl-u = lim Clu,u) u)
u—l 1 — u u—1 1— u u—0 u

1.3 So ludc vé cac ham copula

1.3.1 Phan phéi elliptic

Dinh nghia 1.3.1. Néu X la véc to ngdu nhién n-chiéu, 4 € R" va ma tran doi
xiing ¥ cap n x n xac dinh khong am, ham dac trung o x_,(t) cia X — p la mot ham
¢6 dang toan phuong t73¢t, ox_,(t) = ¢(tTXt), ching ta noi ring X c¢6 phan phoi
elliptical v6i tham s6 p, ¥ va ¢ va ching ta viét X ~ E,(u, 2, ¢).

Khin = 1, 16p cac phan phdi elliptic tring véi 16p cac phan phoi d6i xitng 1-chiéu.
Ham ¢ trong dinh nghia trén duge goi Ia ham sinh dac trung.

Dinh ly 1.3.1. X ~ E, (11, %, ¢) v6i rank(X) = k néu va chi néu ton tai mot bién
ngau nhien R > 0 doc lap véi U, mot vécto ngau nhién k-chiéu phan phéi déu trén
siéu cau don vi {2z € R¥|2T2 = 1}, vA mot ma tran A ¢ n x k v6i AAT = ¥ sao cho

X :du+RAU.



Vi du 1.3.1. Gia sit vécto ngdu nhien n-chieu X ~ N,(0,1,), v6i thanh phan X; ~
N(0,1),i = 1,...,n, la doc lap vd ham dic trung cia X; 1a exp(—t2/2), ham dic
trung cua X sé 1a

1 1
exp{—ﬁ(tf +o k) = exp{—EtTt}.
Tt dinh 1y trén thay ring X ~ E,(0,1,,¢), 6 day ¢(u) = exp(—u/2).

Dé tim dugc biéu dién sao cho Cov(X) = X, chiing ta st dung dinh 1y trén thi

thu dugce:
Cov(X) = Cov(u + RAU) = AE(R?)Cov(U)A”

v6i diéu kien 1a E(R?) < oco. Gid st Y ~ N,(0,1,). Khi d6 Y =, ||[Y||U, & day||Y]]
va U 1a doc lap. Hon nia ||[Y]]2 ~ x2, E(|[Y]]?) = n. Tu d6 Cov(Y) = IL,,, ching ta
thay riang néu U 1a phan phdi déu trén sieu cau don vi trong R", thi Cov(U) = I,,/n,
do d6 Cov(X) = AATE(R?)/n. Chon ham sinh dic trung ¢*(s) = ¢(s/c), & day
¢ = E(R?)/n, ching ta ¢c6 Cov(X) = X. Tt d6 phan phdi elliptic dugc mo ta day
dt bdi p, X va ¢, 6 day ¢ c6 thé chon sao cho Cov(X) = ¥ (néu Cov(X) duge x4c
dinh ). Néu Cov(X) thu duge nhu trén thi phan phéi cia X xac dinh duy nhat béi
E(X), Cov(X) va phan phdi ctia n6 14 bién duyén mot chidu, phan phdi chuan hoic
phan phdi student bac 4.

Dinh 1y 1.3.2. Gid st X ~ E,, (i1, 3, ¢), gid st B 1A mot ma tran ¢6 ¢ xnvab € R".
Khi do:
b+ BX ~ E,(b + Bu, BEB”, ¢).
Chiing minh: Tit dinh 1y 1.3.1, b + BX ¢6 biéu dién ngiu nhien:
b+ BX =;b+ Bu+ RBAU.

Gia su ta ¢6 sy phan hoach X, p va ¥ nhu sau:

X T Y1 X2
X p— 5 pr— y E pr—
(Xz) a <M2 Y1 Yo
G day X va pq la cac vécto ¢ r x 1 va Xq; la mot ma tran ¢ r x r. Ta ¢6 dinh 1y
sau:

Dinh 1y 1.3.3. Gid st X ~ E, (1, 2, ¢). Khi d6
X~ Er(,ul, Z117 Qb), Xog ~ En—r(,lm, 2227 ¢)

T d6 cac phan phdi bién duyén ciia phan phéi elliptic 1a elliptic.

1.3.2 Copula lién quan dén phan phéi elliptic

Dinh nghia 1.3.2. (Copula gauss nhiéu chié¢u-MVN) Cho p 13 mot ma tran doi
xitng, xac dinh duong véi duong chéo chinh diagp = 1 va ham tiéu chuan cta phan



phéi chudn nhiéu chidu ®, véi ma tran tuong quan p. Copula gauss nhidu chidu duge
dinh nghia nhu sau:

Cuty s Upy ey un, p) =P ( @7 Huy), .., @ Huy), ..., @ Huy)). (1.16)

Nhé ring ching ta c6 phan phdi chuan nhiéu chiéu la:

1 1
e (= 5] = @ ), @ ), @ ) X
(2m) ¥ |} 2

Al 1

exp (— =22 ) 1.17
(IT gz e (= 3o)- (019
Chiing ta ciing suy ra:

1 exp ( _ %ng—1§>

— T
(2m) ¥ |12
c(ug, .oy Up,y .. un) = . T (1.18)
Ap dung cong thitc trén thi mat do tuong tng ciia cong thite (1.26) la:
1 1
C(“la"'yunv"'qu7p) = 1 exp(—igT(p_l—I)> (119)
ke

trong d6 ¢, = @ (u,).

Chiing ta xét viéc tinh toan dén mat do c¢6 diéu kién. Gia sit ta ky hiéu mot vécto
U = [UL,UIT cta bién ngdu nhien déu. Xét dang phan hoach, chiing ta co:

p= |:p11 /012:| . (120)
P22

Chiing ta ciing chitng t6 ring mat do c6 diéu kién ctia U, cho gia tri ctia U; 1a

1 1 _ _
c(U2|Us; p) = T 11 eXP (— §<<[p22 — Plapii pr2) T — I><> (1.21)
[p_22 — pisp1y pr2|?

v6i p = 7 HUy) — php '@ 1(Uy). St dung cong thic nay va néu phan phdi bien
duyén dudc chi ré, chiing ta c6 thé bidu dién diém hoi quy phan vi hoiic tinh toan gia
tri khac nhu 1a gia tri ky vong.

Dinh nghia 1.3.3. (Copula student nhiéu chiéu-MVT) Cho p 1a ma tran doi xing,
xac dinh duong v6i dudng chéo chinh digp = 1 vA ham tiéu chuan ctia phan phdi
student nhiéu chiéu T,, v6i bac tu do v va ma tran tuong quan p. Khi dé copula
student nhiéu chiéu duge dinh nghia la:

Cuy oy Uy oy un; py V) = Ty (0, (1), ooy 6, (W), o £ (un)) (1.22)
v6i nghich déo ¢! 1a phan phoi student mot chiéu. Ham mat do tuong ting sé la:
ol IS

Uty ooy U,y s un; p) = |p| 72 - (1.23)
T T L 0+ )

VOl 6, =t (uy).



1.3.3 Copula Archimedean
Chiing ta dinh nghia copula Archimedean (Genest v Mackay [1986]) nhu sau:

gpfl(go(ul) + .+ o(uy) + ..+ gO(uN)) néu 25:1 o(u,) < ¢(0)

0 (ngugc lai)

(1.24)
v6i p(u) 1a ham C% (1) = 0,¢'(u) < 0 va ¢"(u) > 0 véi moi 0 < u < 1. ¢(u) goi la
ham sinh cta copula. Cac copula Archimedean déng vai tro quan trong, béi vi ching
doi héi mot vai tinh chat (C 1a doi xiing, két hop,...). Tuy nhién copula Archimedean
tinh toan don gian.

Vi du 1.3.2. Xét do do sy tuong thich 7 cua Kendall duge cho béi:

B L)
r_1+4/0 g0/(u>d . (1.25)

Ching ta c6 két qua trong bang copula Archimedean hai chiéu la:

copula o(u) C(uy, us)

Cc+ —Inu U U

Gumbel (—Inwu)® exp < — (ag + ag) é)
Joe (=In1—(1—w)) | 1— (a¢+ag — agag)®
Kimeldorf-Sampson | u=* — 1 (4" 4 " — 1)7é

Gid st w(u) = exp ( — ¢(u)), ching ta chi § ring phuong trinh (1.39) duge viét
duéi dang:

W(C(u, .ty uy)) = [ ] 0(un). (1.26)

Ap dung ¢ cho ci hai phan phéi dong thoi vd phan phéi bien duyeén, cac phan phéi
trd nén doc lap. Ching ta ciing chii ¥ ring cac copula Archimedean thi lién quan dén
st tao thanh ctia nhiéu phan phdi nhiéu chiéu. Gid st v 1a mot vécto chita tham s6
tao thanh bdi mot ham phan phdi dong thoi I' véi phan phdi bién duyen T', va H
13 phan phdi nhiéu chiéu. Ching ta ky hiéu Fi,..., Fy N-phan phdi mot chiéu, ta
chitng t0 réing:

F(21s s 20) :/---/H(Hyl(xl),...,ﬂgn(xn),...,H;QN@N) A0V, s s )

(1.27)
1a mot phan phoi nhiéu chiéu vdi bien duyén Fi, ..., Fy, ching ta co6:

Hp(x,) = exp ( - Wl(Fn(fEn))) (1.28)

10



v6i phép bién déi Laplace 9, ctia phan phdi bien duyén I',,. Cho 1 1a phép bién ddi
Laplace clia phan phdi dong thoi I', biéu thic (1.42) duge viét mot dang khac:

F(21, ooy Ty ooy ) = 0 (07 (F1(21))s oo o, (Fr(@n)), o Uy (Fiv(zn))). (1.29)

Néu cac bién duyén I',, 1a nhu nhau, I' 1a can dudi Fréchet va H 13 tich cac copula.
Ta chi ¥ rang:

F(1, ey Ty ooy y) = V(0 (Fi(21)) 4o A0 (Fo(20) 4. 407 (Fy(zy))). (1.30)

Anh xa Laplace nghich ddo 1! 13 mot ham sinh cho cac copula Archimedean.

1.3.4 Gia tri cuc tri cac copula

Mot gia tri cyuc tri ctia copula C' tai (uy, ..., Uy, ..., uy) thoa méan hé thitc sau day:
C(ul,..,ul, ... ,uly) = CHug, .oy tp, .oy uy) VE > 0. (1.31)

n

Vi du 1.3.3. Xét copula Gumbel 1a mot gia tri cuc tri copula, that vay:
1
C(uh, ug) = exp (= [(~Inuf)* + (~Inub)] )
= exp ( — (t*[(=Inu})* + (- lnug)a])a>
t

- [exp ( — [(=Inu)* + (_IBUQ)Qﬁ)}
= C"(uy, uy).

11



Chuong 2

Cac két luan théng ké vé copula

2.1 Ky thuat mo6 phong

Mo phéng déng mot vai trd rat quan trong trong nhitng két luan vé thong ke. Dic
biét chiing gitip cho viéc nghién citu cac tinh chat vé cong thic uéc lugng. Cho vi du
sau, gia st ta tao thanh mot phan phdi 5-chiéu véi mot copula MVT, hai phan phoi
bién duyén suy rong-pareto va ba phan phdi bién duyén suy rong-beta. Ta phai thuc
hién mo phéng khai niem dang phan phdi.

Mo phong céc bién ngdu nhién véi phan phdi déu cho copula C c¢6 thé duge thuc
hien véi thuat toan tong quat:

1. Tao thanh N bién ngdu nhién v6i phan phéi déu doc 1ap (vy, ..., vp, ..., UN);

2. Tao thanh N bién ngdu nhién dé quy:

u, =C ! (vn) (2.1)

(ul’“-»unfl)

un,1)<un) = P{Un S un|(U17 ) Un71> = (ub "7un71)}

B 8&_171“.7%_1)C(u1,...,un,1,...,1) 2.2)
B g C(uy, ..., tn_1,1,...,1) '

'U«lw-vun—l)

7777

Y tudng chinh clia thuat todn nay 13 mo phéng mdi u, bdi phan phdi diéu kien cia
n6. Trong truong hgp 2-chiéu, he thite (2.1) tré thanh

Uy = U1

aulc(ulau2) = Vg

boi vi d,,C(uy,1) = 1. Tuy nhién, ching ta cha § ring bién ngdu nhien sinh ra can
mot phuong phap gidi nghiem. Cho 16p cac copula, ton tai thuat todn dic trung manh.
Day 1a truong hop cia Kimeldorf-Sampson, Gumbel, Marshall-Olkin,..., vi tong quéat
nhat 13 truong hop ciia copula Archimedean, ching ta co:

On-1)(p(u1) + ... +@(un))
Pm-1)(p(ur) + ... + @(up — 1))

Clanrinny (1) = (2.3)

12



voi
an —1

(2.4)

Cho copula MVN hoic copula MVT, bién ngau nhién phan phdi déu thu dugc tir su
tao thanh cac s6 ngau nhién tuong tng phan phdi MVN hoac MVT.

Chu y 2.1.1. Dé thu dugc cac s6 ngiu nhién néu phan phdi bien duyen khong la
phan phdi déu, ching ta st dung 16p cac phuong phap nghich dao.

2.2 Uéc luong khong tham sb.

2.2.1 Copula thuc nghiém.

Cho x = {(2¢, ..., 2 )}, dugc ky hie¢u 1a mot mau. Phan phdi copula thue nghiem
duge cho béi (Deheuvel [1979]):

o .t 1 <&

A 1 n N

C(T’ e T T) = T Z 1 [zﬁgwgtl) ..... ot <gln) x’ﬁvémg\f}m} (2.5>
t=1

6 day xnt) 13 thong ke thit ty va 1 < tq,...,ty <T. Tan s copula thuc nghlem tuong

tng dé c( TR S %N) = % néu (xgt ), ...,x(tN)) thuoc vé y hodc 0 néu trai lai. He

thic gitta phan phdi copula thiyc nghiem va tan so la:

(Gof )2 i g en

i1=1 in=1

va
/ ¢ t 2 2
~ 1 n N e dg
c(_,...,_,...,_) =3 Y (i
T T T ii=1  in=1

t—i 41 b—in 41 iy —in+1
0( ) 9.7
T T T (27)

Stt dung hé thic p = 2sin(Fo) giita hai tham sb tuong quan ciia copula gauss va
Spearman, chiing ta két luan udc lugng ma tran tuong quan clia tai san cho copula
gauss (Bang 2.1). Néu ching ta so sanh n6 vé6i tuong quan cho trong Bang 1.1, chiing
ta thay ring né déong nhung khac nhau.

2.2.2 Phép dong nhit cia copula Archimedean

Chiing ta sé phat trién phuong phap thuc nghiem dé dong nhat héa copula trong
truong hop Archimedean. Gia st X 1a mot vécto véi N bién nglu nhién, copula C
lien két v6i ham sinh ¢ va ham K dinh nghia bdi (Genest va Rivest [1993]):

K(u) = P{C(U,,...,Ux) < u} (2.8)

13



Al Alll5 Cu Ni  Pb

Al | 1.00 0.87 0.52 041 0.36
Al-15 1.00 045 0.36 0.32
Cu 1.00 0.43 0.39
Ni 1.00 0.34
Pb 1.00

Bang 2.1: Ma tran tuong quan p cta dit lieu LME

ta ching t6 dudc rang:

N
B ngpn(u)
K(u) = u—l—;(—l) R (2.9)
VOi 20, (u) = 8713?07(2()“) va s(u) = - Trong trudng hop hai chieu, cong thite nay
duge rit gon:
K(u) =u— plu)

Mot uée lugng khong tham sb clia K dugce cho bdi:

T
A 1
K(u) = T Z L, <] (2.10)
t=1
véi
1 T
Vi=pr D Aptcatat <ot ] (2.11)

Y tudng 1a tu K thich hop chon duge mot tham s6 copula trong ho copula Archimedean.

2.3 UéGc luong tham sb

2.3.1 Uéc lugng hgp 1y cuc dai (Maximum likelihood estima-
tion: ML)

Cho tham s6 0 1a K x 1 vécto dé udc lugng tham s6 va © 1a khong gian tham s6.
Uéc luong hop 1y cho quan sat t 1a ham mat do xac suat cho quan sat t, coi nhu la
mot ham cia 6, ky hieu L;(6). Gia sit 1;(0) 1a ham log-hgp 1y (log - likelihood) cta
L(f). Cho T quan sat, ching ta co:

1(0) = > 1(0) (2.12)



la ham log-hgp 1y. Va éML 1a goi u6c lugng hop 1y cuc dai (Maximum likelihood
estimation: ML) néu:

1(0h1) > 1(0) VO €O, (2.13)

Chiing ta ¢6 thé ching t6 ring 6,7, ¢6 tinh chat tiem can chudn tic va ching ta co:
VT (Orrr — 00) — N(0,T " (6)) (2.14)

UCLT(QA]\/[L) = (— HéML)_l (215)

hoac nghich dao ciua uéc lugng OPG

Uar(é]w[/) = (JT

—1
91\1L JGAIL)

(2.16)

u6e lugng khac goi 1a ude lugng White (hoac " sandwich") duge dinh nghia bai:
UaT(QML) = ( - HéA1L> ' (Jg;\/[LJGAIL) ( - HénlL)_l' (2'17)

Biéu thitc ham log-hop 1y tré thanh

Zlnc Fi(z}), .., Fu(2l), ..., Fn(zY)) —I—ZZlnfn (2.18)

t=1 n=1

Néu chiing ta gid thiét cac phan phéi bién duyén la phan phdi déu, ta co:

T
:Zlnc(ui,...,u;,...,uf\,). (2.19)
t=1

Trong truong hgp copula gauss, ta co:

T e
10) = =5 lol = 5> (07! = Da (2.20)
=1
Vol ¢ = (71 (uh), ..., o7 (ul),. .., & (uly)) va udc lugng ML clia p ciing vay
|
s T
pur == ;ct . (2.21)

Cho copula gauss khéac, uéc lugng tham sé copula khac cé thé doi héi su téi vu héa
cho ham log-hgp 1y. Trudong hgp nay copula student la:

T
=Y e(Fi(at501), o Fa(@h; 0), oy Fy (@i On); 0 +ZZlnfn

t=1 n=1

(2.22)
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v6i 0 = (01,...,0x,a). Chiing ta ciing c6 thé thire hién wée lugng clia phan phdi bien
duyén mot chiéu trong buée thit nhét

T
0, = argmax Z In f,(x";0,) (2.23)
t=1
va uéc lugng a trong buée thit hai duge cho béi uée lugng trude
T
& = argmax Zlnc(Fl(:ctl; 01), ..., Fo(2l;0,), ..., Fn(2y; On); ). (2.24)

t=1

Phuong phéap 2 - buéc nay duge goi 1a phuong phéap ham suy luan cho phan phdi bién
duyén hodc phuong phap IFM, néi chung ching ta cé:

OzmrL # Orru. (2.25)
Ta thiy ring "phuong phap IFM la phuong phap hieu qua nhat dé so sanh véi phuong
phap ML". Sit dung mot ¥ tudng gan phuong phap IFM, ching ta chii ¥ rang vécto

tham s6 « cta copula c6 thé khong phai chi r6 uéc lugng phan phdi bien duyen.
Phuong phap bao gdm bién ddi dit lieu (2}, ..., X%) vho bién nglu nhién véi phan

phdi déu (4!, ..., dal) vA uée luong tham s6 bang cdch sau:
T
& = argmaa:Zlnc(ﬂtl,...,ﬁ%,...,ﬁﬁv;a). (2.26)

t=1

Trong trudng hop ndy, & c6 thé duge coi nhu dang ude lugng ML cho phan phdi
bien duyén duge quan sat( khong phai gid thiét trén dang tham sé cia phan phoi
bién duyen). Bdi vi n6 1a co sG trong phan phdi thyc nghiem, ching ta goi né Ia
phuong phép hop 1y cuc dai chinh tic hoic CML. Chang ta thyc hién mot bai tap
Monte Carlo dé nghién citu tinh chit cfia ba phuong phap (cdc gid tri tham s6 l1a
A=2, v=15, p=0.5), ching ta ¢c6 mo ta phan phdi cta udc lugng pprr, Prem
v poarr cho cdc ¢ mau khac T = 100, T' = 500,7 = 1000, va T" = 2500. Ching ta
chi ¥ ring mat do clia ba udc lugng 1a rat gan.

Chi § 2.3.1. Dé udc luong tham s p clia copula gauss véi phuong phap CML, chi
¥ rang cach tiép can nay tuong duong tinh toan sy tuong quan Spearman va dudc st
dung hé thic:

p= 23in<%g> (2.27)

chiing ta thyc hién nhu sau:
1. Bién doéi dit lieu gbc vao dit lieu gauss:

(a) Ubc lugng cac ham phan phéi thyce nghiém, st dung théng ké thit t.

(b) Cac gia tri gauss tao thanh khi thic hien nghich d4o ctia phan phdi chuan tit
ham phan phdi thyc nghiém.
2. Tinh toan su tuong quan ctia bién déi dit lieu.
Ching ta st dung lai vi du thi truong trao doi kim loai London: LME. Uéc luong ma
tran tuong quan véi phuong phap CML duge cho béi Bang 2.2.
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Al Alll5 Cu Ni  Pb
Al | 1.00 0.85 049 0.39 0.35

Al-15 1.00 0.43 0.35 0.32
Cu 1.00 0.41 0.36
Ni 1.00 0.33
Pb 1.00

Bang 2.2: Ma tran tuong quan pcjsr cua copula gaussian cho dit lisu LME

2.3.2 Phuong phap moment

Ching ta xét moment thuc nghiém h;(6) phu thudc trén K x 1 vécto tham s6 6.
T 1a s6 lan quan sat va m la s6 diéu kieén hodic moment. Xét vécto hang h(6) ma cac
phan t hy1(0), ..., him(0) va H(0) 1a ma tran 7' X m v6i phan t hy;(0). Gid st g(0)
13 mot vécto m x 1 cho béi:

9:(0) = % > hea(6). (2.28)

Téng quat héa phuong phap moment GMM (Generalized Method of Moment), ham
tieu chuan Q(#) dinh nghia bdi:

Q(0) = g(0)"W'g(0) (2.29)

vi W 1a mot ma tran m x m d6i xing, xac dinh duong. Udc lugng GMM éGMM
tuong ing la: R
Ocnv = argmin Q(0). (2.30)
0co
Gibng nhu ude luong ML, ta ¢6 thé thiy ring fgar ¢6 tinh chat ciia chuan téc tiem
can va ching ta c6:

Trong truong hop t6i wu trong s6 (W la ma tran covariance ® clia H(6) ) ching ta
co: ] .
var (éGM]W> = f [DT(i)ilD:| (232)

véi D 1a ma tran Jacobian c¢Ap m x K cua g(6) da tinh toan cho udc lugng Ocnrnr

17



Chuong 3

Ij’ng dung copula trong do lucdng
rui ro tai chinh

Mot trong nhitng tng dung c6 hiéu luc manh nhét ctia copula la lien quan dén
"Phép do luong rii ro". Chiing ta xét ba bai toan: ton that tong hop va phan tich
gid tri rii ro, gia tri cuc tri nhiéu chiéu va rii ro thi truong, tan sé tuwong quan va
tinh toan gia tri rui ro.

3.1 Tén that tong hop va phan tich gii tri rii ro

Trong phan nay, ching ta st dung copula nhu 1a tap hop cic phan phdi ton that
va tinh todn gié tri rii ro (Value-at-Risk: VaR)

3.1.1 Truong hgp rdi rac

Xét mo hinh rii o ¢4 thé, ma thuong duge sit dung trong bao hiém, Wang [1999]
va Marceau, Cossette, Gaillardetz va Rioux [1999]. Gid st X,, va X 1a n'* rti ro va
tap hop ton that. X, dudc dinh nghia nhu sau:

A, néuB,=1
X, = e (3.1)
0 néeu B, =0

§ day B, 1a mot bién nglu nhién Bernoulli véi tham s6 p,, (n6 phu thuoc vao phan
phoi dong thoi clia bién ngdu nhien B,). Gia sit F tuong ing 1a ham phan phdi tich
lily. Ching ta cé:

F(Gl,...,(f]v) = C’(Bpl(el),...,BpN(eN)). (32)
Khi d6 ham sinh moment (mgf: moment generating function) cia (X7, ..., Xy) la:
N
My xp) (b, ty) = Z cler, ..., en) H[MAn ()] (3.3)
e1,....,en€{0,1} n=1



6 day My, (t) = Elet""] duge biéu dién 14 ham sinh moment ctia bién ngiu nhién
A,. Phan phéi G ciia X = > X, thu duge bdi nghich ddo M x, . x,)(t,...,t) (bdi
Vi M(x,,.xy)(t,...,t)) 1a hAm sinh moment cla tong trén.

77777

3.1.2 Truong hop lién tuc
a, Cac copula don gian cho sé chiéu 16n

Dinh 1y 3.1.1. Trong trudng hop ciia copula student, ma tran p cé thé duge sit dung
ude lugng bdi thuat toan sau:

1. Cho pg 1a uéc lugng ML ctia ma tran p cho coupla gauss;

2. Ppm1 thu duge tit phuong trinh sau:

T
R 1 1/+N) ctTgt
= Z : 3.4
Prmt1 T( v t11+ Ll pter’ (34)

3. Lap lai budc thit hai cho dén khi hoi tu prmi1 = pm(:= Poo);
4. Uédc lugng CML (hogc IFM) clia ma tran p cho copula student 1& poarr, = Poo-

Chiing ta nhd lai ring copula student cho bdi biéu thitc (1.33), n6 trd thanh ham

log-hgp 1y:
)
Zm( —). (3.5)

1(0) = T(lnF<V+N) -1(3)) - NT(F(V; 1) —1(

NN
~—

Mq

T () Enle ) (2

Ham log-hgp Iy tap trung la:

ole) T VA Ny o i
Op~1 __5/)_( );1+ LT -1 (3.6)

t

v §,0§

N6 ciing trd thanh u6c lugng ML néu théa man phuong trinh ma tran phi tuyén sau:

T

R 1/ v+ N §tT§t

PML = —( ) — . (37)
T\ v ; 1+ 2l st

b, Minh hoa dau tién véi phan phédi bién duyén gauss

Chiung ta nhé lai ring ma tran tuong quan véi ude lugng phuong phap CML cho
copula gauss duge xac dinh bdi Bang 3.1. Trong truong hop copula student, cac wée
lugng 1a khéc nhau (ta thiy ¢ Béng 3.2). Ching ta tinh toan von dau tu cho céc
phuong an dau tu khac nhau. Trong nhitng bang sau, ching ta chitng t6 hgp thanh
clia cac danh muc dau tu - mot s6 am tuong tng véi mot vi tri ngan.
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Al Al-l5 Cu Ni Pb
Al | 1.000 0.850 0.492 0.386 0.354

Al-15 1.000 0.429 0.346 0.316
Cu 1.000 0.409 0.359
Ni 1.000 0.333
Pb 1.000

Bang 3.1: Ma tran tuong quan pcyr, cia copula gauss cho dit lieu LME

| Al Al15 Cu Ni Pb
AT 1 1 11
Pl-1 -1 -1 -1 -1
Psj2 1 -3 4 5

v=11Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.820 0.326 0.254 0.189

Al-15 1.000 0.271 0.223 0.164
Cu 1.000 0.267 0.219
Ni 1.000 0.195
Pb 1.000

v=2|Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.875 0.429 0.351 0.282

Al-15 1.000 0.371 0.314 0.253
Cu 1.000 0.364 0.302
Ni 1.000 0.278
Pb 1.000

v=3| Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.888 0.466 0.387 0.321

Al-15 1.000 0.410 0.349 0.291
Cu 1.000 0.399 0.336
Ni 1.000 0.312
Pb 1.000

v=2>51 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.893 0.493 0.410 0.350

Al-15 1.000 0.437 0.373 0.320
Cu 1.000 0.423 0.362
Ni 1.000 0.337
Pb 1.000

20



v=25| Al Al-15 Cu Ni Pb

Al 1.000 0.878 0.503 0.408 0.364
Al-15 1.000 0.446 0.370 0.331
Cu 1.000 0.425 0.371
Ni 1.000 0.345
Pb 1.000
v =100 | Al Al-15 Cu Ni Pb

Al 1.000 0.861 0.496 0.394 0.358
Al-15 1.000 0.436 0.354 0.322
Cu 1.000 0.415 0.363
Ni 1.000 0.337
Pb 1.000

Béang 3.2: Ma tran tuong quan pcyr, cua copula student cho dit lieu LME

Ching ta tinh toan VaR bdi gia thiét phan phdi bién duyén 1a phan phdi gauss
nhung v6i cdc ham copula khac nhau. Két qua 1a tom tdt Bang 3.3 va 3.4. Ching
ta chi § ring vén kinh té v6i mic tin cay 99.9% thi copula gauss thap hon copula
student. Diéu d6 chitng té rang ciu tric phu thugce-hodc ham copula-c6 dnh hudng
16n trong tinh toan VaR.

[ 90%  95%  99%  99.5% 99.9%
Py [ 7265 9.297 13.15 1459 17.54
P, | 7.263 9.309 13.17 1459 17.65
Py | 1392 17.92 2524 27.98 33.40

Bang 3.3: Do luong von kinh té v6i copula gauss

¢, Minh hoa thi hai v6i phan phdi bién duyén phan duéi du

Chiing ta xét truong hop ctia phan phéi bien duyén phan duoi du, thiye té xdy
ra nhiéu trong tai chinh. Ching ta gid thiét ring ciu trac phu thuoc duge xac dinh
mot copula student véi 2-bac ty do. Trong phan trudc, phan phoi bién duyén clia tiéu
chuan 1gi suét tai sin véi la gauss. Ching ta c6 thé gia st ring phan phéi ciia tieu
chuan loi sudt cho mot tai san 1a student v6i v - bac tu do - cac phan phdi con lai
khac 1a gauss. Vi tai sdn ctia Al, ta thu duge géc phan tu bén trai. Géc phan tu &
gitta vd bén phdi tuong tng 1a tai san clia Cu va Pb. Chung ta ciing cht y phan duoi
du ¢6 tac dung 16n trén VaR cho gia tri cia mtc tin cdy cao.

Trong thitc té phan phdi bien duyen duge diing dé mo ta loi sudt ctia cic tai san.
Chung ta xét vi du phan phdi hyperbolic n6i chung. Him mat do tuong ing duge xéac
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v=1]90% 9% 99% 99.5% 99.9%
Py 5.696 7.9.77 13.22 1546 20.16
P, 5709 7.980 13.19 15.46 20.15
P 13.43 19.34  34.32 40.65 55.12

v=2190% 9% 9% 99.5% 99.9%
Py 6.476 8.751 13.79 15.90 20.26
Py 6.470 8753 13.70 15.77 20.12
Py 13.20 18.27 30.53 36.00 49.47

v=319% 9% 99% 99.5% 99.9%
P 6.834 9.077 13.85 15.73 20.31
Py 6.812 9.082 13.84 15.83 20.15
Ps 13.18 17.86 28.69 33.56 45.01

v=>5190% 9% 99%  99.5% 99.9%
P 7.081 9.283 13.88 15.68 19.58
Py 7.109 9.351 13.94 15.72 19.57
Py 13.31 17.63 27.18 31.18 41.78

v=25]90% 95% 99% 99.5% 99.9%

P 7318 9453 13.56 15.10 18.18
Py 7308 9.401 13.37 1494 18.41
Ps 13.64 17.60 25.38 28.36 34.90

v =100 ‘ 90% 95%  99%  99.5% 99.9%

P 7.293 9.387 13.27 14.79 17.56
Py 7.297 9.427 13.42 14.78 17.56
Ps 13.85 17.81 25.32 28.11 34.07

Béang 3.4: Do luong von kinh té véi copula student

dinh:

flz) =a(\ a,p, 5)(52 +(z— u)g)i(m_n

x Ky (aV/0 + (w = ) exp (B(z — ) (3.8)

¢ day K dugc ky hiéu ham Bessel va:

(QQ i 62)%)\
2rar 26K (64/a2 — ?) .

M6 hinh hyperbolic dugc ing dung vao quan 1y thi truong rai ro. Hon nita ta chi
xét truong hgp mot chiéu. Phan phdi cia hyperbolic tong quéat nhiéu chiéu c6 dang

a(\, «, 8,0) = (3.9)
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Sau:

(2A—N)

f(@) = AN, 0, 8.6,0) (5 + (x — )" p Mo — ) *
X K/\—% <O‘\/52 + (= p)Tp~Hx — ,u)) exp (BT(x - u)) (3.10)

6 day

(3.11)

Tuy nhién, phan phdi ndy dan t6i vin dé tinh toan phiic tap cho udc lugng va cac
budc 1ap lai, ta khong nén diing cai nay. Néu ching ta xay dyng mot phan phoi nhiéu
chiéu v6i phan phdi hyperbolic mot chiéu va mot copula. Véi copula gauss, ham mat
do la:

f(z) = \pl\ (A, 3,0, p [H _Mn)2)i(2>\n—l)]
[HKA (/B (o — )] e (57— 1) = 367 (p™" ~T)s) (312
G day
N o — B2)3M
AN a,B,0,p) = . ~ [ (00 = Pu) (3.13)

(27)% ) o RO K, (57“/@3 - @%)

vac=(s1,...,sn)7, ¢n = ®7(F,(x )) va F), phan ph6i GH mot chiéu. Ta thiy ring
phan phdi nay ¢6 3(N — 1) tham s6 dé so sanh v6i phan phdi hyperbolic nhiéu chiéu
tong quat.

3.2 Gia tri cuc tri nhiéu chiéu va rui ro thi trudng

3.2.1 Ly thuyét gia tri cuc tri
a, Trudong hop mot chiéu

Dau tién ta xét m bién ngdu nhién doc lap Xi,..., X4,...,X,, vii cing ham
xé4c sudt F. Phan phéi cuc tri x} = ( A Xk> duge xéc dinh bdi dinh 1§ Fisher -
Tippet.
Dinh 1y 3.2.1. Néu cac ton tai hing sd a,,, b, vd mot phan phoi gici han khong suy
bién G sao cho:
. X+ - bm
lim P{m— < :1:} =G(z), Ve e R (3.14)

m—o00 Ay,



thi G 1a mot trong nhitng phan phdi sau day:

) B ) — 0 <0 o) — 0
(Fréchet) G(z) = To(x) {exp( @) >0 g9(z) {

(Weibull) G(z) = U, (z) = {ixp(—(—ﬂﬁ)a) i i 8 o) = {a(—x)a‘ exp(—(—xz)%)

(Gumbel) G(z) = A(z) = exp(—e™®) x€R g(x) =exp(—z —e™ ")

Trong truong hgp nay ching ta néi F thuoc vé mién cyc dai hap dan (maximum
domain of attraction :MDA) ctia G — F € MDA(G).

He thitc (3.14) ¢6 thé duge viét dudi dang sau:
F™(amx + by) — G(x). (3.15)
Ching ta cht § rang néu ta chi 16 {a,,} va {b,} sao cho:

lim m[l — F(apnx + by,)] = —InG(x) (3.16)

m—ro0

thi F € MDA(G).
b, Trudng hop nhiéu chiéu
Truong hgp nhiéu chiéu, chiing ta quan tam dén mo ta phan phdi clia cue tri x;h:

X;i_n = (XIm? e ,X;:m, e 7XE,m) = ( /\ Xl,k’v ceey /\ ka, ceey /\ XN,k)- (317)
k=1 k=1 k=1

Giéng nhu truong hgp mot chiéu, giéi han ctia cuc tri chuan :

+ + +
Xim — b1, Xovm — bn, Xnm — N,
{ Lm mth,,w’""m—’mgxm...,Mng}:G(x),

a1,m Qn,m AN m

V(z1,. . Zn,...,oy) € RN, (3.18)

lim P

m—0o0

Dinh 1y 3.2.2. L6p cac phan phéi cyc tri nhidu chiéu 1a 16p cdc ham phan phéi
max-on dinh v6i phan phéi bién duyén khong suy bién.

Dinh ly 3.2.3. Ldp cic phan phdi gia tri cuc tri nhiéu chiéu 1a 16p cac copula cuyc
tri véi phan phdi bién duyén khong suy bién.
Ching ta nhé lai rang, copula cyc tri théa méan:
Cut, ... ul ... uly) = Cug, ... U, ..., uy),Vt > 0. (3.19)

n

Gia st C'1a mot cie tri copula véi phan phdi bien duyén 1 phan phdi cure tri mot chiéu.
Truong hop nay, F(x1,..., T, ..., 2n) = C(Fi(x1)...., Fo(zn), ..., Fy(zy)) 12 mot
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phan ph6i MEV. Tit Iy thuyét cie tri mot chidu, C*(Fy(zy). ..., Fu(z,), ..., Fy(zy))
va C(FF(x1)...., F¥x,),. .., F&(zy)) phai c6 phan phéi gidi han giéng nhau cho méi
s6 nguyéen k. Chung ta c6:

Cub, ... uf, uk) = CFuy, .., ... un), Yk € N.

Dé thu dugc phép biéu dién Pickands ctia phan phdi MEV, ching ta gia st D 13 mot

phan phdi nhiéu chiéu vdi s6 mii don vi vd mot copula cyc tri C. Ta st dung hé thic
sau:

Cury oy, yuy) =Cle™™ o e L e Y)
= D(Uy,...,Up,...,UN) (3.20)
ching ta co
D' (@) = D(t1) (3.21)

va D 13 mot phan phdi mii nhiédu chidu min-6n dinh MSMVE (min-stable multivariate
exponential: MSMVE)

Dinh 1y 3.2.4. (Biéu dién Pickands ctia phan phdi MSMVE) Cho D(@) 14 ham song
s6t v6i phan phdi bien duyén 13 phan phéi mii, D thoa méan:

—In D(ta) = —tln D(a), Yt >0 (3.22)
néu va chi néu bidu dién ctia D la:
D) = [ - [ o (g, (), 20 (3.23)

¢ d6 S 1a do do hitu han trén S,. (Joe [1997])
Thong thudng bicu dién Pickands mot ham phu thude B(w) duge xac dinh béi:

D(ﬁ):exp[— (iﬂn>3(w1,...,wn,...,w1\7) (3.24)

n=1

Blw) = / [ ma (a,)a8(0) (3.25)

- 1<n<N
VO Wy, = @in/ S, @iy B 1a ham 13i va
max (Wy, ..., Wn,...,wx) < Blwy, ..., wy,...,wy) < 1. (3.26)
Ta can thiét kiém tra né 1a mot copula
ct<C=<cCt. (3.27)

Gia st F 13 ham phan phéi c6 N-bién ngiu nhién v6i phan phéi bien duyén Fi, ..., Fx
va lién két v6i mot copula C. Chiing ta gid dinh rdng ton tai giéi han phan phoi va
F ciing thudc vé mién ciyc dai hap dan clia mot phan phéi G. Copula sé gitp ching
ta gidi quyét bai toan mo ta phan phdi G. Ching ta sé ki hieu phan phoi bien duyén
Gy,...,Gy cia G va C, tuong tng la moét copula.
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Dinh 1y 3.2.5. F € MDA(G) néu va chi néu
1. F, € MDA(G,),Yn=1,..., N,
2.C € MDA(C,).

DPinh ly 3.2.6. C € MDA(C,) néu va chi néu:
1—C((1 =)™, ... (1 =), ... (1 — )~
lim (( ) (1 =) (1= ):B(wl,...,wn,...,wN).
m—00 u
(3.28)

Dinh 1y nay rat quan trong, béi vi phan phéi MEV chi ra cdc ham phu thuoc.

¢, Trudng hop hai chiéu
Trong truong hgp hai chiéu, 1y thuyét cyc tri thi dé dang tinh toan bdi vi tinh 16i
va tinh chit (3.25) trd nén can thiét va la diéu kien du cho (3.23). Ching ta co:
C(uy,ug) = D(y, Uz)
[ ~ ~ Uy Us
=exp | — (U +u B(~ —, = ~>}

p_ (1 2) Ul + Uz Uy + Uo

In uq In us ﬂ

In(uyug)’ In(uquz)

= exp -ln(u1u2)B<

i In Uy
— exp |1 A 3.29
oxp | n(ujus) (i tay) (3.29)
v6i A(w) = B(w,1—w), tuy nhién A 1a16i v6i A(0) = A(1) = 1 va thit lai max(w, 1 —
w) < A(w) < 1.

Chiing ta xét copula Gumbel dinh nghia ¢ phan trudce, ching ta ¢6 —In D(u) =
(ay +uy)e, B(wy,wy) = af+u3)2 /(U +is) = (w+wy)? va A(w) = [w*+(1-w)=].
Dé chi ra cyec tri copula, ta stt dung phu thuoe do do A(w) don gian:

T = 4/(1 —w)dIn A(w)

1
0=12 /Imdw - 3. (3.30)

Khi cac cue tri doc 1ap, ching ta c¢6 A(w) = 1, (a = 1 cho copula Gumbel), va 7 = o =
0. Truong hop phu thudoe day da tuong tng A(w) = max(w,1 —w) dan dén copula

Fréchet trén hay C(uy,ug) = exp | In(ujug) max 1nl(1;?;2)’1n1(2?32)>} = min(uy, ug).

Phuong trinh (3.28) duge st dung dé kiém tra doc 1ap cia cyce tri. Vi du chiing ta xét
copula Kimeldorf - Sampson C(uy,us) = (u;7® 4+ u;® — 1)~a véi o > 0, chiing ta ¢6
1
1-C ((1—u),(1-u)1 )

a
u

1- ((17u)—a“’+(1—u)—ﬂ<1—w> 71) -

~ lim 1-(ItoutO(u) & _
u—0 u

lim
u—0

ling) %(“)1. A(u) sé dan dén 1, vi copula Kimeldorf - Sampson thuoc vé mién C*
u—

= lim
u—0
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3.2.2 Cac phuong phap uéc lugng
a, Phép xap xi khong tham sé
an1+an
§ day phan phdi dong thoi ctia U; va U, xdc dinh bdi cuce tri copula C, (ul,ug)
exp |:1H('U,1UQ)A( ny )} .B6ivi A(0) = A(1) = 1, n6 trd thanh A(w) = expf % dz

In(uiu2)

Xét mot phan phdi Z = —2UL_ thoa min F(z) = 2z + (1 — 2) A7 (2)0,A(2),

hoac A(w) = exp f F(Z —= dz. Chung ta ciing thu dudc hai uwdc lugng khong tham s6

cia A(w) bdi phan phéi thuc nghiem F trong phan phéi 1y thuyét F. St dung he
thite (3.28), xét cac udc lugng khac dya trén co sé mau cla bién ban dau (X, X»),
khong trén mau clia bién cyc dai (X5, X5).

b, Phép xap xi tham sé

Trong cic dang todn cyc dai theo titng diém, phan phdi G duge ing dung béi
phuong phap ML

G(XT,- X XR) = C(Gi(XT), -+, Ga(X), - G (XE)) (3.31)

§ day C, 1a mot copula cyc tri va G,, 1a GEV phan phéi GEV(u, 0, &) xac dinh bdi:

G(:z:):exp{— [1+§(”3;’“‘)]§} (3.32)

xéc dinh tren gida A = {z : 1 + £(*=£)}. Ba kiéu phan phéi mot chiéu khong tham
s6 1a t6 hgp cac ho gia tri cuc tri tong quat va ching ta c6 tuong ing £ = a~! > 0,
£ = —a! <0vdh & — 0 cho cac phan phéi lien quan Fréchet, Weibull, Gumbel.
Phuong phap IFM hodc CML c6 thé duge st dung ude lugng tham s6 (3.28) dé rit
gon thoi gian tinh toan. Trong trudong hop nay, hop 1y - log clia bién duyén mot chiéu
la:

10:0) = o — (S (14 g (M) - i g(M 0] e

Mot diém rat quan trong lien quan dén gia tri ban dau ctia uée luong copula. Ta thu
duge bdi nghich dao sy phu thudc tiém can dudi trén hodc su tuong thich do do nhu
7 cua Kendall.

3.3 Tan so tuong quan va tinh toan rui ro
Phuong phéap luan dé tinh toan rai ro xac dinh trong dit kien sau:

e Gid sit ¢ 1a bién ngAu nhién mo ta tén that. Ching ta ciing dinh nghia ¢*(¢) Ia
qué trinh ngdu nhién ctia ¢ cho méi tinh toan riiro k (k=1,... K)
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e MGdi riii ro, chiing ta gid thiét s6 cac bién c¢6 tai thoi gian ¢ 13 mot bién ngau
nhién Ny (t)

e Qua trinh tdn thit o(t) duge dinh nghia nhu sau:

2

k(t

=> Z ). (3.34)

k=1 j=1

e Vobn tai chinh véi mtc tin cay o thuong dude xdc dinh nhu sau:
EC =F (a). (3.35)

Néu phuong phap luan 1a don gian, thi nhiéu van dé sé nay sinh trong thyc tién. Mot
van dé khac nita clia tinh toan rai ro: tuong quan cac tan sb ciia cac kidu rii ro 1a
khac nhau

E[Nkil (t)NkQ (t)] 7& E[Nkl (t)] X E[Nk2 (t)] (336)

N (t) 1a gia thiét chung tit bién ngiu nhien Poisson P véi gia tri trung binh \;. Y
tudng ciing 14 md rong phan phdi Poisson nhiéu chiéu (Johnson, Kotz va Balakrishnan
[1997]). Gid st Nyq, N1z va Nao 1 ba bién ngdu nhién Poisson doc 1ap vdi gia tri trung
binh Ai1, A2 v& Age. Trong truong hop hai chiéu, phan phdi dong thoi dya trén bién
N1 = Nll + N12 va NQ = N22 + N12. Chﬁng ta co N1 ~ P(/\l = /\11 + /\12) va
Ny ~ P(Ay = Xg2 + A12). Tuy nhien x4c suat dong thoi sé la:

min(ny,n2

P(lenl,NQan): Z

n=0

) ni—my\na—ny\n A
—(A11+A22+A12
A1 AT T ALe ( :

(3.37)

(ny —n)!(ng — n)n!
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KET LUAN

Trong luan vin nay em da trinh bay nhitng khai niém, dinh nghia, dinh ly vé
copula vd mot vai két qué chinh vé tng dung ciia copula trong tai chinh. Copula that
ra 13 mo hinh phu thuoc cau tric. Copula boc 16 1a mot cong cy rat manh trong tai
chinh, dic biét trong cdc mo hinh Ioi suat v quan 1y rii ro. Nhitng dong gép chinh
ciia luan vin bao gom:

1. Nhitng kién thtc chung vé xac suat, théng ke va copula

2. Cac két luan chinh ctia thong ké vé copula.

3. Ung dung trong tai chinh vé phép do ludng rai ro
Tuy nhién do thoi gian khong nhiéu, nén luan vin con c¢6 nhitng ché thiéu sét va han
ché. Em rdt mong nhan dugc sy dong gép, phan bién ctia quy thay c¢o ban doc dé
luan van duge hoan thién t6t hon.
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