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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1 Copula cho ph¥n phèi nhi·u chi·u v  sü phö
thuëc

1.1.1 Giîi thi»u v· copula

�ành ngh¾a 1.1.1. Gi£ sû S1, . . . , Sn l  c¡c tªp con khæng réng cõa R, ð �¥y R
�÷ñc kþ hi»u l  �÷íng th¯ng thüc mð rëng [−∞,+∞]. Gi£ sû H l  mët h m thüc
vîi n bi¸n tr¶n mi·n x¡c �ành DomH = S1 × · · · × Sn v  cho a ≤ b (trong �â
a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) v  ak ≤ bk vîi måi k = 1, n), gi£ sû B = [a,b] =
[a1, b1] × · · · × [an, bn] l  mët n-hëp câ c¡c �¿nh trong DomH. Ta �ành ngh¾a thº
t½ch-H cõa B l :

VH(B) =
∑

sgn(c)H(c)

trong �â c ch¤y tr¶n c¡c �¿nh cõa B, v  sgn(c) l  d÷ìng n¸u trong c¡c tåa �ë cõa nâ
câ mët sè ch®n c¡c ck = ak vîi måi k, v  l  ¥m trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i.

Nâi c¡ch kh¡c, thº t½ch-H cõa mët n-hëp B = [a,b] l :

VH(B) = ∆b
aH(t) = ∆bn

an . . .∆
b1
a1
H(t)

trong �â

∆bk
ak
H(t) = H(t1, . . . , tk−1, bk, tk+1, . . . , tn)−H(t1, . . . , tk−1, ak, tk+1, . . . , tn).

Ch¯ng h¤n, n¸u H(x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) l  h m ph¥n phèi x¡c
su§t �çng thíi cõa mët bë n bi¸n ng¨u nhi¶n X1, . . . , Xn th¼ ta câ:

VH(B) = P (a1 ≤ X1 ≤ b1, . . . , an ≤ Xn ≤ bn).

�ành ngh¾a 1.1.2. H m thüc H cõa n bi¸n �÷ñc gåi l  n-t«ng n¸u VH(B) ≥ 0 cho
måi n-hëp B câ c¡c �¿nh n¬m trong mi·n x¡c �ành DomH hay câ thº nâi thº t½ch
cõa nâ tr¶n hëp b§t ký l  khæng ¥m.
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Gi£ sû mi·n x¡c �ành cõa mët h m thüc H vîi n bi¸n x¡c �ành bði DomH =
S1 × · · · × Sn, ð �â méi Sk câ mët ph¦n tû nhä nh§t ak. Chóng ta nâi r¬ng H câ
�¡y (ground) n¸u H(t) = 0 vîi måi t trong DomH sao cho tk = ak t¤i sè k b²
nh§t. N¸u méi Sk kh¡c réng v  câ ph¦n tû lîn nh§t bk, th¼ H câ ph¥n phèi bi¶n
duy¶n v  ph¥n phèi bi¶n duy¶n mët chi·u cõa H l  h m Hk vîi DomHk = Sk v  vîi
Hk(x) = H(b1, . . . , bk−1, x, bk+1, . . . , bn) vîi x ∈ Sk, ph¥n phèi bi¶n duy¶n mët-chi·u
gåi l  ph¥n phèi bi¶n duy¶n.

�ành lþ 1.1.1. Gi£ sû S1, . . . , Sk l  c¡c tªp kh¡c réng cõa R, v  gi£ sû h m H câ
�¡y n-t«ng vîi mi·n x¡c �ành S1×· · ·×Sn. Th¼ H l  t«ng theo méi �èi sè, tùc l  n¸u
(t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn) v  (t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn) n¬m trong mi·n x¡c �ành
DomH v  x ≤ y, th¼ H(t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn) ≤ H(t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn).

�ành lþ 1.1.2. Gi£ sû S1, . . . , Sk l  c¡c tªp kh¡c réng cõa R, v  gi£ sû h m H câ
�¡y n-t«ng vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n v  mi·n x¡c �ành S1×· · ·×Sn. Khi �â, n¸u b§t
ký �iºm x = (x1, . . . , xn) v  y = (y1, . . . , yn) trong S1 × . . .× Sn th¼:

|H(x)−H(y)| ≤
n∑
k=1

|Hk(xk)−Hk(yk)|.

�ành ngh¾a 1.1.3. Mët h m ph¥n phèi n-chi·u l  mët h m H vîi mi·n x¡c �ành
Rn

sao cho H câ �¡y, n-t«ng v  H(+∞, . . . ,+∞) = 1.

1.1.2 Mët v i �ành ngh¾a v  t½nh ch§t cõa copula

C¡c copula N chi·u l  c¡c h m N bi¸n tø [0, 1]N v o [0, 1], v  h m copula l  mët
h m ph¥n phèi nhi·u chi·u (multivariate distribution function) x¡c �ành tr¶n h¼nh
lªp ph÷ìng �ìn và IN = [0, 1]N , nâ thº hi»n sü phö thuëc v o nhau cõa mët bë N
bi¸n ng¨u nhi¶n. C¡c copula l  c¡c h m �°c bi»t vîi nhi·u t½nh ch§t thó và, v  khi
ta bi¸t copula th¼ công câ thº t½nh to¡n �÷ñc sü phö thuëc cõa c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n
tr¶n hi»p ph÷ìng sai (covariance) v  sü t÷ìng quan (correlation).

�ành ngh¾a 1.1.4. (Nelsen (1998), trang 39) Mët Copula N -chi·u l  mët h m C
vîi nhúng t½nh ch§t sau:

1. Mi·n x¡c �ành (domain) cõa h m C: DomC = IN = [0, 1]N ;

2. H m C câ �¡y (ground) v  h m N -t«ng;

3. H m C câ c¡c bi¶n duy¶n Cn, thäa m¢n Cn(u) = C(1, . . . , 1, u, 1, . . . , 1) =
u,∀u ∈ I.

Chó þ r¬ng b§t ký N -copula C, N ≥ 3, méi ph¥n phèi bi¶n duy¶n k-chi·u cõa C
l  k-copula. Nâi mët c¡ch kh¡c, mët N -copula l  mët h m C tø [0, 1]N v o [0, 1] vîi
nhúng t½nh ch§t sau:

1. Méi u ∈ [0, 1]N , C(u) = 0 n¸u mët tåa �ë nhä nh§t cõa u l  0 v  C(u) = uk
n¸u t§t c£ c¡c tåa �ë cõa u b¬ng 1 trø ra uk.
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2. Méi a v  b trong [0, 1]N sao cho ai ≤ bi vîi måi i, VC([a, b]) ≥ 0.

�ành lþ 1.1.3. (�ành lþ Sklar [1959]) Cho F l  mët h m ph¥n phèi N -chi·u vîi ph¥n
phèi bi¶n duy¶n li¶n töc F1, . . . , FN . Khi �â F câ mët biºu di¹n copula duy nh§t:

F (x1, . . . , xn, . . . , xN) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn), . . . , FN(xN)). (1.1)

�ành lþ 1.1.4. Gi£ sû H l  h m ph¥n phèi n-chi·u vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n li¶n
töc F1, . . . , Fn v  copula C, (ð �¥y C thäa m¢n �i·u ki»n (1.2) ). Khi �â b§t ký u
trong [0, 1]n

C(u1, . . . , un) = H(F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un)).

V½ dö 1.1.1. Chóng ta sû döng dú li»u cõa thà tr÷íng trao �êi kim lo¤i London:
LME (London Metal Exchange) v  chóng ta x²t gi¡ hi»n câ cõa h ng hâa hñp kim
nhæm (Al); �çng (Cu); ni-ken (Ni); ch¼ (Pb) v  gi¡ cõa hñp kim nhæm 15 th¡ng tr÷îc
(Al - 15), v o th¡ng 1 n«m 1988. Chóng ta gi£ thi¸t r¬ng ph¥n phèi lñi su§t cõa c¡c
t i s£n l  ph¥n phèi gauss. Trong tr÷íng hñp n y, ma trªn t÷ìng quan �÷ñc cho bði
b£ng 1.1.

Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.00 0.82 0.44 0.36 0.33

Al-15 1.00 0.39 0.34 0.30
Cu 1.00 0.37 0.31
Ni 1.00 0.31
Pb 1.00

B£ng 1.1: Ma trªn t÷ìng quan ρ cõa dú li»u LME

1.1.3 C¡c h m ph¥n phèi �çng thíi Fr²chet-Hoeffding

Chóng ta x²t c¡c h m C− , C+ v  C⊥ x¡c �ành tr¶n [0, 1]N nh÷ sau:

C−(u1, . . . , un, . . . , uN) = max(
N∑
n=1

un −N + 1, 0) (1.2)

C+(u1, . . . , un, . . . , uN) = min(u1, . . . , un, . . . , uN) (1.3)

C⊥(u1, . . . , un, . . . , uN) =
N∏
n=1

un (1.4)

H m ph¥n phèi �çng thíi C−, C+ gåi l  c¡c cªn d÷îi v  cªn tr¶n Fr²chet-Hoeffding,
cán h m C⊥ gåi l  t½ch copula. H m C+, C⊥ l  N - copula vîi måi N ≥ 2, trong khi
h m C− khæng l  copula cho b§t ký N ≥ 3, x²t v½ dö:
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�ành ngh¾a 1.1.5. Chóng ta nâi r¬ng copula C1 l  nhä hìn copula C2 (ho°c C2 l 
lîn hìn C1) v  vi¸t l  C1 ≺ C2 (ho°c C2 � C1) n¸u:

∀(u1, . . . , un, . . . , uN) ∈ IN , C1(u1, . . . , un, . . . , uN) ≤ C2(u1, . . . , Cn, . . . , CN) (1.5)

hay

∀(u1, . . . , un, . . . , uN) ∈ IN , C1(u1, . . . , un, . . . , uN) ≤ C2(u1, . . . , un, . . . , uN)

Ch¯ng h¤n tr÷íng hñp hai chi·u:

C1(u1, u2) ≤ C2(u1, u2)⇔ 1− u1 − u2 + C1(u1, u2) ≤ 1− u1 − u2 + C2(u1, u2)

⇔ C1(u1, u2) ≤ C(u1, u2)

Chóng ta kþ hi»u C l  h m sèng sât �çng thíi (joint survival function) cho n bi¸n
ng¨u nhi¶n vîi h m ph¥n phèi �çng thíi C, tùc l  n¸u (U1, . . . , Un)T câ h m ph¥n
phèi C, th¼ C(u1, . . . , un) = P{U1 > u1, . . . , Un > un}.

�ành lþ 1.1.5. B§t ký n ≥ 3 v  måi u ∈ [0, 1]n câ n-copula C (m  phö thuëc tr¶n
u) th¼:

C(u) = C−(u)

H m mªt �ë c li¶n k¸t vîi copula �÷ñc x¡c �ành bði :

c(u1, . . . , un, . . . , uN) =
∂C(u1, . . . , un, . . . , uN)

∂u1 . . . ∂un . . . ∂uN
.

�º �¤t �÷ñc h m mªt �ë f cõa ph¥n phèi N -chi·u F , chóng ta sû döng h» thùc sau:

f(x1, . . . , xn, . . . , xN) = c(F1(x1), . . . , Fn(xn), . . . , Fn(xN))
N∏
n=1

fn(xn)

trong �â fn l  h m mªt �ë cõa h m ph¥n phèi bi¶n duy¶n Fn.

1.1.4 Copula v  bi¸n ng¨u nhi¶n

Gi£ sû X1, . . . , Xn t÷ìng ùng l  c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n vîi c¡c h m ph¥n phèi li¶n
töc F1, . . . , Fn, v  h m ph¥n phèi �çng thíi H. Th¼ (X1, . . . , Xn)T câ duy nh§t mët
copula C, ð �¥y C x¡c �ành bði (1.2). Copula bi¹u di¹n ph¥n phèi cõa v²ctì ng¨u
nhi¶n (X1, . . . , Xn)T trð th nh:

H(x1, . . . , xn) = P{X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn} = C(F1(x1), . . . , Fn(xn))

Ph²p bi¸n �êi Xi 7→ F (Xi) sû döng trong biºu di¹n tr¶n th÷íng l  ph²p bi¸n �êi x¡c
su§t v  t¤o th nh cæng cö chu©n trong ph÷ìng ph¡p mæ phäng.

Hìn núa X1, . . . , Xn l  �ëc lªp n¸u v  ch¿ n¸u H(x1, . . . , xn) = F1(x1) . . . Fn(xn)
vîi måi x1, . . . , xn trong R.

4



�ành lþ 1.1.6. Gi£ sû (X1, . . . , Xn)T l  mët v²ctì cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi
copula C, khi �â X1, . . . , Xn l  �ëc lªp n¸u v  ch¿ n¸u C = C⊥.

Mët t½nh ch§t �µp cõa copula ch½nh l  ph²p bi¸n �êi �ìn �i»u ng°t cõa bi¸n ng¨u
nhi¶n, copula công l  b§t bi¸n. N¸u h m ph¥n phèi cõa bi¸n ng¨u nhi¶n X l  li¶n
töc v  α l  mët h m �ìn �i»u ng°t m  mi·n x¡c �ành chùa mi·n gi¡ trà RanX (mi·n
gi¡ trà :Range), th¼ h m ph¥n phèi cõa bi¸n ng¨u nhi¶n α(X) công l  li¶n töc.

�ành lþ 1.1.7. Gi£ sû (X1, . . . , Xn)T l  mët v²ctì cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi
copula CX1,...,Xn . Gi£ sû α1, . . . , αn t÷ìng ùng �ìn �i»u ng°t tr¶n RanX1, . . . , RanXn,
v  gi£ sû (α1(X1), . . . , αn(Xn))T câ copula Cα1(X1),...,αn(Xn). Hìn núa αk gi£m ng°t cho
mët v i k (khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû k = 1). Khi �â:

Cα1(X1),...,αn(Xn)(u1, u2, . . . , un) = Cα2(X2),...,αn(Xn)(u2, . . . , un)

− CX1,α2(X2),...,αn(Xn)(1− u1, u2, . . . , un).

Chó þ r¬ng h m sèng sât �çng thíi vîi n bi¸n ng¨u nhi¶n U(0, 1) câ h m ph¥n
phèi �çng thíi l  copula C th¼ C(u1, . . . , un) = Ĉ(1− u1, . . . , 1− un).

1.2 C¡c kh¡i ni»m sü phö thuëc

1.2.1 �ë �o sü t÷ìng th½ch

Gi£ sû (x, y)T v  (x̃, ỹ)T l  hai quan s¡t tø mët v²ctì ng¨u nhi¶n li¶n töc (X, Y )T .
Khi �â (x, y)T v  (x̃, ỹ)T l  t÷ìng th½ch n¸u (x− x̃)(y− ỹ) > 0, v  khæng t÷ìng th½ch
n¸u (x− x̃)(y − ỹ) < 0.

�ành lþ 1.2.1. Gi£ sû (X, Y )T v  (X̃, Ỹ )T l  c¡c v²c tì �ëc lªp cõa c¡c bi¸n ng¨u
nhi¶n li¶n töc vîi h m ph¥n phèi �çng thíi H v  H̃ vîi bi¶n duy¶n chung F (cõa
X v  X̃) v  G (cõa Y v  Ỹ ). Gi£ sû C v  C̃ �÷ñc kþ hi»u l  copula cõa (X, Y )T v 
(X̃, Ỹ )T , t÷ìng ùng, sao cho H(x, y) = C(F (x), G(y)) v  H̃(x, y) = C̃(F (x), G(y)),
Q kþ hi»u l  hi»u sè giúa hai x¡c su§t sü t÷ìng th½ch v  sü khæng t÷ìng th½ch cõa
(X, Y )T v  (X̃, Ỹ )T , tùc l  :

Q = P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} −P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0}

th¼
Q = Q(C, C̃) = 4

∫∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v)− 1.

�ành ngh¾a 1.2.1. (Nelsen (1998), trang 136) Mët �ë �o κ li¶n k¸t giúa hai bi¸n
ng¨u nhi¶n li¶n töc X1 v  X2 cõa copula C l  mët �ë �o sü t÷ìng th½ch n¸u nâ thäa
m¢n c¡c t½nh ch§t sau:

1, κ �÷ñc �ành ngh¾a cho måi c°p X1, X2 cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc;
2, −1 = κX,−X ≤ κC ≤ κX,X = 1;
3, κX1,X2 = κX2,X1 ;
4, N¸u X1, X2 l  �ëc lªp, th¼ κX1,X2 = κC⊥ = 0;
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5, κ−X1,X2 = κX2,−X1 = −κX1,X2 ;
6, N¸u C1 ≺ C2, th¼ κC1 ≤ κC2 ;
7, N¸u { (X1,n;X2,n )} l  mët d¢y bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc vîi copula Cn, v  n¸u

{Cn} hëi tö theo tøng �iºm tîi C, th¼ lim
n→∞

κCn = κC .

Chó þ 1.2.1. Mët t½nh ch§t quan trång kh¡c cõa κ trð th nh h m copula cõa c¡c
bi¸n ng¨u nhi¶n (X1, ..., Xn, ..., XN) l  b§t bi¸n d÷îi, t«ng thüc sü qua ph²p ¡nh x¤

CX1,...,Xn,...,XN = Ch1(X1),...,hn(Xn),...,hN (XN ) n¸u ∂xhn(x) > 0. (1.6)

Chóng ta �÷a ra mët v i h» thùc giúa �ë �o τ v  ρ (Nelsen [1998]), nâ câ thº
�÷ñc biºu di¹n b¬ng mët mi·n bà ch°n. Ch¯ng h¤n, n¸u khæng ph¥n t½ch �÷ñc biºu
thùc, ta s³ t½nh to¡n vîi cæng thùc t÷ìng �÷ìng:

τ = 1− 4

∫∫
I2
∂u1C(u1, u2)∂u2C(u1, u2)du1du2 (1.7)

ρ = 12

∫∫
I2
C(u1, u2)du1du2 − 3 (1.8)

γ = 4

∫
I

(C(u, u) + C(u, 1− u)− u)du (1.9)

1.2.2 �ë �o sü phö thuëc

�ành ngh¾a 1.2.2. (Nelsen (1998), trang [170]) Mët �ë �o δ li¶n k¸t giúa hai bi¸n
ng¨u nhi¶n li¶n töc X1 v  X2 cõa copula l  �ë �o sü phö thuëc n¸u nâ thäa m¢n c¡c
t½nh ch§t sau:

1, δ �÷ñc �ành ngh¾a cho måi c°p X1, X2 cõa bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc;
2. 0 = δC⊥ ≤ δC ≤ δC+ = 1;
3, δX1,X2 = δX2,X1 ;
4, δX1,X2 = δC⊥ = 0 n¸u v  ch¿ n¸u X1 v  X2 �ëc lªp;
5, δX1,X2 = δC+ = 1 n¸u v  ch¿ n¸u X1 v  X2 l  h m �ìn �i»u ng°t h¦u chc chn

cõa c¡c bi¸n kh¡c;
6, N¸u h1 v  h2 l  h m �ìn �i»u ng°t h¦u chc chn tr¶n ImX1 v  ImX2 th¼ :

δh1(X1).h2(X2) = δX1,X2 ;

7, N¸u {(X1,n, X2,n)} l  mët d¢y bi¸n ng¨u nhi¶n li¶n töc bði copula Cn hëi tö
theo tøng �iºm �¸n C, th¼ lim

n→∞
δCn = δC .

1.2.3 Nhúng kh¡i ni»m phö thuëc kh¡c

Câ nhi·u kh¡i ni»m phö thuëc kh¡c nhau, chóng �÷ñc sû döng nhi·u trong t i
ch½nh. Ch¯ng h¤n, X1 v  X2 phö thuëc gâc ph¦n t÷ d÷ìng (positive quadrant depen-
dent: PQD) n¸u:

P{X1 > x1, X2 > x2} ≥ P{X1 > x1}P{X2 > x2}. (1.10)

6



Gi£ sû r¬ng X1 v  X2 l  hai bi¸n ng¨u nhi¶n thay cho hai tên th§t t i ch½nh. X¡c su§t
�çng thíi vîi tên th§t lîn th¼ bi¸n ng¨u nhi¶n phö thuëc lîn hìn bi¸n ng¨u nhi¶n
�ëc lªp mët l¦n.

C � C⊥. (1.11)

Ta �÷a ra �ành ngh¾a sü phö thuëc ti»m cªn �uæi nh÷ sau:

�ành ngh¾a 1.2.3. N¸u cho mët h m copula C hai chi·u cho bði:

lim
u→1

C(u, u)

1− u
= λ (1.12)

th¼ C câ sü phö thuëc ti»m cªn �uæi tr¶n vîi λ ∈ (0, 1] v  khæng phö thuëc ti»m cªn
�uæi tr¶n vîi λ = 0, λ gåi l  h» sè phö thuëc ti»m c¥n �uæi tr¶n.

Ta nhî l¤i r¬ng h m copula sèng sât Ĉ cõa hai bi¸n ng¨u nhi¶n vîi copula C x¡c
�ành bði:

Ĉ(u1, u2) = u1 + u2 − 1 + C(1− u1, 1− u2) (1.13)

v  h m sèng sât �çng thíi C cho hai bi¸n ng¨u nhi¶n U(0, 1) câ h m ph¥n phèi �çng
thíi l  C cho bði:

C(u1, u2) = 1− u1 − u2 + C(u1, u2) (1.14)

khi �â:
C(u1, u2) = Ĉ(1− u1, 1− u2). (1.15)

Hìn núa:

lim
u→1

C(u, u)

1− u
= lim

u→1

Ĉ(1− u, 1− u)

1− u
= lim

u→0

Ĉ(u, u)

u
.

1.3 Sì l÷ñc v· c¡c h m copula

1.3.1 Ph¥n phèi elliptic

�ành ngh¾a 1.3.1. N¸u X l  v²c tì ng¨u nhi¶n n-chi·u, µ ∈ Rn v  ma trªn �èi
xùng Σ c§p n×n x¡c �ành khæng ¥m, h m �°c tr÷ng ϕX−µ(t) cõa X −µ l  mët h m
câ d¤ng to n ph÷ìng tTΣt, ϕX−µ(t) = φ(tTΣt), chóng ta nâi r¬ng X câ ph¥n phèi
elliptical vîi tham sè µ,Σ v  φ v  chóng ta vi¸t X ∼ En(µ,Σ, φ).

Khi n = 1, lîp c¡c ph¥n phèi elliptic tròng vîi lîp c¡c ph¥n phèi �èi xùng 1-chi·u.
H m φ trong �ành ngh¾a tr¶n �÷ñc gåi l  h m sinh �°c tr÷ng.

�ành lþ 1.3.1. X ∼ En(µ,Σ, φ) vîi rank(Σ) = k n¸u v  ch¿ n¸u tçn t¤i mët bi¸n
ng¨u nhi¶n R ≥ 0 �ëc lªp vîi U , mët v²ctì ng¨u nhi¶n k-chi·u ph¥n phèi �·u tr¶n
si¶u c¦u �ìn và {z ∈ Rk|zT z = 1}, v  mët ma trªn A cï n× k vîi AAT = Σ sao cho

X =d µ+RAU.
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V½ dö 1.3.1. Gi£ sû v²ctì ng¨u nhi¶n n-chi·u X ∼ Nn(0, In), vîi th nh ph¦n Xi ∼
N (0, 1), i = 1, . . . , n, l  �ëc lªp v  h m �°c tr÷ng cõa Xi l  exp(−t2i /2), h m �°c
tr÷ng cõa X s³ l 

exp{−1

2
(t21 + · · ·+ t2n)} = exp{−1

2
tT t}.

Tø �ành lþ tr¶n th§y r¬ng X ∼ En(0, In, φ), ð �¥y φ(u) = exp(−u/2).

�º t¼m �÷ñc biºu di¹n sao cho Cov(X) = Σ, chóng ta sû döng �ành lþ tr¶n th¼
thu �÷ñc:

Cov(X) = Cov(µ+RAU) = AE(R2)Cov(U)AT

vîi �i·u ki»n l  E(R2) < ∞. Gi£ sû Y ∼ Nn(0, In). Khi �â Y =d ||Y ||U , ð �¥y||Y ||
v  U l  �ëc lªp. Hìn núa ||Y ||2 ∼ χ2

n, E(||Y ||2) = n. Tø �â Cov(Y ) = In, chóng ta
th§y r¬ng n¸u U l  ph¥n phèi �·u tr¶n si¶u c¦u �ìn và trong Rn, th¼ Cov(U) = In/n,
do �â Cov(X) = AATE(R2)/n. Chån h m sinh �°c tr÷ng φ∗(s) = φ(s/c), ð �¥y
c = E(R2)/n, chóng ta câ Cov(X) = Σ. Tø �â ph¥n phèi elliptic �÷ñc mæ t£ �¦y
�õ bði µ,Σ v  φ, ð �¥y φ câ thº chån sao cho Cov(X) = Σ (n¸u Cov(X) �÷ñc x¡c
�ành ). N¸u Cov(X) thu �÷ñc nh÷ tr¶n th¼ ph¥n phèi cõa X x¡c �ành duy nh§t bði
E(X), Cov(X) v  ph¥n phèi cõa nâ l  bi¶n duy¶n mët chi·u, ph¥n phèi chu©n ho°c
ph¥n phèi student bªc 4.

�ành lþ 1.3.2. Gi£ sû X ∼ En(µ,Σ, φ), gi£ sû B l  mët ma trªn cï q×n v  b ∈ Rq.
Khi �â:

b +BX ∼ Eq(b +Bµ,BΣBT , φ).

Chùng minh: Tø �ành lþ 1.3.1, b +BX câ biºu di¹n ng¨u nhi¶n:

b +BX =d b +Bµ+RBAU.

Gi£ sû ta câ sü ph¥n ho¤ch X,µ v  Σ nh÷ sau:

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
ð �¥y X1 v  µ1 l  c¡c v²ctì cï r × 1 v  Σ11 l  mët ma trªn cï r × r. Ta câ �ành lþ
sau:

�ành lþ 1.3.3. Gi£ sû X ∼ En(µ,Σ, φ). Khi �â

X1 ∼ Er(µ1,Σ11, φ), X2 ∼ En−r(µ2,Σ22, φ).

Tø �â c¡c ph¥n phèi bi¶n duy¶n cõa ph¥n phèi elliptic l  elliptic.

1.3.2 Copula li¶n quan �¸n ph¥n phèi elliptic

�ành ngh¾a 1.3.2. (Copula gauss nhi·u chi·u-MVN) Cho ρ l  mët ma trªn �èi
xùng, x¡c �ành d÷ìng vîi �÷íng ch²o ch½nh diagρ = 1 v  h m ti¶u chu©n cõa ph¥n
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phèi chu©n nhi·u chi·u Φρ vîi ma trªn t÷ìng quan ρ. Copula gauss nhi·u chi·u �÷ñc
�ành ngh¾a nh÷ sau:

C(u1, . . . , un, . . . , uN , ρ) = Φρ(Φ
−1(u1), . . . ,Φ−1(un), . . . ,Φ−1(uN)). (1.16)

Nhî r¬ng chóng ta câ ph¥n phèi chu©n nhi·u chi·u l :

1

(2π)
N
2 |ρ| 12

exp
(
− 1

2
xTρ−1x

)
= c(Φ−1(x1), . . . ,Φ−1(xn), . . . ,Φ−1(xN))×

( N∏
n=1

1√
2π

exp
(
− 1

2
x2
n

))
. (1.17)

Chóng ta công suy ra:

c(u1, . . . , un, . . . , uN) =

1

(2π)
N
2 |ρ|

1
2

exp
(
− 1

2
ςTρ−1ς

)
1

(2π)
N
2

exp
(
− 1

2
ςT ς
) . (1.18)

�p döng cæng thùc tr¶n th¼ mªt �ë t÷ìng ùng cõa cæng thùc (1.26) l :

c(u1, ..., un, ..., uN , ρ) =
1

|ρ| 12
exp

(
− 1

2
ςT (ρ−1 − I)

)
(1.19)

trong �â ςn = Φ−1(un).

Chóng ta x²t vi»c t½nh to¡n �¸n mªt �ë câ �i·u ki»n. Gi£ sû ta kþ hi»u mët v²ctì
U = [UT

1 , U
T
2 ]T cõa bi¸n ng¨u nhi¶n �·u. X²t d¤ng ph¥n ho¤ch, chóng ta câ:

ρ =

[
ρ11 ρ12

ρ22

]
. (1.20)

Chóng ta công chùng tä r¬ng mªt �ë câ �i·u ki»n cõa U2 cho gi¡ trà cõa U1 l 

c(U2|U1; ρ) =
1

|ρ_22− ρT12ρ
−1
11 ρ12|

1
2

exp

(
− 1

2
ς
(

[ρ22 − ρT12ρ
−1
11 ρ12]−1 − I

)
ς

)
(1.21)

vîi ρ = Φ−1(U2) − ρT12ρ
−1
11 Φ−1(U1). Sû döng cæng thùc n y v  n¸u ph¥n phèi bi¶n

duy¶n �÷ñc ch¿ rã, chóng ta câ thº biºu di¹n �iºm hçi quy ph¥n và ho°c t½nh to¡n gi¡
trà kh¡c nh÷ l  gi¡ trà ký vång.

�ành ngh¾a 1.3.3. (Copula student nhi·u chi·u-MVT) Cho ρ l  ma trªn �èi xùng,
x¡c �ành d÷ìng vîi �÷íng ch²o ch½nh digρ = 1 v  h m ti¶u chu©n cõa ph¥n phèi
student nhi·u chi·u Tρ,ν vîi bªc tü do ν v  ma trªn t÷ìng quan ρ. Khi �â copula
student nhi·u chi·u �÷ñc �ành ngh¾a l :

C(u1, ..., un, ..., uN ; ρ, ν) = Tρ,ν
(
t−1
ν (u1), ..., t−1

ν (un), ..., t−1
ν (uN)

)
(1.22)

vîi nghàch �£o t−1
ν l  ph¥n phèi student mët chi·u. H m mªt �ë t÷ìng ùng s³ l :

c(u1, ..., un, ..., uN ; ρ) = |ρ|−
1
2

Γ
(
ν+N

2

)[
Γ(ν

2
)
]N

(1 + 1
ν
ςTρ−1ς)−

ν+N
2[

Γ(ν+1
2

)
]N

Γ
(
ν
2

)∏N
n=1

(
1 + ς2n

ν

)− ν+1
2

(1.23)

vîi ςn = t−1
ν (un).

9



1.3.3 Copula Archimedean

Chóng ta �ành ngh¾a copula Archimedean (Genest v  Mackay [1986]) nh÷ sau:

C(u1, ..., un, ..., uN) =


ϕ−1

(
ϕ(u1) + ...+ ϕ(un) + ...+ ϕ(uN)

)
n¸u

∑N
n=1 ϕ(un) ≤ ϕ(0)

0 (ng÷ñc l¤i)
(1.24)

vîi ϕ(u) l  h m C2;ϕ(1) = 0, ϕ′(u) < 0 v  ϕ′′(u) > 0 vîi måi 0 ≤ u ≤ 1. ϕ(u) gåi l 
h m sinh cõa copula. C¡c copula Archimedean �âng vai trá quan trång, bði v¼ chóng
�ái häi mët v i t½nh ch§t (C l  �èi xùng, k¸t hñp,...). Tuy nhi¶n copula Archimedean
t½nh to¡n �ìn gi£n.

V½ dö 1.3.2. X²t �ë �o sü t÷ìng th½ch τ cõa Kendall �÷ñc cho bði:

τ = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(u)

ϕ′(u)
du. (1.25)

Chóng ta câ k¸t qu£ trong b£ng copula Archimedean hai chi·u l :

copula ϕ(u) C(u1, u2)
C⊥ − lnu u1u2

Gumbel (− lnu)α exp
(
−
(
ũα1 + ũα2

) 1
α

)
Joe

(
− ln 1− (1− u)α

)
1−

(
ũα1 + ũα2 − ũα1 ũα2

) 1
α

Kimeldorf-Sampson u−α − 1
(
ũ−α1 + ũ−α2 − 1

)− 1
α

Gi£ sû w(u) = exp
(
− ϕ(u)

)
, chóng ta chó þ r¬ng ph÷ìng tr¼nh (1.39) �÷ñc vi¸t

d÷îi d¤ng:

w
(
C(u1, . . . , un, . . . , uN)

)
=

N∏
n=1

w(un). (1.26)

�p döng ϕ cho c£ hai ph¥n phèi �çng thíi v  ph¥n phèi bi¶n duy¶n, c¡c ph¥n phèi
trð n¶n �ëc lªp. Chóng ta công chó þ r¬ng c¡c copula Archimedean th¼ li¶n quan �¸n
sü t¤o th nh cõa nhi·u ph¥n phèi nhi·u chi·u. Gi£ sû γ l  mët v²ctì chùa tham sè
t¤o th nh bði mët h m ph¥n phèi �çng thíi Γ vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n Γn v  H
l  ph¥n phèi nhi·u chi·u. Chóng ta kþ hi»u F1, . . . , FN N -ph¥n phèi mët chi·u, ta
chùng tä r¬ng:

F (x1, ..., xn, ..., xN) =

∫
· · ·
∫

H(Hγ1
1 (x1), ..., Hγn

n (xn), ..., HγN
N (xN) dΓ(γ1, ..., γn, ..., γN))

(1.27)
l  mët ph¥n phèi nhi·u chi·u vîi bi¶n duy¶n F1, . . . , FN , chóng ta câ:

Hn(xn) = exp
(
− ψ−1

n (Fn(xn))
)

(1.28)
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vîi ph²p bi¸n �êi Laplace ψn cõa ph¥n phèi bi¶n duy¶n Γn. Cho ψ l  ph²p bi¸n �êi
Laplace cõa ph¥n phèi �çng thíi Γ, biºu thùc (1.42) �÷ñc vi¸t mët d¤ng kh¡c:

F (x1, ..., xn, ..., xN) = ψ
(
ψ−1

1 (F1(x1)), ..., ψ−1
n (Fn(xn)), ..., ψ−1

N (FN(xN))
)
. (1.29)

N¸u c¡c bi¶n duy¶n Γn l  nh÷ nhau, Γ l  cªn d÷îi Fr²chet v  H l  t½ch c¡c copula.
Ta chó þ r¬ng:

F (x1, ..., xn, ..., xN) = ψ
(
ψ−1(F1(x1))+...+ψ−1(Fn(xn))+...+ψ−1(FN(xN))

)
. (1.30)

�nh x¤ Laplace nghàch �£o ψ−1 l  mët h m sinh cho c¡c copula Archimedean.

1.3.4 Gi¡ trà cüc trà c¡c copula

Mët gi¡ trà cüc trà cõa copula C t¤i (u1, ..., un, ..., uN) thäa m¢n h» thùc sau �¥y:

C(ut1, ..., u
t
n, ..., u

t
N) = Ct(u1, ..., un, ..., uN) ∀t > 0. (1.31)

V½ dö 1.3.3. X²t copula Gumbel l  mët gi¡ trà cüc trà copula, thªt vªy:

C(ut1, u
t
2) = exp

(
−
[
(− lnut1)α + (− lnut2)α

] 1
α

)
= exp

(
−
(
tα
[
(− lnut1)α + (− lnut2)α

]) 1
α

)
=
[

exp
(
−
[
(− lnu1)α + (− lnu2)α

] 1
α

)]t
= Ct(u1, u2).
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Ch÷ìng 2

C¡c k¸t luªn thèng k¶ v· copula

2.1 Kÿ thuªt mæ phäng

Mæ phäng �âng mët vai trá r§t quan trång trong nhúng k¸t luªn v· thèng k¶. �°c
bi»t chóng gióp cho vi»c nghi¶n cùu c¡c t½nh ch§t v· cæng thùc ÷îc l÷ñng. Cho v½ dö
sau, gi£ sû ta t¤o th nh mët ph¥n phèi 5-chi·u vîi mët copula MVT, hai ph¥n phèi
bi¶n duy¶n suy rëng-pareto v  ba ph¥n phèi bi¶n duy¶n suy rëng-beta. Ta ph£i thüc
hi»n mæ phäng kh¡i ni»m d¤ng ph¥n phèi.

Mæ phäng c¡c bi¸n ng¨u nhi¶n vîi ph¥n phèi �·u cho copula C câ thº �÷ñc thüc
hi»n vîi thuªt to¡n têng qu¡t:

1. T¤o th nh N bi¸n ng¨u nhi¶n vîi ph¥n phèi �·u �ëc lªp (v1, ..., vn, ..., vN);
2. T¤o th nh N bi¸n ng¨u nhi¶n �» quy:

un = C−1
(u1,...,un−1)(vn) (2.1)

vîi

C(u1,...,un−1)(un) = P{Un ≤ un|(U1, ..., Un−1) = (u1, .., un−1)}

=
∂n−1

(u1,...,un−1)C(u1, ..., un, 1, ..., 1)

∂n−1
(u1,...,un−1)C(u1, ..., un−1, 1, ..., 1)

. (2.2)

Þ t÷ðng ch½nh cõa thuªt to¡n n y l  mæ phäng méi un bði ph¥n phèi �i·u ki»n cõa
nâ. Trong tr÷íng hñp 2-chi·u, h» thùc (2.1) trð th nh

u1 = v1

∂u1C(u1, u2) = v2

bði v¼ ∂u1C(u1, 1) = 1. Tuy nhi¶n, chóng ta chó þ r¬ng bi¸n ng¨u nhi¶n sinh ra c¦n
mët ph÷ìng ph¡p gi£i nghi»m. Cho lîp c¡c copula, tçn t¤i thuªt to¡n �°c tr÷ng m¤nh.
�¥y l  tr÷íng hñp cõa Kimeldorf-Sampson, Gumbel, Marshall-Olkin,..., v  têng qu¡t
nh§t l  tr÷íng hñp cõa copula Archimedean, chóng ta câ:

C(u1,...,un−1)(un) =
ϕ(n−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(un))

ϕ(n−1)(ϕ(u1) + ...+ ϕ(un − 1))
(2.3)
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vîi
ϕ(n) =

∂n

∂un
ϕ−1. (2.4)

Cho copula MVN ho°c copula MVT, bi¸n ng¨u nhi¶n ph¥n phèi �·u thu �÷ñc tø sü
t¤o th nh c¡c sè ng¨u nhi¶n t÷ìng ùng ph¥n phèi MVN ho°c MVT.

Chó þ 2.1.1. �º thu �÷ñc c¡c sè ng¨u nhi¶n n¸u ph¥n phèi bi¶n duy¶n khæng l 
ph¥n phèi �·u, chóng ta sû döng lîp c¡c ph÷ìng ph¡p nghàch �£o.

2.2 ×îc l÷ñng khæng tham sè.

2.2.1 Copula thüc nghi»m.

Cho χ = {(xt1, ..., xtN)}Tt=1 �÷ñc kþ hi»u l  mët m¨u. Ph¥n phèi copula thüc nghi»m
�÷ñc cho bði (Deheuvel [1979]):

Ĉ
(t1
T
, ...,

tn
T
, ...,

tN
T

)
=

1

T

T∑
t=1

1[
xt1≤x

(t1)
1 ,...,xtn≤x

(tn)
n ,...,xtN≤x

(tN )

N

] (2.5)

ð �¥y x(t)
n l  thèng k¶ thù tü v  1 ≤ t1, ..., tN ≤ T . T¦n sè copula thüc nghi»m t÷ìng

ùng �º ĉ
(
t1
T
, ..., tn

T
, ..., tN

T

)
= 1

T
n¸u (x

(t1)
1 , ..., x

(tN )
N ) thuëc v· χ ho°c 0 n¸u tr¡i l¤i. H»

thùc giúa ph¥n phèi copula thüc nghi»m v  t¦n sè l :

Ĉ
(t1
T
, ...,

tn
T
, ...,

tN
T

)
=

t1∑
i1=1

. . .

tN∑
iN=1

ĉ
(i1
T
, ...,

in
T
, ...,

iN
T

)
(2.6)

v 

ĉ
(t1
T
, . . . ,

tn
T
, . . . ,

tN
T

)
=

2∑
i1=1

. . .

2∑
iN=1

(−1)i1+···+iN×

Ĉ
(t1 − i1 + 1

T
, . . . ,

tn − in + 1

T
, . . . ,

tN − iN + 1

T

)
. (2.7)

Sû döng h» thùc ρ = 2sin(π
6
%) giúa hai tham sè t÷ìng quan cõa copula gauss v 

Spearman, chóng ta k¸t luªn ÷îc l÷ñng ma trªn t÷ìng quan cõa t i s£n cho copula
gauss (B£ng 2.1). N¸u chóng ta so s¡nh nâ vîi t÷ìng quan cho trong B£ng 1.1, chóng
ta th§y r¬ng nâ �âng nh÷ng kh¡c nhau.

2.2.2 Ph²p �çng nh§t cõa copula Archimedean

Chóng ta s³ ph¡t triºn ph÷ìng ph¡p thüc nghi»m �º �çng nh§t hâa copula trong
tr÷íng hñp Archimedean. Gi£ sû X l  mët v²ctì vîi N bi¸n ng¨u nhi¶n, copula C
li¶n k¸t vîi h m sinh ϕ v  h m K �ành ngh¾a bði (Genest v  Rivest [1993]):

K(u) = P{C(U1, ..., UN) ≤ u} (2.8)
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Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.00 0.87 0.52 0.41 0.36

Al-15 1.00 0.45 0.36 0.32
Cu 1.00 0.43 0.39
Ni 1.00 0.34
Pb 1.00

B£ng 2.1: Ma trªn t÷ìng quan ρ cõa dú li»u LME

ta chùng tä �÷ñc r¬ng:

K(u) = u+
N∑
n=1

(−1)n
ϕn(u)

n!
κn−1 (2.9)

vîi κn(u) = ∂nκn−1(u)
∂nϕ(u)

v  κ0(u) = 1
∂nϕ(u)

. Trong tr÷íng hñp hai chi·u, cæng thùc n y

�÷ñc rót gån:

K(u) = u− ϕ(u)

ϕ′(u)
.

Mët ÷îc l÷ñng khæng tham sè cõa K �÷ñc cho bði:

K̂(u) =
1

T

T∑
t=1

1[ϑi≤u] (2.10)

vîi

ϑi =
1

T − 1

T∑
t=1

1[xt1<x
i
1,...,x

t
N<x

i
N ]. (2.11)

Þ t÷ðng l  tø K̂ th½ch hñp chån �÷ñc mët tham sè copula trong hå copula Archimedean.

2.3 ×îc l÷ñng tham sè

2.3.1 ×îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i (Maximum likelihood estima-
tion: ML)

Cho tham sè θ l  K × 1 v²ctì �º ÷îc l÷ñng tham sè v  Θ l  khæng gian tham sè.
×îc l÷ñng hñp lþ cho quan s¡t t l  h m mªt �ë x¡c su§t cho quan s¡t t, coi nh÷ l 
mët h m cõa θ, kþ hi»u Lt(θ). Gi£ sû lt(θ) l  h m log-hñp lþ (log - likelihood) cõa
Lt(θ). Cho T quan s¡t, chóng ta câ:

l(θ) =
T∑
t=1

lt(θ) (2.12)
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l  h m log-hñp lþ. V  θ̂ML l  gåi ÷îc l÷ñng hñp lþ cüc �¤i (Maximum likelihood
estimation: ML) n¸u:

l(θ̂ML) ≥ l(θ) ∀θ ∈ Θ. (2.13)

Chóng ta câ thº chùng tä r¬ng θ̂ML câ t½nh ch§t ti»m cªn chu©n tc v  chóng ta câ:
√
T (θ̂ML − θ0) −→ N (0,J −1(θ0)) (2.14)

var
(
θ̂ML

)
=
(
−Hθ̂ML

)−1 (2.15)

ho°c nghàch �£o cõa ÷îc l÷ñng OPG

var
(
θ̂ML

)
=
(
JT
θ̂ML

Jθ̂ML

)−1
(2.16)

÷îc l÷ñng kh¡c gåi l  ÷îc l÷ñng White (ho°c " sandwich") �÷ñc �ành ngh¾a bði:

var
(
θ̂ML

)
=
(
−Hθ̂ML

)−1
(
JT
θ̂ML

Jθ̂ML

)(
−Hθ̂ML

)−1. (2.17)

Biºu thùc h m log-hñp lþ trð th nh

l(θ) =
T∑
t=1

ln c
(
F1(xt1), ..., Fn(xtn), ..., FN(xtN)

)
+

T∑
t=1

N∑
n=1

ln fn(xtn). (2.18)

N¸u chóng ta gi£ thi¸t c¡c ph¥n phèi bi¶n duy¶n l  ph¥n phèi �·u, ta câ:

l(θ) =
T∑
t=1

ln c
(
ut1, ..., u

t
n, ..., u

t
N

)
. (2.19)

Trong tr÷íng hñp copula gauss, ta câ:

l(θ) = −T
2

ln |ρ| − 1

2

T∑
t=1

ςTt (ρ−1 − I)ςt (2.20)

vîi ςt = (Φ−1(ut1), . . . ,Φ−1(utn), . . . ,Φ−1(utN)) v  ÷îc l÷ñng ML cõa ρ công vªy

ρ̂ML =
1

T

T∑
t=1

ςTt ςt. (2.21)

Cho copula gauss kh¡c, ÷îc l÷ñng tham sè copula kh¡c câ thº �ái häi sü tèi ÷u hâa
cho h m log-hñp lþ. Tr÷íng hñp n y copula student l :

l(θ) =
T∑
t=1

ln c
(
F1(xt1; θ1), ..., Fn(xtn; θn), ..., FN(xtN ; θN);α

)
+

T∑
t=1

N∑
n=1

ln fn(xtn; θn)

(2.22)
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vîi θ = (θ1, . . . , θN , α). Chóng ta công câ thº thüc hi»n ÷îc l÷ñng cõa ph¥n phèi bi¶n
duy¶n mët chi·u trong b÷îc thù nh§t

θ̂n = argmax

T∑
t=1

ln fn(xtn; θn) (2.23)

v  ÷îc l÷ñng α trong b÷îc thù hai �÷ñc cho bði ÷îc l÷ñng tr÷îc

α̂ = argmax

T∑
t=1

ln c
(
F1(xt1; θ̂1), ..., Fn(xtn; θ̂n), ..., FN(xtN ; θ̂N);α

)
. (2.24)

Ph÷ìng ph¡p 2 - b÷îc n y �÷ñc gåi l  ph÷ìng ph¡p h m suy luªn cho ph¥n phèi bi¶n
duy¶n ho°c ph÷ìng ph¡p IFM, nâi chung chóng ta câ:

θ̂EML 6= θ̂IFM . (2.25)

Ta th§y r¬ng "ph÷ìng ph¡p IFM l  ph÷ìng ph¡p hi»u qu£ nh§t �º so s¡nh vîi ph÷ìng
ph¡p ML". Sû döng mët þ t÷ðng g¦n ph÷ìng ph¡p IFM, chóng ta chó þ r¬ng v²ctì
tham sè α cõa copula câ thº khæng ph£i ch¿ rã ÷îc l÷ñng ph¥n phèi bi¶n duy¶n.
Ph÷ìng ph¡p bao gçm bi¸n �êi dú li»u (xt1, ..., X

t
N) v o bi¸n ng¨u nhi¶n vîi ph¥n

phèi �·u (ût1, . . . , û
t
N) v  ÷îc l÷ñng tham sè b¬ng c¡ch sau:

α̂ = argmax
T∑
t=1

ln c
(
ût1, ..., û

t
n, ..., û

t
N ;α

)
. (2.26)

Trong tr÷íng hñp n y, α̂ câ thº �÷ñc coi nh÷ d¤ng ÷îc l÷ñng ML cho ph¥n phèi
bi¶n duy¶n �÷ñc quan s¡t( khæng ph£i gi£ thi¸t tr¶n d¤ng tham sè cõa ph¥n phèi
bi¶n duy¶n). Bði v¼ nâ l  cì sð trong ph¥n phèi thüc nghi»m, chóng ta gåi nâ l 
ph÷ìng ph¡p hñp lþ cüc �¤i ch½nh tc ho°c CML. Chóng ta thüc hi»n mët b i tªp
Monte Carlo �º nghi¶n cùu t½nh ch§t cõa ba ph÷ìng ph¡p (c¡c gi¡ trà tham sè l 
λ = 2, γ = 1.5, ρ = 0.5), chóng ta câ mæ t£ ph¥n phèi cõa ÷îc l÷ñng ρ̂EML, ρ̂IFM
v  ρ̂CML cho c¡c cï m¨u kh¡c T = 100, T = 500, T = 1000, v  T = 2500. Chóng ta
chó þ r¬ng mªt �ë cõa ba ÷îc l÷ñng l  r§t g¦n.

Chó þ 2.3.1. �º ÷îc l÷ñng tham sè ρ cõa copula gauss vîi ph÷ìng ph¡p CML, chó
þ r¬ng c¡ch ti¸p cªn n y t÷ìng �÷ìng t½nh to¡n sü t÷ìng quan Spearman v  �÷ñc sû
döng h» thùc:

ρ = 2sin
(π

6
%
)

(2.27)

chóng ta thüc hi»n nh÷ sau:
1. Bi¸n �êi dú li»u gèc v o dú li»u gauss:

(a) ×îc l÷ñng c¡c h m ph¥n phèi thüc nghi»m, sû döng thèng k¶ thù tü.
(b) C¡c gi¡ trà gauss t¤o th nh khi thüc hi»n nghàch �£o cõa ph¥n phèi chu©n tø

h m ph¥n phèi thüc nghi»m.
2. T½nh to¡n sü t÷ìng quan cõa bi¸n �êi dú li»u.
Chóng ta sû döng l¤i v½ dö thà tr÷íng trao �êi kim lo¤i London: LME. ×îc l÷ñng ma
trªn t÷ìng quan vîi ph÷ìng ph¡p CML �÷ñc cho bði B£ng 2.2.
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Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.00 0.85 0.49 0.39 0.35

Al-15 1.00 0.43 0.35 0.32
Cu 1.00 0.41 0.36
Ni 1.00 0.33
Pb 1.00

B£ng 2.2: Ma trªn t÷ìng quan ρ̂CML cõa copula gaussian cho dú li»u LME

2.3.2 Ph÷ìng ph¡p moment

Chóng ta x²t moment thüc nghi»m ht,i(θ) phö thuëc tr¶n K × 1 v²ctì tham sè θ.
T l  sè l¦n quan s¡t v  m l  sè �i·u ki»n ho°c moment. X²t v²ctì h ng ht(θ) m  c¡c
ph¦n tû ht,1(θ), ..., ht,m(θ) v  H(θ) l  ma trªn T ×m vîi ph¦n tû ht,i(θ). Gi£ sû g(θ)
l  mët v²ctì m× 1 cho bði:

gi(θ) =
1

T

T∑
t=1

ht,i(θ). (2.28)

Têng qu¡t hâa ph÷ìng ph¡p moment GMM (Generalized Method of Moment), h m
ti¶u chu©n Q(θ) �ành ngh¾a bði:

Q(θ) = g(θ)TW−1g(θ) (2.29)

vîi W l  mët ma trªn m × m �èi xùng, x¡c �ành d÷ìng. ×îc l÷ñng GMM θ̂GMM

t÷ìng ùng l :
θ̂GMM = argmin

θ∈Θ
Q(θ). (2.30)

Gièng nh÷ ÷îc l÷ñng ML, ta câ thº th§y r¬ng θ̂GMM câ t½nh ch§t cõa chu©n tc ti»m
cªn v  chóng ta câ: √

T
(
θ̂GMM − θ0

)
= N (0,Σ). (2.31)

Trong tr÷íng hñp tèi ÷u trång sè (W l  ma trªn covariance Φ cõa H(θ) ) chóng ta
câ:

var
(
θ̂GMM

)
=

1

T

[
DT Φ̂−1D

]−1

(2.32)

vîi D l  ma trªn Jacobian c§p m×K cõa g(θ) �¢ t½nh to¡n cho ÷îc l÷ñng θ̂GMM
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Ch÷ìng 3

Ùng döng copula trong �o l÷íng
rõi ro t i ch½nh

Mët trong nhúng ùng döng câ hi»u lüc m¤nh nh§t cõa copula l  li¶n quan �¸n
"Ph²p �o l÷íng rõi ro". Chóng ta x²t ba b i to¡n: tên th§t têng hñp v  ph¥n t½ch
gi¡ trà rõi ro, gi¡ trà cüc trà nhi·u chi·u v  rõi ro thà tr÷íng, t¦n sè t÷ìng quan v 
t½nh to¡n gi¡ trà rõi ro.

3.1 Tên th§t têng hñp v  ph¥n t½ch gi¡ trà rõi ro

Trong ph¦n n y, chóng ta sû döng copula nh÷ l  tªp hñp c¡c ph¥n phèi tên th§t
v  t½nh to¡n gi¡ trà rõi ro (Value-at-Risk: VaR)

3.1.1 Tr÷íng hñp ríi r¤c

X²t mæ h¼nh rõi ro c¡ thº, m  th÷íng �÷ñc sû döng trong b£o hiºm, Wang [1999]
v  Marceau, Cossette, Gaillardetz v  Rioux [1999]. Gi£ sû Xn v  X l  nth rõi ro v 
tªp hñp tên th§t. Xn �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

Xn =

{
An n¸u Bn = 1

0 n¸u Bn = 0
(3.1)

ð �¥y Bn l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n Bernoulli vîi tham sè pn (nâ phö thuëc v o ph¥n
phèi �çng thíi cõa bi¸n ng¨u nhi¶n Bn). Gi£ sû F t÷ìng ùng l  h m ph¥n phèi t½ch
lôy. Chóng ta câ:

F (e1, . . . , eN) = C(Bp1(e1), . . . , BpN (eN)). (3.2)

Khi �â h m sinh moment (mgf: moment generating function) cõa (X1, . . . , XN) l :

M(X1,...,XN )(t1, . . . , tN) =
∑

e1,...,eN∈{0,1}

c(e1, . . . , eN)
N∏
n=1

[MAn(tn)]en (3.3)
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ð �¥y MAn(t) = E[etAn ] �÷ñc biºu di¹n l  h m sinh moment cõa bi¸n ng¨u nhi¶n
An. Ph¥n phèi G cõa X =

∑
Xn thu �÷ñc bði nghàch �£oM(X1,...,XN )(t, . . . , t) (bði

v¼M(X1,...,XN )(t, . . . , t)) l  h m sinh moment cõa têng tr¶n.

3.1.2 Tr÷íng hñp li¶n töc

a, C¡c copula �ìn gi£n cho sè chi·u lîn

�ành lþ 3.1.1. Trong tr÷íng hñp cõa copula student, ma trªn ρ câ thº �÷ñc sû döng
÷îc l÷ñng bði thuªt to¡n sau:

1. Cho ρ̂0 l  ÷îc l÷ñng ML cõa ma trªn ρ cho coupla gauss;
2. ρ̂m+1 thu �÷ñc tø ph÷ìng tr¼nh sau:

ρ̂m+1 =
1

T

(ν +N

ν

) T∑
t=1

ςTt ςt
1 + 1

ν
ςTt ρ̂

−1
m ςt

; (3.4)

3. L°p l¤i b÷îc thù hai cho �¸n khi hëi tö ρ̂m+1 = ρ̂m(:= ρ̂∞);
4. ×îc l÷ñng CML (ho°c IFM) cõa ma trªn ρ cho copula student l  ρ̂CML = ρ̂∞.

Chóng ta nhî l¤i r¬ng copula student cho bði biºu thùc (1.33), nâ trð th nh h m
log-hñp lþ:

l(θ) = T
(

ln Γ
(ν +N

ν

)
− Γ

(ν
2

))
−NT

(
Γ
(ν + 1

2

)
− Γ

(ν
2

))
− T

2
ln |ρ| −

(v +N

2

) T∑
t=1

ln
(

1 +
1

v
ςTt ρ

−1ςt

)
+
(v + 1

2

) T∑
t=1

N∑
n=1

ln
(

1 +
ς2
n

v

)
. (3.5)

H m log-hñp lþ tªp trung l :

∂l(θ)

∂ρ−1
= −T

2
ρ−

(ν +N

ν

) T∑
t=1

1
ν
ςTt ςt

1 + 1
ν
ςTt ρ

−1ςt
. (3.6)

Nâ công trð th nh ÷îc l÷ñng ML n¸u thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh ma trªn phi tuy¸n sau:

ρ̂ML =
1

T

(ν +N

ν

) T∑
t=1

ςTt ςt

1 + 1
ν
ςTt ρ̂

−1
MLςt

. (3.7)

b, Minh håa �¦u ti¶n vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n gauss

Chóng ta nhî l¤i r¬ng ma trªn t÷ìng quan vîi ÷îc l÷ñng ph÷ìng ph¡p CML cho
copula gauss �÷ñc x¡c �ành bði B£ng 3.1. Trong tr÷íng hñp copula student, c¡c ÷îc
l÷ñng l  kh¡c nhau (ta th§y ð B£ng 3.2). Chóng ta t½nh to¡n vèn �¦u t÷ cho c¡c
ph÷ìng ¡n �¦u t÷ kh¡c nhau. Trong nhúng b£ng sau, chóng ta chùng tä hñp th nh
cõa c¡c danh möc �¦u t÷ - mët sè ¥m t÷ìng ùng vîi mët và tr½ ngn.
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Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.850 0.492 0.386 0.354

Al-15 1.000 0.429 0.346 0.316
Cu 1.000 0.409 0.359
Ni 1.000 0.333
Pb 1.000

B£ng 3.1: Ma trªn t÷ìng quan ρ̂CML cõa copula gauss cho dú li»u LME

Al Al-15 Cu Ni Pb
P1 1 1 1 1 1
P2 -1 -1 -1 -1 -1
P3 2 1 -3 4 5

ν = 1 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.820 0.326 0.254 0.189
Al-15 1.000 0.271 0.223 0.164
Cu 1.000 0.267 0.219
Ni 1.000 0.195
Pb 1.000

ν = 2 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.875 0.429 0.351 0.282
Al-15 1.000 0.371 0.314 0.253
Cu 1.000 0.364 0.302
Ni 1.000 0.278
Pb 1.000

ν = 3 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.888 0.466 0.387 0.321
Al-15 1.000 0.410 0.349 0.291
Cu 1.000 0.399 0.336
Ni 1.000 0.312
Pb 1.000

ν = 5 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.893 0.493 0.410 0.350
Al-15 1.000 0.437 0.373 0.320
Cu 1.000 0.423 0.362
Ni 1.000 0.337
Pb 1.000
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ν = 25 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.878 0.503 0.408 0.364
Al-15 1.000 0.446 0.370 0.331
Cu 1.000 0.425 0.371
Ni 1.000 0.345
Pb 1.000

ν = 100 Al Al-15 Cu Ni Pb
Al 1.000 0.861 0.496 0.394 0.358
Al-15 1.000 0.436 0.354 0.322
Cu 1.000 0.415 0.363
Ni 1.000 0.337
Pb 1.000

B£ng 3.2: Ma trªn t÷ìng quan ρ̂CML cõa copula student cho dú li»u LME

Chóng ta t½nh to¡n VaR bði gi£ thi¸t ph¥n phèi bi¶n duy¶n l  ph¥n phèi gauss
nh÷ng vîi c¡c h m copula kh¡c nhau. K¸t qu£ l  tâm tt B£ng 3.3 v  3.4. Chóng
ta chó þ r¬ng vèn kinh t¸ vîi mùc tin cªy 99.9% th¼ copula gauss th§p hìn copula
student. �i·u �â chùng tä r¬ng c§u tróc phö thuëc-ho°c h m copula-câ £nh h÷ðng
lîn trong t½nh to¡n VaR.

90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 7.265 9.297 13.15 14.59 17.54
P2 7.263 9.309 13.17 14.59 17.65
P3 13.92 17.92 25.24 27.98 33.40

B£ng 3.3: �o l÷íng vèn kinh t¸ vîi copula gauss

c, Minh håa thù hai vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n ph¦n �uæi d÷

Chóng ta x²t tr÷íng hñp cõa ph¥n phèi bi¶n duy¶n ph¦n �uæi d÷, thüc t¸ x£y
ra nhi·u trong t i ch½nh. Chóng ta gi£ thi¸t r¬ng c§u tróc phö thuëc �÷ñc x¡c �ành
mët copula student vîi 2-bªc tü do. Trong ph¦n tr÷îc, ph¥n phèi bi¶n duy¶n cõa ti¶u
chu©n lñi su§t t i s£n vîi l  gauss. Chóng ta câ thº gi£ sû r¬ng ph¥n phèi cõa ti¶u
chu©n lñi su§t cho mët t i s£n l  student vîi ν - bªc tü do - c¡c ph¥n phèi cán l¤i
kh¡c l  gauss. Vîi t i s£n cõa Al, ta thu �÷ñc gâc ph¦n t÷ b¶n tr¡i. Gâc ph¦n t÷ ð
giúa v  b¶n ph£i t÷ìng ùng l  t i s£n cõa Cu v  Pb. Chóng ta công chó þ ph¦n �uæi
d÷ câ t¡c döng lîn tr¶n VaR cho gi¡ trà cõa mùc tin cªy cao.

Trong thüc t¸ ph¥n phèi bi¶n duy¶n �÷ñc dòng �º mæ t£ lñi su§t cõa c¡c t i s£n.
Chóng ta x²t v½ dö ph¥n phèi hyperbolic nâi chung. H m mªt �ë t÷ìng ùng �÷ñc x¡c
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ν = 1 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 5.696 7.9.77 13.22 15.46 20.16
P2 5.709 7.980 13.19 15.46 20.15
P3 13.43 19.34 34.32 40.65 55.12

ν = 2 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 6.476 8.751 13.79 15.90 20.26
P2 6.470 8.753 13.70 15.77 20.12
P3 13.20 18.27 30.53 36.00 49.47

ν = 3 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 6.834 9.077 13.85 15.73 20.31
P2 6.812 9.082 13.84 15.83 20.15
P3 13.18 17.86 28.69 33.56 45.01

ν = 5 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 7.081 9.283 13.88 15.68 19.58
P2 7.109 9.351 13.94 15.72 19.57
P3 13.31 17.63 27.18 31.18 41.78

ν = 25 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 7.318 9.453 13.56 15.10 18.18
P2 7.308 9.401 13.37 14.94 18.41
P3 13.64 17.60 25.38 28.36 34.90

ν = 100 90% 95% 99% 99.5% 99.9%
P1 7.293 9.387 13.27 14.79 17.56
P2 7.297 9.427 13.42 14.78 17.56
P3 13.85 17.81 25.32 28.11 34.07

B£ng 3.4: �o l÷íng vèn kinh t¸ vîi copula student

�ành:

f(x) = a(λ, α, β, δ)
(
δ2 + (x− µ)2

) 1
4

(2λ−1)

×Kλ− 1
2

(
α
√
δ2 + (x− µ)2

)
exp

(
β(x− µ)

)
(3.8)

ð �¥y K �÷ñc kþ hi»u h m Bessel v :

a(λ, α, β, δ) =
(α2 − β2)

1
2
λ

√
2παλ−

1
2 δλKλ

(
δ
√
α2 − β2

) . (3.9)

Mæ h¼nh hyperbolic �÷ñc ùng döng v o qu£n lþ thà tr÷íng rõi ro. Hìn núa ta ch¿
x²t tr÷íng hñp mët chi·u. Ph¥n phèi cõa hyperbolic têng qu¡t nhi·u chi·u câ d¤ng
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sau:

f(x) = A(λ, α, β, δ, ρ)
(
δ2 + (x− µ)Tρ−1(x− µ)

) 1
4

(2λ−N)

×Kλ−N
2

(
α
√
δ2 + (x− µ)Tρ−1(x− µ)

)
exp

(
βT (x− µ)

)
(3.10)

ð �¥y

A(λ, α, β, δ, ρ) =
(α2 − βTρβ)

1
2
λ

(2π)
N
2 αλ−

N
2 δλKλ

(
δ
√
α2 − βTρβ

) . (3.11)

Tuy nhi¶n, ph¥n phèi n y d¨n tîi v§n �· t½nh to¡n phùc t¤p cho ÷îc l÷ñng v  c¡c
b÷îc l°p l¤i, ta khæng n¶n dòng c¡i n y. N¸u chóng ta x¥y düng mët ph¥n phèi nhi·u
chi·u vîi ph¥n phèi hyperbolic mët chi·u v  mët copula. Vîi copula gauss, h m mªt
�ë l :

f(x) =
1

|ρ| 12
A(λ, α, β, δ, ρ)

[ N∏
n=1

(
δ2
n + (xn − µn)2

) 1
4

(2λn−1)
]

×
[ N∏
n=1

Kλn− 1
2

(
αn
√
δ2
n + (xn − µn)2

)]
exp

(
βT (x− µ)− 1

2
ςT (ρ−1 − I)ς

)
(3.12)

ð �¥y

A(λ, α, β, δ, ρ) =
1

(2π)
N
2

N∏
n=1

(α2
n − β2

n)
1
2
λn

α
λn− 1

2
n δλnn Kλn

(
δn
√
α2
n − β2

n

) (3.13)

v  ς = (ς1, . . . , ςN)T , ςn = Φ−1(Fn(xn)) v  Fn ph¥n phèi GH mët chi·u. Ta th§y r¬ng
ph¥n phèi n y câ 3(N − 1) tham sè �º so s¡nh vîi ph¥n phèi hyperbolic nhi·u chi·u
têng qu¡t.

3.2 Gi¡ trà cüc trà nhi·u chi·u v  rõi ro thà tr÷íng

3.2.1 Lþ thuy¸t gi¡ trà cüc trà

a, Tr÷íng hñp mët chi·u

�¦u ti¶n ta x²t m bi¸n ng¨u nhi¶n �ëc lªp X1, . . . , Xk, . . . , Xm vîi còng h m
x¡c su§t F . Ph¥n phèi cüc trà χ+

m =
(∧m

k=1 Xk

)
�÷ñc x¡c �ành bði �ành lþ Fisher -

Tippet.

�ành lþ 3.2.1. N¸u c¡c tçn t¤i h¬ng sè am, bm v  mët ph¥n phèi giîi h¤n khæng suy
bi¸n G sao cho:

lim
m→∞

P
{χ+

m − bm
am

≤ x
}

= G(x), ∀x ∈ R (3.14)
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th¼ G l  mët trong nhúng ph¥n phèi sau �¥y:

(Fr²chet) G(x) = Υα(x) =

{
0 x ≤ 0

exp(−x−α) x > 0
g(x) =

{
0

αx−(1+α) exp(−x−α)

(Weibull) G(x) = Ψα(x) =

{
exp(−(−x)α) x ≤ 0

1 x > 0
g(x) =

{
α(−x)α−1 exp(−(−x)α)

0

(Gumbel) G(x) = Λ(x) = exp(−e−x) x ∈ R g(x) = exp(−x− e−x)

Trong tr÷íng hñp n y chóng ta nâi F thuëc v· mi·n cüc �¤i h§p d¨n (maximum
domain of attraction :MDA) cõa G− F ∈MDA(G).

H» thùc (3.14) câ thº �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng sau:

Fm(amx+ bm) −→ G(x). (3.15)

Chóng ta chó þ r¬ng n¸u ta ch¿ rã {am} v  {bm} sao cho:

lim
m→∞

m[1− F (amx+ bm)] = − lnG(x) (3.16)

th¼ F ∈MDA(G).

b, Tr÷íng hñp nhi·u chi·u

Tr÷íng hñp nhi·u chi·u, chóng ta quan t¥m �¸n mæ t£ ph¥n phèi cõa cüc trà χ+
m:

χ+
m =

(
χ+

1,m, . . . , χ
+
n,m, . . . , χ

+
N,m

)
=
( m∧
k=1

X1,k, . . . ,
m∧
k=1

Xn,k, . . . ,
m∧
k=1

XN,k

)
. (3.17)

Gièng nh÷ tr÷íng hñp mët chi·u, giîi h¤n cõa cüc trà chu©n :

lim
m→∞

P
{χ+

1,m − b1,m

a1,m

≤ x1, . . . ,
χ+
n,m − bn,m
an,m

≤ xn, . . . ,
χ+
N,m − bN,m
aN,m

≤ xN

}
= G(x),

∀(x1, . . . , xn, . . . , xN) ∈ RN . (3.18)

�ành lþ 3.2.2. Lîp c¡c ph¥n phèi cüc trà nhi·u chi·u l  lîp c¡c h m ph¥n phèi
max-ên �ành vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n khæng suy bi¸n.

�ành lþ 3.2.3. Lîp c¡c ph¥n phèi gi¡ trà cüc trà nhi·u chi·u l  lîp c¡c copula cüc
trà vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n khæng suy bi¸n.

Chóng ta nhî l¤i r¬ng, copula cüc trà thäa m¢n:

C(ut1, . . . , u
t
n, . . . , u

t
N) = Ct(u1, . . . , un, . . . , uN), ∀t > 0. (3.19)

Gi£ sû C l  mët cüc trà copula vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n l  ph¥n phèi cüc trà mët chi·u.
Tr÷íng hñp n y, F (x1, . . . , xn, . . . , xN) = C(F1(x1). . . . , Fn(xn), . . . , FN(xN)) l  mët
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ph¥n phèi MEV. Tø lþ thuy¸t cüc trà mët chi·u, Ck(F1(x1). . . . , Fn(xn), . . . , FN(xN))
v  C(F k

1 (x1). . . . , F k
n (xn), . . . , F k

N(xN)) ph£i câ ph¥n phèi giîi h¤n gièng nhau cho méi
sè nguy¶n k. Chóng ta câ:

C(uk1, . . . , u
k
n, . . . , u

k
N) = Ck(u1, . . . , un, . . . , uN),∀k ∈ N.

�º thu �÷ñc ph²p biºu di¹n Pickands cõa ph¥n phèi MEV, chóng ta gi£ sû D l  mët
ph¥n phèi nhi·u chi·u vîi sè mô �ìn và v  mët copula cüc trà C. Ta sû döng h» thùc
sau:

C(u1, . . . , un, . . . , uN) = C(e−ũ1 , . . . , e−ũn , . . . , e−ũN )

= D(ũ1, . . . , ũn, . . . , ũN) (3.20)

chóng ta câ
Dt(ũ) = D(tũ) (3.21)

v  D l  mët ph¥n phèi mô nhi·u chi·u min-ên �ành MSMVE (min-stable multivariate
exponential: MSMVE)

�ành lþ 3.2.4. (Biºu di¹n Pickands cõa ph¥n phèi MSMVE) Cho D(ũ) l  h m sèng
sât vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n l  ph¥n phèi mô, D thäa m¢n:

− lnD(tũ) = −t lnD(ũ), ∀t > 0 (3.22)

n¸u v  ch¿ n¸u biºu di¹n cõa D l :

− lnD(ũ) =

∫
· · ·
∫
Sn

max
1≤n≤N

(qnũn)dS(q), ũ ≥ 0 (3.23)

ð �â S l  �ë �o húu h¤n tr¶n Sn. (Joe [1997])

Thæng th÷íng biºu di¹n Pickands mët h m phö thuëc B(w) �÷ñc x¡c �ành bði:

D(ũ) = exp
[
−
( N∑
n=1

ũn

)
B(w1, . . . , wn, . . . , wN)

]
(3.24)

B(w) =

∫
· · ·
∫
Sn

max
1≤n≤N

(qnwn)dS(q) (3.25)

vîi wn = ũn/
∑N

n=1 ũn. B l  h m lçi v 

max (w1, . . . , wn, . . . , wN) ≤ B(w1, . . . , wn, . . . , wN) ≤ 1. (3.26)

Ta c¦n thi¸t kiºm tra nâ l  mët copula

C⊥ ≺ C ≺ C+. (3.27)

Gi£ sû F l  h m ph¥n phèi câ N -bi¸n ng¨u nhi¶n vîi ph¥n phèi bi¶n duy¶n F1, . . . , FN
v  li¶n k¸t vîi mët copula C. Chóng ta gi£ �ành r¬ng tçn t¤i giîi h¤n ph¥n phèi v 
F công thuëc v· mi·n cüc �¤i h§p d¨n cõa mët ph¥n phèi G. Copula s³ gióp chóng
ta gi£i quy¸t b i to¡n mæ t£ ph¥n phèi G. Chóng ta s³ k½ hi»u ph¥n phèi bi¶n duy¶n
G1, . . . , GN cõa G v  C? t÷ìng ùng l  mët copula.
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�ành lþ 3.2.5. F ∈MDA(G) n¸u v  ch¿ n¸u
1. Fn ∈MDA(Gn), ∀n = 1, . . . , N ;
2. C ∈MDA(C?).

�ành lþ 3.2.6. C ∈MDA(C?) n¸u v  ch¿ n¸u:

lim
m→∞

1− C
(
(1− u)w1 , . . . , (1− u)wn , . . . , (1− u)wN

)
u

= B(w1, . . . , wn, . . . , wN).

(3.28)

�ành lþ n y r§t quan trång, bði v¼ ph¥n phèi MEV ch¿ ra c¡c h m phö thuëc.

c, Tr÷íng hñp hai chi·u

Trong tr÷íng hñp hai chi·u, lþ thuy¸t cüc trà th¼ d¹ d ng t½nh to¡n bði v¼ t½nh lçi
v  t½nh ch§t (3.25) trð n¶n c¦n thi¸t v  l  �i·u ki»n �õ cho (3.23). Chóng ta câ:

C(u1, u2) = D(ũ1, ũ2)

= exp
[
− (ũ1 + ũ2)B

( ũ1

ũ1 + ũ2

,
ũ2

ũ1 + ũ2

)]
= exp

[
ln(u1u2)B

( lnu1

ln(u1u2)
,

lnu2

ln(u1u2)

)]
= exp

[
ln(u1u2)A

( lnu1

ln(u1u2)

)]
(3.29)

vîi A(w) = B(w, 1−w), tuy nhi¶n A l  lçi vîi A(0) = A(1) = 1 v  thû l¤i max(w, 1−
w) ≤ A(w) ≤ 1.

Chóng ta x²t copula Gumbel �ành ngh¾a ð ph¦n tr÷îc, chóng ta câ − lnD(ũ) =

(ũα1 +ũα2 )
1
α , B(w1, w2) = ũα1 +ũα2 )

1
2/(ũ1+ũ2) = (wα1 +wα2 )

1
2 v  A(w) = [wα+(1−w)

1
α ].

�º ch¿ ra cüc trà copula, ta sû döng phö thuëc �ë �o A(w) �ìn gi£n:

τ = 4

∫
I

(1− w)d lnA(w)

% = 12

∫
I

1

[A(w) + 1]2
dw − 3. (3.30)

Khi c¡c cüc trà �ëc lªp, chóng ta câ A(w) = 1, (α = 1 cho copula Gumbel), v  τ = % =
0. Tr÷íng hñp phö thuëc �¦y �õ t÷ìng ùng A(w) = max(w, 1 − w) d¨n �¸n copula

Fr²chet tr¶n hay C(u1, u2) = exp
[

ln(u1u2) max
(

lnu1
ln(u1u2)

, lnu2
ln(u1u2)

)]
= min(u1, u2).

Ph÷ìng tr¼nh (3.28) �÷ñc sû döng �º kiºm tra �ëc lªp cõa cüc trà. V½ dö chóng ta x²t
copula Kimeldorf - Sampson C(u1, u2) = (u−α1 + u−α2 − 1)−

1
α vîi α ≥ 0, chóng ta câ

lim
u→0

1−C
(

(1−u)w,(1−u)1−w
)

u
= lim

u→0

1−
(

(1−u)−αw+(1−u)−α(1−w)−1
)− 1

α

u
= lim

u→0

1−(1+αu+0(u))−
1
α

u
=

lim
u→0

u+0(u)
u

1. A(u) s³ d¦n �¸n 1, v  copula Kimeldorf - Sampson thuëc v· mi·n C⊥
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3.2.2 C¡c ph÷ìng ph¡p ÷îc l÷ñng

a, Ph²p x§p x¿ khæng tham sè

X²t mët ph¥n phèi Z = lnU1

lnU1+lnU2
thäa m¢n F(z) = z + (1 − z)A−1(z)∂zA(z),

ð �¥y ph¥n phèi �çng thíi cõa U1 v  U2 x¡c �ành bði cüc trà copula C?(u1, u2) =

exp
[

ln(u1u2)A
(

lnu1
ln(u1u2)

)]
. Bði v¼A(0) = A(1) = 1, nâ trð th nhA(w) = exp

w∫
0

F(z)−z
1−z dz

ho°c A(w) = exp
1∫
w

F(z)−z
1−z dz. Chóng ta công thu �÷ñc hai ÷îc l÷ñng khæng tham sè

cõa A(w) bði ph¥n phèi thüc nghi»m F̂ trong ph¥n phèi lþ thuy¸t F. Sû döng h»
thùc (3.28), x²t c¡c ÷îc l÷ñng kh¡c düa tr¶n cì sð m¨u cõa bi¸n ban �¦u (X1, X2),
khæng tr¶n m¨u cõa bi¸n cüc �¤i (X+

1 , X
+
2 ).

b, Ph²p x§p x¿ tham sè

Trong c¡c d¤ng to¡n cüc �¤i theo tøng �iºm, ph¥n phèi G �÷ñc ùng döng bði
ph÷ìng ph¡p ML

G(χ+
1 , . . . , χ

+
n , . . . , χ

+
N) = C?

(
G1(χ+

1 ), . . . ,Gn(χ+
n ), . . . ,GN(χ+

N)
)

(3.31)

ð �¥y C? l  mët copula cüc trà v  Gn l  GEV ph¥n phèi GEV(µ, σ, ξ) x¡c �ành bði:

G(x) = exp

{
−
[
1 + ξ

(x− µ
σ

)] 1
ξ

}
(3.32)

x¡c �ành tr¶n gi¡ ∆ = {x : 1 + ξ(x−µ
σ

)}. Ba kiºu ph¥n phèi mët chi·u khæng tham
sè l  tê hñp c¡c hå gi¡ trà cüc trà têng qu¡t v  chóng ta câ t÷ìng ùng ξ = α−1 > 0,
ξ = −α−1 < 0 v  ξ −→ 0 cho c¡c ph¥n phèi li¶n quan Fr²chet, Weibull, Gumbel.
Ph÷ìng ph¡p IFM ho°c CML câ thº �÷ñc sû döng ÷îc l÷ñng tham sè (3.28) �º rót
gån thíi gian t½nh to¡n. Trong tr÷íng hñp n y, hñp lþ - log cõa bi¶n duy¶n mët chi·u
l :

l(χ+
n ; θ) = − lnσ −

(1 + ξ

ξ

)
ln
(

1 + ξ
(χ+

n − µ
σ

))
−
[
1 + ξ

(χ+
n − µ
σ

)]− 1
ξ
. (3.33)

Mët �iºm r§t quan trång li¶n quan �¸n gi¡ trà ban �¦u cõa ÷îc l÷ñng copula. Ta thu
�÷ñc bði nghàch �£o sü phö thuëc ti»m cªn �uæi tr¶n ho°c sü t÷ìng th½ch �ë �o nh÷
τ cõa Kendall.

3.3 T¦n sè t÷ìng quan v  t½nh to¡n rõi ro

Ph÷ìng ph¡p luªn �º t½nh to¡n rõi ro x¡c �ành trong dú ki»n sau:

• Gi£ sû ζ l  bi¸n ng¨u nhi¶n mæ t£ tên th§t. Chóng ta công �ành ngh¾a ζk(t) l 
qu¡ tr¼nh ng¨u nhi¶n cõa ζ cho méi t½nh to¡n rõi ro k (k = 1, . . . K)
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• Méi rõi ro, chóng ta gi£ thi¸t sè c¡c bi¸n cè t¤i thíi gian t l  mët bi¸n ng¨u
nhi¶n Nk(t)

• Qu¡ tr¼nh tên th§t %(t) �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

%(t) =
K∑
k=1

%k(t)

=
K∑
k=1

Nk(t)∑
j=1

ζkj (t). (3.34)

• Vèn t i ch½nh vîi mùc tin cªy α th÷íng �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

EC = F−1(α). (3.35)

N¸u ph÷ìng ph¡p luªn l  �ìn gi£n, th¼ nhi·u v§n �· s³ n£y sinh trong thüc ti¹n. Mët
v§n �· kh¡c núa cõa t½nh to¡n rõi ro: t÷ìng quan c¡c t¦n sè cõa c¡c kiºu rõi ro l 
kh¡c nhau

E[Nk1(t)Nk2(t)] 6= E[Nk1(t)]× E[Nk2(t)] (3.36)

Nk(t) l  gi£ thi¸t chung tø bi¸n ng¨u nhi¶n Poisson P vîi gi¡ trà trung b¼nh λk. Þ
t÷ðng công l  mð rëng ph¥n phèi Poisson nhi·u chi·u (Johnson, Kotz v  Balakrishnan
[1997]). Gi£ sû N11, N12 v  N22 l  ba bi¸n ng¨u nhi¶n Poisson �ëc lªp vîi gi¡ trà trung
b¼nh λ11, λ12 v  λ22. Trong tr÷íng hñp hai chi·u, ph¥n phèi �çng thíi düa tr¶n bi¸n
N1 = N11 + N12 v  N2 = N22 + N12. Chóng ta câ N1 ∼ P(λ1 = λ11 + λ12) v 
N2 ∼ P(λ2 = λ22 + λ12). Tuy nhi¶n x¡c su§t �çng thíi s³ l :

P (N1 = n1, N2 = n2) =

min(n1,n2)∑
n=0

λn1−n
11 λn2−n

12 λn12e
−(λ11+λ22+λ12)

(n1 − n)!(n2 − n)!n!
. (3.37)
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K�T LU�N

Trong luªn v«n n y em �¢ tr¼nh b y nhúng kh¡i ni»m, �ành ngh¾a, �ành lþ v·
copula v  mët v i k¸t qu£ ch½nh v· ùng döng cõa copula trong t i ch½nh. Copula thªt
ra l  mæ h¼nh phö thuëc c§u tróc. Copula bëc lë l  mët cæng cö r§t m¤nh trong t i
ch½nh, �°c bi»t trong c¡c mæ h¼nh lñi su§t v  qu£n lþ rõi ro. Nhúng �âng gâp ch½nh
cõa luªn v«n bao gçm:

1. Nhúng ki¸n thùc chung v· x¡c su§t, thèng k¶ v  copula
2. C¡c k¸t luªn ch½nh cõa thèng k¶ v· copula.
3. Ùng döng trong t i ch½nh v· ph²p �o l÷íng rõi ro

Tuy nhi¶n do thíi gian khæng nhi·u, n¶n luªn v«n cán câ nhúng ché thi¸u sât v  h¤n
ch¸. Em r§t mong nhªn �÷ñc sü �âng gâp, ph£n bi»n cõa quþ th¦y cæ b¤n �åc �º
luªn v«n �÷ñc ho n thi»n tèt hìn.
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